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Introduction

La description mathématique de nombreux systémes spatio-temporels (mécaniques, thermiques,
biologiques, écologiques, ...) passe par l'utilisation des équations aux dérivées partielles.
Lorsqu’ils font apparaitre des variables d’entrée-sortie, ces systemes sont dits distribués. Dans
le domaine de 'analyse et du controéle de ces systemes, beaucoup de travaux ont été développés,
particulierement sur les notions d’observabilité, de controlabilité, de détectabilité et de stabil-
isabilité, ... Ainsi, les travaux consacrés a ce domaine ont donné lieu & une littérature riche et
vaste ; on cite a titre d’exemples Dolecki [24], El Jai et al. [38, 46, 53], Kobayashi [63, 64], Lions
[68, 69, 70], Pritchard [79, 80], Russell et Weiss [88], Sakawa [89, 90], Triggiani [97] ..., dans le
cas déterministe, Curtain et Pritchard [20, 21] ..., dans le cas stochastique, Balakrishnan [16],
Curtain et Zwart [22].

Dans le cas des systémes linéaires de dimension finie, ces notions sont simples et assez bien
maitrisées. Mais dans le cas de dimension infinie, ’étude est plus complexe et les notions clas-
siques peuvent étre définies a divers degrés. Notons que le passage des systeémes localisés aux
systemes distribués amene a des difficultés dues essentiellement a la présence de la variable spa-
tiale décrivant le domaine géométrique. Cette variable a été peu exploitée, souvent cachée dans

des espaces de dimension infinie et son role passe alors inapercu.

L’analyse des systemes distribués peut étre faite de facon abstraite en considérant divers es-
paces fonctionnels et opérateurs permettant d’introduire certaines définitions et d’établir cer-
taines caractérisations et propriétés. Généralement la variable d’espace est assez peu exploitée.
Cette variable spatiale peut étre exploitée de fagon utile. Il a été possible de lier I’'étude de
divers concepts d’analyse des systemes a la structure et a la localisation spatiale des capteurs
et des actionneurs. Ainsi on peut établir des relations entre 1'observabilité (la détectabilité et
Pobservateur Luenberger) et les capteurs d’une part et d’autre part entre la controlabilité (sta-
bilisabilité) et les actionneurs. Pour plus de détails voir El Jai [30, 31, 32, 33, 35, 36, 37|, El Jai
et Berrahmoune [40, 41, 42], El Jai et El Yacoubi [43, 44], El Jai et Pritchard [45, 47], Hou et
Patton [61], ...

La théorie des observateurs a été introduite par Luenberger [71, 73, 74]. Plusieurs travaux ont été
développés dans le domaine des systemes localisés linéaires, Langeland-Knudsen [67], O’Reilly
[77], - - - Cette théorie a été étendue aux systemes distribués par Gressang et Lamont [56], El Jai
[36]. Parmi les notions les plus importantes dans 1’analyse asymptotique des systemes distribués
sont celles de la détectabilité, de la construction d’observateur ou encore de la stabilisabilité qui
ont fait I'objet de nombreux travaux El Jai [29, 32], El Jai et al. [34, 35, 38, 39], Kurzhanski

et Kapalov [65, 66] sur divers types d’observateurs (certaines états modifiés), Fujii [54, 55] sur
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Pobservateur asymptotique de dimension finie, Huage [58] sur la stabilité asymptotique forte,
Hautus [57] sur la détectabilité forte et ’observateur, Kitamura et al. [62] sur 'observateur de
systeéme de diffusion, Dusser et Rabah [26, 27, 28], Pritchard et al. [79, 80], Hou et Miiller [59, 60]
sur la stabilisabilité et la construction d’observateur. Tous les résultats cités précédemment ont

été développés sur le domaine géométrique entier du systeme considéré.

L’étude de l'observabilité et de la controlabilité sur des régions particulieres du domaine
géométrique considéré est relativement récente. Ce probléme a été introduit et développé par El
Jai, Pritchard et Zerrik dans [48, 49, 50, 51, 52, 101] et pour 'application de ces problémes voir
[53, 109]. Une nouvelle orientation dans les systemes distribués a été de savoir si un systéme non
observable (ou non contrélable) sur le domaine global €2 peut étre observable (ou contrélable)
sur une région w de ce domaine (). Cette étude peut étre appelée analyse régionale des systemes
distribués et elle est plus adaptée aux systemes distribués. L’extension de ces notions régionales
au cas oll w est une partie de la frontiere de 2 a été dévéloppée par Zerrik et El Jai [102, 103, 106].
L’analyse régionale du gradient tres récemment introduite par Zerrik et al. est motivée par de

nombreux problemes réels, voir [104, 107, 108].

La plupart des résultats dans l’analyse régionale sont effectués sur un horizon de temps fini. Il
reste a étendre ces résultats au cas d'un horizon de temps infini (analyse régionale asympto-
tique). L’objet de ce travail est motivé par de nombreux problémes réels, citons par exemple un
probleme de thermique qui concerne I’étude du transfert de chaleur en convection naturelle le
long d’une plaque plane verticale en face arriere et située dans une enceinte de dimension réduite.
Cette plaque est instrumentée par des thermo-couples fins disposés dans ’épaisseur de sa face
avant. Les autres faces sont soumises a des conditions adiabatiques grace a la présence d’une
forte isolation. Il s’agit de reconstruire la condition surfacique sur la face avant (flux conductif
partiel) par intermédiaire des mesures fournies par les capteurs. La reconstruction est basée
sur la connaissance du systeme dynamique et des mesures fournies par les capteurs ponctuels

internes (voir figure 1).

Ce travail est organisé de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre, nous rappelons les principes généraux concernant ’analyse des
systemes distribués. Plus précisément nous introduisons les notions d’exacte (faible) observ-
abilité et controlabilité et leurs caractérisations, ainsi que celles de la détectabilité, de la stabil-

isabilité, de capteurs et actionneurs, ...

En considérant une classe de systemes distribués paraboliques, on étudie dans le deuxieme

chapitre I'observabilité régionale interne et frontiére. Nous montrons que ’erreur d’observation
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Figure 1: L’état a observer sur w et localisation des capteurs

régionale sur w (respectivement sur I' C 0f2) est plus petite que l'erreur d’observation dans €2

(respectivement sur 0€2).

Le troisieme chapitre est consacré a ’analyse régionale asymptotique. Nous nous intéressons au
probleme de la détectabilité dans le cas régional lorsque la région considérée w est une partie du
domaine 2. Nous montrons les relations entre ’observabilité exacte régionale et la détectabilité
régionale et nous présentons un exemple de systéme non détectable dans le sens usuel mais
détectable au sens régional. Aussi, nous établissons le lien entre la structure des capteurs et la
détectabilité régionale asymptotique (respectivement exponentielle). Nous donnons les résultats
spécifiques liés a quelques exemples de structures de capteurs et nous appliquons ces résultats a

des situations différentes du domaine €2, qui tiennent compte de considérations de symétrie.

Le but du quatrieme chapitre est de donner une extension au cas régional de la théorie de
I'observateur de Luenberger, c’est-a-dire une approche qui permet de construire un estimateur
asymptotique régional dans une région w C 2, basé sur la détectabilité régionale. Cette approche
dérive de I'observateur du type Luenberger tel qu'il a été introduit par Gressang et Lamont [56].
Nous définissons différents types d’observateurs dans le cas régional (cas général, identité et
d’ordre-minimal) pour un systéme parabolique. Nous montrons que l’erreur de reconstruction
d’état asymptotique régional sur w est plus petite que ’erreur de reconstruction d’état asymp-

totique sur Q.

Dans le dernier chapitre nous développons les résultats du chapitre précédent dans le cas régional
frontiere. Nous considérons le probleme de la détectabilité régionale dans une région I' située

sur la frontiere du domaine €.
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Chapitre 1

1 Rappels sur les systemes a parametres répartis

Dans cette partie, nous rappelons brievement les notions liées a ’observabilité (respectivement
a la controlabilité), a la détectabilité (respectivement a la stabilisabilité) et a I'observateur de

type Luenberger.

1.1 Semi-groupe

Une famille d’opérateurs (S4(t)):>0 bornés définis sur une espace de Hilbert Z est dite semi-

groupe fortement continu si :
1. S4(0)=1
2. Sa(t+s) =S5a(t)Sa(s) = Sa(s)Sa(t) pour tout t,s >0
3. th—n>10 | Sa(t) — 2z |z— 0 quand t — 0" pour tout z € Z.

Le générateur infinitésimal du semi-groupe (Sa(t))i>0 est défini par

Salt)z — = V2 € D(A)
t ’ '

Az = lim
t—0+

avec

Sa(t)z

D(A) ={z€ Z/ lim % est fini}

t—0™

Une caracterésation des semi-groupes est donnée par le théreme de Hille et Yosida [16].

Théoréme 1.1.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur fermé A a domaine dense dans Z
génere un semi-groupe (Sa(t))e>o fortement continu est qu’il existe M et o reéls, tels que : VA
avec Re(\) > a, A n’est pas dans le spectre de A et

IAI=A7 < 5o 0

De plus on a
I Sa(t) | < Me



RAPPELS DANS LES SYSTEMES PARAMETRES REPARTIS 8

Si A admet un systéme orthonormé et complet de fonctions propres () associées aux valeurs

propres (A,) de multiplicité m,, alors le semi-groupe (Sa(t))¢>0 engendré par A s’exprime par

Mn
Sa(t)z = Z et Z < Z,¢n; >z ¥n,, pour tout z € Z

n>1 j=1
L’adjoint A* de A engendre un semi-groupe (5% (t)):>0 adjoint de (S4(t)):>0 qui est également
fortement continu sur le dual Z* de Z.
Si D(A) est dense dans Z, D(A*) est dense dans Z*. Notons que pour définir un semi-groupe il
suffit que Z soit un espace de Banach et que la famille semi-groupe (Sa(t))i>0 vérifie 1., 2. et
3. (pour plus des détails voir [16], [100], ... ).

1.2 Systémes considérés

Soit © un ouvert borné de IR™ représentant le domaine géométrique du systeéme (1.1), de frontiere
09Q. Les espaces Z, U et O considérés dans cette partie sont des espaces de Hilbert séparables
et désignent respectivement les espaces d’état, de contréle et d’observation. Considérons un

systeme décrit par ’équation d’état

2(t) = Az(t) +Bu(t) t>0
(1.1)
2(0) =2z9€ D(A)

avec la fonction de sortie
y(t) = C=(t) (1.2)

ou A est un opérateur différentiel de domaine D(A), auto-adjoint & résolvante compacte qui
engendre un semi-groupe fortement continu (S4(t))s>0 sur 'espace d’état Z. A* désigne I’adjoint
de Vopérateur A. Les opérateurs B € L(IRP,Z) et C € L(Z,R?) dépendent de la structure des
actionneurs et capteurs considérés. Alors A admet un systéme complet de fonctions propres
(¢on;) associées aux valeurs propres (\,) supposées de multiplicité m,. Sous les hypotheses

citées ci-dessus, le systeéme (1.1) admet une solution unique qui s’exprime par :
t
u(t) = Sa(t)z0 + / St — 7)Bu(r)dr. (1.3)
0

1.3 Capteurs et actionneurs

L’analyse des systemes distribués peut étre faite de fagon abstraite en considérant divers espaces
fonctionnels et opérateurs permettant d’introduire certaines définitions et d’établir certaines
caractérisations et propriétés. Généralement la variable d’espace est assez peu exploitée et
I’étude, quoique rigoureuse, peut avoir un intérét limité pour 'automaticien. Par contre, il est

possible dans le cas distribué, d’exploiter judicieusement la variable d’espace en notant que les
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interactions entre le systeme et son environnement se font par 'intermédiaire d’actions ou de
mesures qui ont un sens pour l'ingénieur et qui, surtout, ont une certaine existence spatiale.
Cette existence spatiale peut étre définie mathématiquement et donner lieu aux notions de

capteurs et d’actionneurs.

1.3.1 Notion de capteur

Soit € le domaine géométrique du systeme décrit par (1.1) avec la fonction de sortie (1.2). Les
mesures sont obtenues par 'intermédiaire de capteurs qui peuvent étre localisés dans €2 ou sur
la frontiere 9 (voir [45], [46]).

Définition 1.2.
Un capteur est défini par un couple (D, f) ot D, une partie non-vide fermée de €, est le support

spatial du capteur et f € L?(D) définit la distribution des mesures sur D.

Selon le choix des parametres D et f, on peut avoir divers types de capteurs. Dans le cas de ¢
capteurs, nous considérons (D, f;)1<i<q avec D; C Q (ou D; C 0R2) et f; € L*(D;), DN\ Dy =0
sil<i#k<q.

La fonction de sortie associée est :

y(t) = (), - (O] = [<2(t), fr >r2(py), -+ < 2(b), fg > 120" (1.4)

Si les capteurs (ou certains d’entre eux) sont ponctuels, alors la composante correspondante

dans la fonction de sortie est donnée par :
y(t) =< 2(t), v, >r2()= 2(bi,t) (1.5)

ou &, désigne la masse de Dirac concentrée en b;. En considérant la base de fonctions propres

(¢on;), alors le vecteur d’état z s’exprime par : z(t) = Z 2 (t)pn, et on a les formes suivantes :
n>1

1. Dans le cas des mesures zones, 'opérateur C' est de type g X oo, avec

Mn Mn tr
y(t) = l Yozt Y < np [t >200) -5 D #() D < engs fa >12(0,)
n>1 ) n>1 )

2. Dans le cas des mesures ponctuelles
Ci' = < Sonjvébi >L2(Q): Pn; (bl)

- /sonj@,t)ai(f—bi)df, 1<i<q1<j<mmetn>1
D;
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et alors
Mp M tr
y(t) = Z Zn(t) Z < gonj,(;bl >L2(Q)’ e Z Zn(t) Z < gOnj,(qu >L2(Q)7
n>1 j=1 n>1 j=1

Dans ce cas, I'opérateur C n’est pas borné dans Z.

3. Enfin, dans le cas des mesures frontieres (ponctuelles ou zones) lorsque D; C 9€). Dans le
cas des mesures ponctuelles, la fonction de sortie est analogue a celle donnée en 2. avec
b € 95. Dans le cas des mesure zones, avec D; = I'; C 0Q et f; € L*(T;) la fonction de

sortie s’écrit
et donc

y(t) = [< Z(t)?fl >L2(F1)a e, < Z(t)a fq >L2(Fq)]tr (16)

ot [...]"" désigne la transposée de [ ...].

1.3.2 Notion d’actionneur

Les actionneurs peuvent étre de nature, de forme, de conceptions diverses. Ces divers types

d’actionneurs peuvent étre localisés a I'intérieur du domaine €2 ou bien sur sa frontiere 9f2.

Définition 1.3.
Un actionneur est défini par un couple (D, g) ot D, une partie non vide fermée de Q, est le

support spatial de I'actionneur et g € L?(D) définit la distribution des actionneurs sur D.

Dans le cas d’un actionneur ponctuel interne ou frontiere, les définitions restent les mémes. Nous
parlerons, d’actionneur frontiere (I'g,g) ot I'g € 92 et g € L*(I'y), et d’actionneur ponctuel
(b,6p), b e 0N

1.4 Observabilité et controlabilité

Dans cette partie, nous rappelons les notions d’observabilité et de contrélabilité des systemes

distribués.

1.4.1 Notion d’observabilité

Dans la théorie des systemes, 'observabilité d’un systeme est liée a la possibilité de reconstruc-

tion de I’état sur 2 & partir des seules connaissances de la sortie sur un horizon de temps fini et
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du modele mathématique.

Définissons 'opérateur K par
K: Z7 — O

z — CSa()z

dont I’adjoint est donné par

K: O — 7

T
y — / S3C*z(s)ds
0

Pour les systemes linéaires, 1’observabilité peut étre étudiée sur le systéme autonome associé a

(1.1) donné par
2(t) = Az(t) t>0
(1.7)
2(0) =29 € D(A)

Définition 1.4.
Le systeme (1.7) augmenté de ’équation de sortie (1.2) est dit exactement observable sur [0, 7]
si Z* C ImK™.

Définition 1.5.
Le systeme (1.7) augmenté de I’équation de sortie (1.2) est dit faiblement observable sur [0, 7]
si Ker K = {0}.

On peut caractériser ’exacte observabilité par

Proposition 1.6.
Le systéme (1.7) augmenté de l’équation de sortie (1.2) est dit exactement observable sur [0, T

si et seulement si :
v tel que || z0 ||z < v || K20 ||lo pour tout zy € Z
L’opérateur K*K est défini de Z dans Z* par
KKy — / 'S ()OS Aty (1.8)
0
L’observabilité faible peut étre caractérisée par la proposition suivante :

Proposition 1.7.

1l y a équivalence entre :

1. Le systéme (1.7) augmenté de ’équation de sortie (1.2) est faiblement observable
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2. ImK*=Im K*K = Z*

3. |J Im(Sy(t)C*) =2z~

0<t<T
Ainsi, P'observabilité exacte (respectivement faible) peut étre caractérisée par la proposition

suivante :

Proposition 1.8.
Le systeme (1.7) avec l’équation de sortie (1.2) est dit exactement (respectivement faiblement)
observable sur [0,T] si et seulement si l'opérateur K*K est défini positif (respectivement positif)

et de plus l’état initial peut étre déterminé a partir de la sortie (1.2) par :
20 = (K*K) 'K*y = KTy
o K1 désigne le pseudo-inverse de K. Soit encore
T T
0= / S4(H)C*CSA(t)dt) / S (6)C* 2(1)dt
0 0
1.4.2 Observabilité et capteur

Définition 1.9.
Les capteurs (de type zone ou ponctuel) (D, fi)i1<i<q sont dits stratégiques si le systeme (1.7)

augmenté de I’équation de sortie est faiblement observable.

Proposition 1.10.
On suppose que sup m, = m < oo, alors les capteurs (D;, fi)1<i<q sont stratégiques si et

seulement si :

1. g>m

(Gn)ij:gonj(bi)),izl, ce,gqetg=1, ... ,my.

2. rang Gy, = mp, Yn > 1 ou G, = (Gn)ij =< ©n;, fi >12(Dy) (dans le cas ponctuel,

Cette condition sur le rang de G,, est montrée dans [45, 46] et y est appliquée & de nombreux

systemes avec divers types de capteurs.

1.4.3 Notion de controlabilité

Le probléme de la controlabilité consiste en la possibilité de transférer I’état d’un systeme en un
temps fini d’un état initial vers un état désiré choisi a priori. La notion de la controlabilité est

bien maitrisée dans le cas localisé. Dans le cas des systemes distribués, elle peut étre définie de
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multiples manieres.

Pour le systéme (1.1), considérons Hyp : L?(0, T, IRP) — Z, I'opérateur défini par
Hy = /Ot Sa(t — 7)Bu(r), Yu € L2(0,T, R?)
L’adjoint H} de Hp défini par
H} = B*SH(T — )", V2" € Z*
Rappelons diverses notions de la controlabilité :

Définition 1.11.
Le systeme (1.1) est dit exactement controlable dans Z sur [0,77] si pour tout z4 € Z, il existe
u € L2(0,T, IRP) tel que z,(T) = 2g4.

On peut caractériser I’exacte controlabilité par :

Proposition 1.12.
Le systéeme (1.1) est dit ezactement contrélable dans Z sur [0,T] si et seulement s’il existe y > 0
tel que

125 < v | B*SA()2" 2wy V2" € 27

Définition 1.13.
Le systeme (1.1) est dit faiblement controlable Z sur [0,77] si pour tout z4 € Z, Ve > 0 il existe
u € L2(0,T,U) tel que || 24(T) — zq ||z < e

La faible controlabilité peut étre caractérisée par :

Proposition 1.14.

1l y a équivalence entre :
1. le systeme (1.1) est faiblement controlable sur [0,T)
2. ImHpr =2
3. Ker Hy, = Ker HyHr = {0}
4. B*S3(s)z=0,Vs€[0,T] = 2=0

5. si le semi-groupe (Sa(t))i>0 est analytique, alors

U Im(A"Sa(s)B) = Z, Vs €]0, T

nenN
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Définition 1.15.
Les actionneurs (de type zone ou ponctuel) (D;, gi)1<i<p sont dits stratégiques si le systeme (1.1)

qu’ils excitent est faiblement contrélable.
La controlabilité peut étre caractérisée par le choix des actionneurs [45].
1.5 Détectabilité et stabilisabilité des systemes distribués

1.5.1 Détectabilité

La détectabilité est, en quelque sorte, la notion duale de la stabilisabilité. La caractérisation de
la détectabilité nécessite quelques hypotheses liées au comportement asymptotique du systeme,

c’est-a-dire celle de la stabilité. Considérons le systeme (1.1)-(1.2) décrit par
2(t) = Az(t) + Bu(t) t>0
2(0) =2z9€ D(A) (1.9)
y(t) = C=(t)

avec toutes les hypotheses données au début de la partie précédente.

Définition 1.16.
Le semi-groupe (S4(t)):>0 est dit exponentiellement stable sur L?(Q) s’il existe deux constantes

positives M et « telles que :
| Sa(t) z2@)< Me™®', t>0 (1.10)

Si (Sa(t))i>0 est un semi-groupe exponentiellement stable, alors V 2o € L?(f2) la solution du

systeme autonome associé a (1.9) satisfait

| 2(t) Iz = Il Sa(t)zo [12(0) < Me " || 20 || 12

et donc

Jim [ 2(2) L2y = 0

Définition 1.17.
Le systeme (1.9) est dit stable, si le semi-groupe engendré par A est exponentiellement stable
sur L2(9).

Définition 1.18.
Le systeme (1.9) est dit détectable s’il existe un opérateur E : R? — Z tel que (A — EC)

engendre un semi-groupe (Sg(t)):>o exponentiellement stable sur L?(2).
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L’importance de cette notion réside dans le fait que, si un systeme est détectable, nous pouvons

observer asymptotiquement son état. En effet, considérons le systeme

w(t) = Aw(t) + Bu(t) + E(y(t) — Cw(t)) t>0
(1.11)
w(0) =0

alors, w(t) estime asymptotiquement ’état z(¢) parce que e(t) = z(t) — w(t) qui satisfait

é = (A—EC)e(t) avec e(0) = zp et si le systeme est détectable, il est possible de choisir E

qui réalise 1tlim | e(?) llz2()= 0. Le systeme (1.11) peut étre considéré comme un observateur
—00

identité pour (1.9). Ce résultat ne nécessite pas la stabilité du systéme original.

1.5.2 Détectabilité et capteur

Il est possible de relier la détectabilité & la structure spatiale des capteurs. Par ailleurs, dans
[21, 45], on montre qu’il y a détectabilité si le systéme est exactement observable a I'instant T,

cela se traduit par :
Jy>0 tel que || 2 [[12(0) < 7 || CSa()2 lr2(0,1,0), V7 € L*(Q) (1.12)

Cette notion est moins restrictive que I’exacte observabilité. Supposons que le systéme (1.9) a
des modes instables finis. Nous obtenons ainsi la caractérisation de la détectabilié par rapport

a la structure des capteurs.

Proposition 1.19.

Si nous avons q capteurs (Dj, fi)i1<i<q, le systéme (1.7) est détectable si et seulement si :

1. g>m

2. rang Gy =1, Y, 1 <n < J ot Gy = (Gn)ij =< ¢n;, fi >12(D;) (dans le cas ponctuel,
(Gn)” :gon].(bi)), 1=1, ... ,qetg=1, ... ;my,.

La proposition précédente nécessite que les capteurs soient stratégiques seulement pour les modes
instables [36, 45].

1.5.3 Stabilisabilité

Définition 1.20.
Le systeme (1.1) est dit stabilisable s’il existe un contréle en contre réaction, v = —Dz tel que

'opérateur (A — BD) engendre un semi-groupe (Sp(t));>o exponentiellement stable sur L2(Q).

La notion de la stabilisabilité peut étre caractérisée par :

e S’il existe une constante positive v tel que

I SAt)="(€,1) lz2(@) < 7 | B"SA(®)2(6, 1) lr201,0), V2* € L*(Q) (1.13)
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alors le systeme (1.1) est exactement controlable et donc stabilisable. Cette condition est beau-
coup moins restrictive que celle de 'exacte controlabilité donnée par la proposition 1.12. La

stabilisabilité peut étre caractérisée par le choix des actionneurs dans le résultat suivant :

e Supposons que le systeme (1.1) est excité par p actionneurs (D;, gi)1<i<p €t que le spectre de
A compte J valeurs propres non négatives, alors le systeme (1.1) est stabilisable si et seulement
sip>m et lerang Gy, = my, Vn, 1 <n < Jou Gy = (Gn)ij =< ¢n;, fi >12(p,) (dans le cas
ponctuel, (Gy)ij = ¢n; (b)), i =1, ... ;qet j=1, ... ,my.

1.6 L’observateur de Luenberger dans le cas distribué

Nous rappelons qu’il n’est pas toujours possible d’avoir acces a I’état complet ou partiel du
systeéme (voir [38]). Généralement le nombre de sorties (observations) est inférieur au nombre
d’états. Dong, il faut pouvoir définir un systeme dynamique appelé observateur qui permette
d’estimer 1’état complet & partir de la connaissance (partielle) de celui-ci.

1.6.1 Observateur de type Luenberger

Considérons le systeme (1.9) et supposons qu'il existe un systéme dynamique avec 1’état z € X
(espace de Hilbert) décrit par 1’équation
#(t) = Fz(t) + Gu(t)+ Hy(t) t>0
(1.14)
z(0) =uxz9 € D(F)

ou F' est un opérateur qui engendre un semi-groupe (Sr(t)):>0 fortement continu et exponen-

tiellement stable sur ’espace d’état X, on a :
IMp, ap >0 tel que || Sp(t) ||x < Mpe—or®)

Les opérateurs G € L(IRP,X), H € L(IR?, X). La solution du systeme (1.14) s’écrit :
2(t) = Sp(t)zo + /0 " Sp(t — ) [Gulr) + Hy(r)dr

Soit alors
TeL(Z,X):ze€DA) — Tz € D(F)

Nous avons le résultat suivant :
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Théoréme 1.21.

Supposons que :
1. Il existe M € L(IR?,Z) et N € L(X,Z) tels que MC + NT =1

2.
TA—-FT =HC
(1.15)
et G=TB

alors :

lim [Tz(t) — z(t)] = 0.

t—o0

I1 est clair que cette proposition donne les conditions pour lesquelles le systeme (1.14) est un

observateur asymptotique du systeme (1.9).

1.6.2 Observateur identité

Dans le cas Z = X et T = I, la condition (1.15) du théoreme 1.21 devient
F=A-HC

Considérons alors le systeme donné par

@(t) = Aw(t) + Bu(t) + HC(2(t) — a(t)) t>0
(1.16)

Nous avons alors le résultat suivant :

Proposition 1.22.
Si les capteurs (D, fi)i1<i<q sont stratégiques pour le sous-systéme instable de (1.9), alors le
systéme (1.16) est un observateur identité pour le systéme (1.1) augmenté de l’équation de
sortie (1.2) :

tlgglo[z(t) —z(t)] = 0.

1.6.3 Observateur d’ordre minimal

L’observateur d’ordre minimal est utilisé quand la fonction de sortie fournit des mesures d’une
partie du vecteur d’état. Alors cet observateur est nécessaire pour construire la partie inconnue
de I’état. Sion considere le systeme (1.1)-(1.2), dans ce cas, on a Z = Z1 @ Z2 ou Z et Zy sont
des sous-espaces de Hilbert.

Supposons que

z = [z1, 2]
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et la fonction de sortie fournit des informations sur z1, elle est donnée par

y(t) = 21(t) (1.17)
Le systeme (1.1) peut étre décomposé sous la forme suivante :

Apr A By
A= , B= (1.18)
A1 Az By
ou B; € L(IRP, Z;) avec 1 <i < 2.
Le probleme, dans ce cas, est de construire un observateur qui estime asymptotiquement le

vecteur zo et cela revient a construire un observateur identité, qui peut étre décrit par

o(t) = Ai(t) + [Bau(§,t) + Aory(t)] + H(y(t) — A22(t)] t>0

(1.19)
z(0) =o
pour le systeme
Zg(t) = Ai97 (t) + AQQZQ(t) + Bgu(f, t) t>0
(1.20)
22(0) = 20,(§)
avec la fonction de sortie
Yy = Algzg(t) (1.21)

ou A122’2<t) = 2':2(t) — A112’1 (t) — Blu(t).

Dans la suite, nous avons le résultat suivant :

Théoréme 1.23.
Si les capteurs (D;, fi)i1<i<q sont stratégiques pour le sous-systéme (1.20), alors le systéme dy-

namique (1.19) est un observateur d’ordre minimal pour le systéme (1.20) augmenté de ’équation
de sortie (1.21).

1.7 Controle et observateur

L’implantation d’une loi de controle de type boucle fermée nécessite la reconstruction asymp-
totique du vecteur d’état (ou bien d’une partie de ses composantes). Considérons le systéme
(1.1) augmenté de I’équation de sortie (1.2) et supposons qu'’il est excité par le controle en
contre-réaction

u=—-D2z

ou Z = My(t) + Nz(t) estime asymptotiquement z, alors le systéme en boucle fermée est décrit

o At) = Az(t)— BD:(t) t>0
(1.22)
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Si nous posons E(t) = T'z(t) — &(t), alors nous avons 2(t) = z(t) — NE(t) et le systeme (1.22)

devien
! 2(t) =(A—BD)z(t)+ BDNE(t) t>0

(1.23)
2(0) =2z € D(A)
Finalement nous avons
2(t) = (A—BD)z(t)+ BDNE(t) t>0
E(t) = FE(t) t>0
(1.24)
Z(O) = 20
£(0) =&

ot £(0) = T2(0) — #(0).

Ainsi on peut obtenir la proposition suivante :

Proposition 1.24.
Le spectre du systéme bouclé avec l'observateur (1.24) est la réunion des spectres du systéme en
boucle fermée (1.23) et de l'observateur (1.14).

Dans le cas d’observateur identité, le systeme (1.23) est décrit par

i(t) = (A—BD)z(t)+ BDEL(t) t>0
(1.25)
2(0) =2z € D(A)
o1 £1(0) = 2(0) — z(0).

Le systeme global (1.24) s’écrit sous la forme
#(t) = (A — BD)z(t) + BDEL(t) t>0

Elt) = (A - H,C)EL(t) t>0
(1.26)
2(0) = zo

gy =¢&l
et de la méme maniere, on obtient le résultat suivant :
Proposition 1.25.

Le spectre du systeme global (1.26) est la réunion des spectres du systéeme en boucle fermée (1.25)
et de l'observateur (1.16).
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Et dans le cas d’observateur d’ordre minimal, le systeme en boucle fermée est donné par

Zo(t) = (Agy — BaD)zo(t) + BoDEM(t) t>0

(1.27)
29(0) = zp, € D(A)
ot EM(0) = 22(0) — #2(0).
Le systeme global est aussi donné par
,2"2(75) = (A22 — BQD)ZQ(t) + BQDgM(t) t>0
EM(t) = (Agy — HO)EM (1) t>0
(1.28)
22(0) = 202
EM©0) =M

Ainsi, nous avons la proposition suivante :

Proposition 1.26.
Le spectre du systeme global (1.28) est la réunion des spectres du systéeme en boucle fermée (1.27)
et de l'observateur (1.19).
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Chapitre 2

2  Observabilité régionale

L’objet de I'observabilité régionale est I’étude de la reconstruction de 1’état sur une partie du
domaine a partir de la connaissance du systeme et des mesures effectuées sur un intervalle de
temps fini. L’importance de cette notion est capitale quand on sait qu’il existe des cas ou cette
reconstruction ne peut étre réalisée sur le domaine tout entier ([101]). Dans cette partie, on

rappelle 'observabilité régionale et régionale frontiére des systémes distribués paraboliques.

mesures

Figure 2: L’état a observer sur w et les localisations du capteur

2.1 Description du systeme

Soit © un ouvert borné de IR™ représentant le domaine géométrique du systéme (2.1), de frontiere
0N assez réguliere, [0,7], T > 0 un intervalle de temps, w un sous-domaine (une région)
de . On note Q@ = Qx]0,T[ et ¥ = 9Nx]0,T[. Soient Z, U et O des espaces de Hilbert
séparables désignant ’espace d’état, de controle et d’observation. Dans cette partie, on con-
sidere Z = L%(Q), U = L?(0,T,IRP), © = L?(0,T,IR") on p et q sont respectivement les

nombres d’actionneurs et de capteurs. Nous considérons un systeme décrit par I’équation d’état
0z
2(6,0) = 20(§) Q (2.1)

z(n,t) =0 b))

augmenté des mesures fournies par la fonction de sortie

y(.,t) = Cz(., 1) (2.2)
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ou A est un opérateur différentiel du second ordre, linéaire & résolvante compacte qui engendre
un semi-groupe (S(t));>o fortement continu sur espace des états Z = L?(1Q).

A* désigne 'adjoint de I'opérateur A.

Les opérateurs B € L(IRP,Z) et C € L(L?*(), IR?) dépendent de la structure des actionneurs
et des capteurs considérés. De plus, sous les hypothéses citées ci-dessus, le systeme (2.1) admet

une solution unique qui s’exprime par :

A6,0) = Sal)0(&) + [ Salt —7)Bu(r)ir (2.3

Pour rappeler I'observabilité régionale, on considére le systéme autonome associé a (2.1) donné

par

0z
Zen =Asen @
2(£,0) =z Q (2.4)

z(n,t) =0 b
avec z(&,0) supposé inconnu dans L?(f2). La connaissance de z(¢,0) permet d’observer 1'état

z(&,t) & tout moment ¢. Les mesures sont obtenues par la fonction de sortie (2.2). Dans ce cas,

z(€,t) = Sa(t)zo(§) t€)0,T] (2.5)

On définit I'opérateur
K:z€eZ—->Kz=CSs(.)2€ 0 (2.6)

alors y(.,t) = K(t)z(.,0) ou K est un opérateur linéaire et borné (ce qui est valable sur quelques
fonctions de sortie).

On note par K* : O — Z ’adjoint de K donné par
t
K*y* = / Sh(s)C*y*ds. (2.7)
0

Considérons un sous-domaine w C 2 et soit x,, la restriction de fonction définie par

YXo: Z=L*Q) — L*w)

(2.8)
z — Xw?Z = 2 |uw
ot z |, est la restriction de z & w. Son adjoint %, : L?(w) — L?(£2) défini par
2§ few
(x&o2)(§) = (2.9)
0 EeQ\w

Rappelons les définitions du concept d’observabilité régionale (voir [45] et [101]).
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2.2 Définitions

Définition 2.1.

1. Le systeme (2.4) augmenté de I’équation de sortie (2.2) est exactement régionalement
observable sur w si
Imy, K* = L*(w)

2. Le systeéme (2.4) augmenté de I’équation de sortie (2.2) est faiblement régionalement ob-
servable sur w si
Imy,K* = L*(w)

On dit aussi que (2.4) augmenté de I’équation de sortie (2.2) est exactement (faiblement)

w-observable.

3. Si le systeme (2.4) augmenté de 1’équation de sortie (2.2) est faiblement régionalement

observable sur w, alors zy est donné par :
20 = (K*K) 'K*y = Kty

ott KT désigne le pseudo-inverse de K.
On dit aussi que (2.4) augmenté de I’équation de sortie (2.2) est exactement (faiblement)

w-observable.
Les caractérisations suivantes ont été étendues au cas régional [102, 106, 101].
2.3 Caractérisations

Proposition 2.2.

1. Le systéeme (2.4) augmenté de l’équation de sortie (2.2) est exactement w-observable si et

seulement si :
Ker x, + Im K* = L*(Q)

ou de facon équivalente, s’il existe v > 0 tel que
I x.20 22wy < 7 I K20 [l2(0,1,0)

2. Le systéeme (2.4) augmenté de l’équation de sortie (2.2) est faiblement w-observable si et

seulement si
Kery, +Im K* = L*(Q)

ou de fagon équivalente
Ker Kx* = {0}
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Dans ces résultats, il est clair que :

1.

2.4

Un systéme exactement (faiblement) observable est exactement (faiblement) w-observable.

. Un systeme exactement w-observable est faiblement w-observable.

. Un systéme exactement (faiblement) wi-observable est exactement (faiblement) wo-

observable pour tout wy C wy.

. Un systéme qui n’est pas observable (au sens habituel), peut étre régionalement observable.

C’est illustré par 'exemple suivant. Considérons le systéme mono-dimensionnel décrit par

I’équation de diffusion

0z 0%z
E(&vt) = 8—52(5775) ]071[X ]O7T[
2(0,t)  =2z(1,t)=0 ]0,T] (2.10)

2(£,0) = 2(¢) 10, 1]

ou =0, 1] et supposons que les mesures sont données par un capteur ponctuel localisé

sur b €]0, 1], ainsi la fonction de sortie est donnée par

y(t) = z(b,t), t €]0,T. (2.11)
2
L’opérateur A = 962 engendre un semi-groupe (S4(t))s>o fortement continu sur L%(Q)
défini par
Sa(t)z = ie’\jt < 2,05 >12(0) Pj (2.12)
j=1

avec ¢;(&) = v2sin(jr€), £ €]0,1[ et \; = —j272. Si b € @, alors le systeme (2.10) avec
la fonction de sortie (2.11) n’est pas observable sur Q =]0, 1] ([45]), mais est régionalement

observable sur w = [, 3] ([50]).

Observabilité régionale et capteur stratégique

Dans cette section, considérons le systeme (2.4) augmenté de 1’équation de sortie

y(t) = (y1(t), y2(t), .. ,yq(t))

ou y; sont les mesures du ieme capteur (D, f;) pour 1 <i <gq.

Définition 2.3.
Un capteur (D, f) est w-stratégique si le systeme (2.4) augmenté de I’équation de sortie (2.2)

correspondant au capteur considéré, est faiblement observable.
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Définition 2.4.
Une suite de capteurs (D;, fi)i<i<q est w-stratégique s’il existe au moins un capteur (Dj,, fi,)

qui soit w-stratégique.

Proposition 2.5.
On suppose que sup m, = m < 0o. La suite de capteurs (D;, fi)1<i<q est w-stratégique si et

seulement si :

1. g>m

(Gr)ij = on;(bi),i=1, ... ;getj=1, ... ,my.

2. rang Gp = mp, Vn > 1 ot G = (Gn)ij =< ¢n;, fi >12(p,) (dans le cas ponctuel,

2.5 La méthode de reconstruction : capteur zone

La construction de ’état peut étre obtenue en considérant I'approche suivante. Cette approche
utilisée dérive de la méthode HUM développée par J. L. Lions dans [69] et généralisée par El Jai
et Zerrik dans [50, 51, 52, 53]. Considérons a nouveau le systeme (2.4)-(2.2) et supposons que
les mesures sont fournies par un capteur zone interne (D, f) avec D C Q et f € L%(Q). Dans ce

cas, la fonction de sortie est donnée par

u(Et) = [ 1= e (213)
D
L’état initial peut étre décomposé comme suit
() Ecw
20(€) = (2.14)

2
%) £e\w
Le probleme consiste a reconstruire la composante z(l) de I’état initial sur w a partir de la

connaissance de (2.4) et de (2.13). Pour cela, soient G et G des ensembles définis par
G={gcl’Vtelqueg=0 in Q\w} (2.15)
G={geL*(Qtelqueg=0 in w} (2.16)

Il est facile de voir que, V(g,3) € G x G :
(9,9) :/gyda:+/ ggdz =0
Q ANw

Pour un ¢g € G donné, le systeme
Oy B
p(6,0)  =po§) Q (2.17)

e(m,t) =0 by
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admet une solution unique ¢ € L?(Q).

L’application Ho”% définie par

T
P0Gl g ll= [ < pl)f >3 dt (218)

0

est une semi-norme sur G. Pour ¢y € G, la solution ¢ du systéme (2.17) permet de considérer

le systéme suivant

Pty =—A2E0)- <o), f >0 FExy @
Z(,0) =0 Q (2.19)
Z(n,t) =0 )

de solution Z qui permet de calculer Z(&,0).

Soit A un opérateur de G dans G+ donné par
Apo(§) = P_, Z(¢,0) (2.20)

ol PE L Z(&,0) désigne la projection de Z(€,0) sur G™. Maintenant considérons le systeme

%_f(g,t) = —AU(E ) —y( D)X, @
e o 0 (2.21)

(n,t) =0 by

qui fournit la solution ¥ et donc ¥(&,0) en utilisant une mesure a travers y(.,t). Maintenant,
si g est choisi tel que ¢ conduit & Z(&,0) = ¥(&,0) sur w, alors le systéme (2.21) est 1’adjoint
du systeme (2.4)-(2.13) et par conséquent le probléeme d’observation régionale sur w équivalent

a résoudre 1’équation suivante :
Apo(§) = P_, W(£,0) (2.22)

Ceci peut étre résumé dans le résultat suivant :

Proposition 2.6.
Si le capteur (D, f) est w-stratégique, alors I'équation (2.22) admet une solution unique pg € G.

De plus, I’état initial régional a observer sur w est donné par 2 = Xwio-

2.5.1 Capteur ponctuel

Retournons au systeme (2.4)-(2.2). Dans ce cas, la fonction de sortie est donnée par

y(t) = 2(b,1) (2.23)
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ou b € Q désigne la localisation du capteur. On considere (2.17) et 'opérateur

T
peG—lll= [ 0 (224
0

qui définit une semi-norme sur GG. On considére ensuite le systeme

%_f(g,t) =—ATZ(5,1) — (b, 1)0(§ —b) Q
260 =0 0 (2.25)

Z(n,t) =0 )

avec l'opérateur (2.20). On peut considérer le systéme

88_\:5(57& = —A*\I/(f,t) - y(at)d(f - b) Q

(00 =0 0 (2.26)
\Ij(nv t) =0 by
Dong, on a I’équation
Apo(§) = P_, W(E,0) (2.27)

Proposition 2.7.
Si le capteur (b, dp) est w-stratégique, alors I’équation (2.27) admet une solution unique @ € G.
De plus, I’état initial régional a observer sur w est donné par z§ = Xwo-

2.5.2 Capteur zone frontiere

Supposons que le systéme (2.4) est observé au moyen d’un capteur zone frontiere (I'1, f) qui est

w-stratégique, avec I'y C OQ et f € L?(I'1). Alors la fonction de sortie s’écrit

we = [ A€ f(E)de (2.28)

Avec ¢y € G, on considere I'application

T
2
oo =l oo 5= [ < o). f >hap, dt (2.20)

0

qui définit une semi-norme sur G. La solution Z du systeéme

62 * r7

6t =—AZ(E @

Z260) =0 . (230
Z

D7 (0) == <p(t).f >rary e, T

8I/A*



OBSERVABILITE REGIONALE 28

qui permet de considérer le systeme

Ow )

E(fu t) =-A \I’(fv t) Q

(¢, 0) =0 Q (2.31)
ov

v A+ (777 t) = —y(f, t)Xr‘l DY

Dans ce cas, 'état régional & observer 2} = X0 est donné par la solution de I’équation (2.22).
Ainsi, a partir des propositions 2.6 et 2.7, nous avons observé I’état initial sur w (i.e. z |, (§,0))

alors nous pouvons observer ’état courant a chaque instant ¢ > 0 en considérant
z |w (§7t) = SA(t) < |w (570)7 vt > 0. (2.32)

2.6 Erreur de reconstruction de I’état

Dans cette section, nous nous intéressons aussi a l’erreur de reconstruction de I'état z |, (§,1)
sur [0,T]. D’abord, nous allons montrer que pour tout w C §2, erreur d’observation régionale

sur w est inférieure a celle sur tout €. En effet
g ty=|z(,t) |, t>0 (2.33)

ou z(§,t) est l'erreur d’observation & l'instant ¢ donné par z(§,t) = z(§,t) — 2(&,t). Si nous

considérons les ensembles

Wa = {2(¢,t) € L*(Q) tel que 2(&,t) = 2(£,t) — 2(€,1) VE € Q}

et

W = {2(£,t) € L*(Q) tel que 2(£,t) = 2(&,t) — £(£,t) VE € w}

nous avons Wq C W, et alors nvlvin EObS(f,t) < Hvlvin EObs(g,t). Il est clair que pour tout w C €2,
w Q
Perreur d’observation régionale sur w est plus petite que 'erreur d’observation dans €. Ainsi,

les propositions 2.6 et 2.7 permettent d’obtenir le lemme suivant :

Lemme 2.8.
Si le systéme (2.4) avec 'équation de sortie (2.2) est faiblement w-observable, nous avons le
résultat suivant :

lim E£%%(.,t) <

t—00

2H,§0(.) | vt >0, {€w

-

Démonstration.

Considérons

2(570) = 2(570) - 5(570)
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ou
2(€,0) = A1 Z(£,0), et 2(£,0) = AT1T(£,0).
Avec I’équation (2.33), on a :

50b5(570> :H 2(670) ”LQ(w):H Z(€7O> - 5(§,0) HLQ(w)

En utilisant I’équation (2.32), 'erreur d’observation régionale sur 1’état courant devient

£(&,1) = 2(6,1) [l 2=l Sa()Z(£,0) [l 12w, VE= 0, E€w
Ainsi, on peut obtenir

126, 8) |72y = Ze < 20,00 > @il€) 72w

—2\1t = 2
:Ze L <ZO,C,01' >L2(w)
i=1
1— 6—2)\1t

= 2
= f < 20, Yi >L2(w)

1— 6—2/\115 -
= A B

et donc

; obs . - 1 _
tgnoog ’ (& t) = tl£>noo H Z(€, 1) HLQ(w) < ﬁ H Zo(§) HLQ(w)7 fcwm

Dans le cas ou le systeme considéré (2.4) est augmenté de ’équation de sortie (2.2) donnée par
des mesures diverses (zone, ponctuelle et zone frontiere), alors nous avons le méme résultat que

le lemme 2.8.

2.7 L’observabilité régionale frontiere

Soient I' C 9 une partie non vide de mesure positive et Z = H'(Q) un espace d’état. Con-

sidérons le systeme

0z

S0 =460 Q

2(6,0) == Q (2.34)
w0

ot Q est la fermeture de Q et z(¢, 0) est supposé inconnu dans H'(Q). Le systéme (2.34) est défini

L .. z P e s ‘e
avec des conditions aux limites de Neumann — satisfait pour la dérivée normale extérieure. La

ov

fonction de sortie donnée par

y(.,t) = Cz(.,t)
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ot Iopérateur C' € L(H(Q), R?) dépend de la structure du capteur utilisé. Nous avons vu

que 'observabilité régionale concerne la reconstruction d’état sur un sous-ensemble donné w du

domaine ). Dans cette partie, on considere un cas particulier ou w est un sous-ensemble de la
)

frontiere de ce domaine.

e [opérateur K est linéaire défini par
K:HY Q) — L*0,00,RY)
z — CSy(t)z

dans le cas de capteur zone interne il est borné.

Son adjoint est défini par

K*: L?(0,00,RY) — HY(Q)
y* . / LS4 (1) ()
0
e L’opérateur de trace d’ordre zéro
Yo : HY(Q) — H2(09)

qui est linéaire, surjective et continu. Son adjoint est désigne par 7.

e Pour une région I' de 02, soit xr un opérateur défini par
Xr: HE(09Q) — HE(D)
z — XpZ = 2)p
ou 2|, est la restriction de z a I'. L’adjoint de x. est noté par x;.

e Le systeme (2.34) avec la fonction de sortie (2.2) est dit exactement (respectivement faiblement)

I'-observable si :
Imy v K" = H%(F) (respectivement Imy vy K* = H%(I‘))

e Un capteur (D, f) est dit I'-stratégique si le systeme correspondant est faiblement I'-observable
(Zerrik et Badraoui [103]).

e Considérons le systeme défini sur Q2 =|0, 1[x]0, 1 par

0 2 0?

genet) = gaen+ 5660 Q

2(€1,€2,0) = 20(&1,&2) Q (2.35)
%071777271:) =0 by

ov
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Figure 3: La région I' a observer.

Soit ' = [0,1] x {0} une région de Q et (T, f) un capteur zone frontiere localisé sur 'y =
{0} x [0,1].

Ainsi la fonction de sortie est donnée par

pet) = [ (6 &ant)Flmom)d (2.36)

Par conséquent, le systeme (2.35)-(2.36) n’est pas faiblement observable sur €2, mais il est faible-
ment observable sur I' ([102]).

Remarque 2.9.
Pour le systéme (2.34)-(2.2), établissons le lien entre I'observabilité régionale interne et frontiere.
Dans ce but, soient :

e l'opérateur d’extension (voir [23]).
R: HY?(09) — HY(Q)

linéaire continu tel que

YRA(E, t) = h(¢,t), Yhe HY?(09). (2.37)

e r > ( arbitraire et suffisamment petit et on pose

E=|JB(zr) et w,=ENQ (2.38)
zel

ou B(z,r) est la boule unité de rayon r et de centre z(&,t) (figure 4).
alors nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.10.
Si le systéeme (2.34)-(2.2) est exactement (respectivement faiblement) observable sur w,, alors il

est exactement (respectivement faiblement) I'-observable.
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r

Figure 4: Domaine {2, sous-domaine w,., région I'

Démonstration.

Pour la démonstration, voir [102].

Remarque 2.11.
Si on décompose 'état zo(§) par
3 £,
20(8) = 5 _
20 (5) g €0 \ Wy
alors, & partir de cette proposition on peut reconstruire la composante 23(£) d’état initial sur

w, et obtenir sa trace sur I', en considérant différents types de capteurs.

2.7.1 Meéthode de reconstruction : cas ponctuel

La méthode utilisée dérive de la méthode citée dans la précédente partie et généralisée au cas
régional frontiere dans [102]. Considérons a nouveau le systeme (2.34)-(2.28) avec les mémes
hypotheses citées précédemment. Le probléme consiste & reconstruire la composante 23 () d’état

initial sur w, a partir des connaissances de (2.34)-(2.28). Pour cela, on considere :
G={g9eH Q) telqueg=0 in Q\&}

et
?Z{EEHI(Q) telqueg=0 in w}

Pour un ¢, € G donné, le systeme

Ay B

W(ﬁvt) - A(pr(§7t> Q

er(6,0) =0, (§) Q (2.39)
O (1) =0 >

vz
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L’application
T
2
w0 € G =l o, o= [ @bty (2.40)

0

définit une semi-norme sur G. Pour ¢, € G, le systeme (2.39) donne ¢, qui permet de considérer

le systeme

PIet) = -AW(ED) o 0,056~ 1) @

Ui(6,0) =0 Q (2.41)
o,

aTA*(U,t) =0 )Y

Considérons 'opérateur A défini par

A: G— g
vo, — Pg1¥1(0)

ol Pg10y(0) désigne la projection de ¥;(0) sur G*. Considérons maintenant le systéme

P2(et) = —ANE, 1) —y(.03E 1) Q

Uy(6,0) =0 Q (2.42)
O,

95, =0 >

Si ¢, donne un ¢, qui conduit a ¥y (§,0) = Wy (€, 0) sur I, alors le systeme (2.42) est 'adjoint du
systéme (2.34)-(2.28). Ainsi, le probleme d’observation régionale sur w, se ramene a la résolution

de I’équation suivante
Ao, () = P, 02(6,0) (2.43)

Proposition 2.12.
Si le capteur (b, dp) est T'-stratégique, alors l’équation (2.43) admet une solution unique g, € G.

De plus, I’état initial régional a observer sur T est donné par z} = xrY00, -

2.7.2 Erreur de reconstruction

On garde les mémes notations que dans la section précédente, et on a le méme résultat, si on

prend
g ty=||z(,t) |, t>0 (2.44)

ou z(&,t) est 'erreur d’observation a l'instant ¢ donné par z(£,t) = z(£,t) — 2(&, t). Considérons

les ensembles

Wa = {2(€,1) € HY(Q) tel que 2(€,t) = z(€,t) — 2(€,1) VE € Q}
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et
Wr = {z(&,t) € H(Q) tel que 2(£,t) = 2(€,t) — 2(€,t) VE € T}

nous avons Wo C Wr et alors nvlvin E%(g,t) < nvlvin £°%(¢,t). T est clair que pour tout I' C 99,
T Q

I’erreur d’observation régionale sur I' est plus petite que I’erreur d’observation dans §2.

Lemme 2.13.

Si le systéme (2.34) avec l'équation de sortie (2.2) est faiblement w-observable, nous avons la

relation suivante :

lim £°%(.,t)

1
) < — || zo(. Vt>0, £€€l
im_ < 5 20 ] vez0, ¢
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Chapitre 3

3 Détectabilité régionale

On a vu dans la chapitre 1 que la détectabilité d’un systeme est, en quelque sorte, une notion
duale de la stabilisabilité ([20, 45]). Dans cette partie, nous nous intéressons au probleme de
la détectabilité dans le cas régional lorsque la région considérée w est une partie du domaine
Q. Ainsi, nous établissons le lien entre la structure des capteurs et la détectabilité régionale
asymptotique (respectivement exponentielle). La raison principale d’introduire le concept de la
détectabilité asymptotique (respectivement exponentielle) régionale, est la possibilité de constru-
ire un observateur régional exponentiel pour le systeme considéré. Nous donnons les résultats
liés a la notion de la stabilisabilité régionale et nous caractérisons la notion de la détectabilité

asymptotique (respectivement exponentielle) régionale du gradient.

3.1 Position du probleme
Considérons le systeme parabolique suivant
0z
E(ﬁ?t) = AZ(f,t) + Bu(t) Q
2(£,0) = z0() Q (3.1)

z(n,t) =0 C)

ou lopérateur A un opérateur différentiel d’ordre 2, linéaire, auto-adjoint a résolvante compacte
et un générateur d’un semi-groupe (S4(t))s>o fortement continu qui est exponentiellement stable
sur I'espace L%(9) et I'ensemble  les espaces Z, U et O sont définis comme précédemment. On

pose Q = Qx]0,00[, © = 9Q2x]0, co[. Les mesures sont fournies par la fonction de sortie
y(.,t) = Cz(.,1t) (3.2)

Les opérateurs B : IRP — L?(Q) et C : L?(Q)) — IRY dépendent de la structure des actionneurs

et des capteurs considérés. La solution du systéme (3.1) est alors donnée par :

t
60 = Sa()0(O) + [ Salt = 7)Bu(r)dr (3.3)
Dans le cas ou le systéme (3.1) est autonome, ’équation (3.3) permet d’écrire

z(€,1) = Sa(t)zo(8)-
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Définissons 'opérateur
K: Z—O

h —CSa()h

qui est dans le cas du capteur zone interne linéaire et borné. Son adjoint K* : L?(0, 00, IR") —
L?(92) est défini par

K*y* = /t Sh(s)C*y*ds
0
Pour la région w de , 'opérateur x,, est défini par
Xo i L2(Q) — L*(w)
z — XwZ =2 |w

ou z |, est la restriction de z a w.

Capteur %

Figure 5: Le domaine {2, la région w et les localisations des capteurs.

3.2 Stabilité régionale

On rappelle que le probleme de la stabilité est un des aspects les plus importantes dans ’analyse
et le controle des systemes. En gardant les mémes notations, on se propose d’étendre les résultats

précédents au cas régional.

Définition 3.1.

Un semi-groupe (S4(t))+>0 est dit exponentiellement régionalement stable sur L?(w) (ou stable
sur L?(w)) si pour tout état initial zo(.) € L?() la solution z(¢,t) du systéme autonome associé
a (3.1) converge exponentiellement régionalement vers zéro quand ¢ tend vers oo. Il est facile de
voir que le systéme (3.1) est exponentiellement régionalement stable sur w si et seulement s’il

existe deux constantes positives M, et «, telles que :

H XWSA(') HLQ(w)S MweiaUJta t>0 (34)
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Si (Sa(t))i>0 est un semi-groupe stable sur L?(w), alors ¥V zg € L?(f2) la solution du systeme

autonome associé a (3.1) satisfait

1 2(8) 2w = | xS ()20 22wy < Muwe™ " || 20 | £2(0)
et donc

Jim [ 2(2) 2wy = 0

Définition 3.2.
Le systeme (3.1) est dit régionalement stable sur w si le semi-groupe (S4(t))i>0 engendré par

I'opérateur A est exponentiellement régionalement stable sur L?(w).

Remarque 3.3.

Dans tout ce qui suit un systeéme régionalement stable sur w sera simplement dit w-stable.

Remarque 3.4.

Si le systeme (3.1) est supposé autonome, il est facile de voir que :

1. Un systeme stable est w-stable.
2. Un systeéme exponentiellement w-stable est asymptotiquement w-stable.
3. Si un systeme est w-stable, alors il est wi-stable pour tout w; C w.

4. Si (S4(t))e>0 est un semi-groupe engendré par un opérateur A

Mn
Sa(t)z = Z et Z < 2,¢n; >z ¥n;, pour tout z € Z
n>1 j=1

ol (¢n;) est une base orthonormale de fonctions propres de A associées aux valeurs propres

(An), alors pour une région w donnée, nous avons

Mp Mm
H XwS(t)ZO H%Q(w): Z e()\n+>\m)t Z Z < 20, QOnj >< 20, Somk >< Spnja @mk >L2(w)
n,m>1 j=1k=1

si on prend zp = @, jo? alors on obtient

I xwS ()20 I 72(0)= €20" Il 0naj 720
et donc
Jim [ xo8(t)z20 llz2) =0 <= Xig <0 0u | noy, 2 =0
Si on choisit w tel que
| ¢n; [lL2@)# 0, Vi >1
par conséquent

thm || XwS(t)Zo || =0 = )‘jo <0
—00
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Alors dans ce cas, la stabilité exponentielle régionale sur w est équivalente & la stabilité expo-

nentielle sur ().
3.3 Définitions et caractérisations

Définition 3.5.
Le systeme (3.1) avec la fonction de sortie est dit exponentiellement régionalement détectable
sur w s’il existe un opérateur

H,: R — L*(w)

tel que (A — H,,C) engendre un semi-groupe (S, (t)):>0 stable sur L?(w).
Pour simplifier, un systéme exponentiellement régionalement détectable sur w sera dit w-

détectable. L’importance de cette notion est qu’elle donne la possibilité de reconstruction

asymptotique de I’état régional.

Proposition 3.6.
Supposons que le systéeme (3.1) avec la fonction de sortie (3.2) est w-détectable, alors le systéme

dynamique décrit par I’équation parabolique suivante
Oz

z(n,t) =0 ©

est un observateur exponentiel régional (ou w-observateur) du systéme (3.1)-(3.2).

Démonstration.
Soit e(§,t) = (&, t) — x(&,t) ou (&, t) est la solution du systeme (3.5). D’apres les équations
(3.1) et (3.5), nous obtenons

o
ot

= Az(§,t) + Bu(t) — Az (€, t) — Bu(t) + H,C(xz(&,t) — z(&€,t))

Oe ox
a(gvt) (Sat) - E(gat)
= (A - Hy,C)e(&,1).

Puisque le systeme (3.1) avec la fonction de sortie (3.2) est w-détectable, il existe un opérateur
H, € L(IRY, L*(w)), tel que P'opérateur (A — H,C) engendre un semi-groupe (S, (t));>0 stable

sur L?(w) qui satisfait la relation suivante :

IM,, a, > 0tel que || xwSm,(.) HLQ(W) < Mwe*a“’(t).
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Finalement, nous avons

lelst) Iz < I xwSa, () 1o, Teol) < Mue™® eg(.) |
avec eg(.) = zo(.) — xzo(.) et donc e(&,t) converge vers zéro quand ¢t — ool

Ainsi, le systéeme dynamique (3.5) peut étre considéré comme un w-observateur (w-observateur

identité) pour le systeme (3.1)-(3.2) sans avoir besoin de la stabilité du systeéme original.

Remarque 3.7.

Notons que :
1. Un systéme exponentiellement détectable est w-détectable.
2. Un systeme exponentiellement w-détectable est asymptotiquement w-détectable.
3. Un systeme w-détectable est wi-détectable pour tout w; C w.

4. L’exemple suivant montre que la réciproque dans le paragraphe 3. n’est pas vraie.

Exemple 3.8.

Considérons le systeme décrit par I’équation parabolique

0 0?
260 =mpmEn 26 0.al t>0
2(0,t)  =z(a,t)=0 t>0 (3.6)
Z(§7O) = ZO(&) ]Oaa[
augmenté de la fonction de sortie
u(®) = [ =(6.06(¢ ~ by (3.7)

onyy >0, 2 >0, a >0, Q=|0,a] et b € Q est la localisation du capteur (b,d). Si
b/a € @ N ]0,a[, alors le capteur (b,d;) est non stratégique pour le sous-systéme instable du
(3.6) et donc le systeme (3.6)-(3.7) est non détectable sur ]0,a] ([45]).

b
D)
R — \°'
0O a B Q a

Figure 6: Le domain €2, la région w et la localisation b du capteur (b,dp) .
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Choisissons une région w =|a, 3[C|0, a|. Les fonctions propres et les valeurs propres concernant

2
Popérateur (718—52 + 72) sont données par
) -«
on(©) = | o sinnm(5=9)
et
n?m?
e gL
Y2 — M1 (B —a)?

Le systeme (3.6) avec la fonction de sortie (3.7) est w-détectable si :

b—«

=% 00l (9)

c’est-a-dire le capteur (b, dp) est w-stratégique pour le sous-systéme instable du (3.6).

3.4 Détectabilité régionale et observabilité régionale

On a montré qu’un systéme qui est exactement observable est détectable ([20],[45]). Ce résultat

peut étre étendu au cas régional par le corollaire suivant :

Corollaire 3.9.
Si le systéme (3.1) avec la fonction de sortie (3.2) est exactement régionalement observable sur

w, alors il est w-détectable.

Ce résultat est non constructif parce qu’il est 1ié au choix de 'opérateur H, dans le systeme

(3.5). Ainsi, ce résultat permet d’avoir la relation suivante :
3 > 0 tel que || xoz lz2w) < 7 1 CS()2 22(0,00,0), V7 € LP(w) (3.8)

Ici encore, cette notion est moins restrictive que ’exacte observabilité régionale.

3.5 Détectabilité régionale et capteurs

Comme dans (El Jai et Pritchard [45]) nous allons développer un résultat de caractérisation
qui lie la détectabilité régionale a la structure de capteurs. Pour ce but, considérons une base
orthonormale dans L?(w) fournie par les fonctions propres (gpnj) associées aux valeurs propres
(An) de multiplicité m,,. Supposons que le systéme (3.1) admet des J modes instables. Ainsi le

théoreme suivant donne une condition suffisante de la détectabilité régionale sur w.

Théoréme 3.10.
Supposons qu’il existe q capteurs (D;, fi)1<i<q et que le spectre de l'opérateur A contienne J
valeurs propres non-négatives, alors le systeme (3.1) avec la fonction de sortie (3.2) est w-

détectable si et seulement si :
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1. g>m
2. rang G, =my, VYn,n=1, ... ,J avec
< on; (1), fi(-) >r2(p,)  cas du capteur zone
©n; (bi) cas du capteur ponctuel
< on; (1), fi() >r2(ry) cas du capteur zone frontiére
Gn = (Gn)zj =
890nj .
T(bl) cas ponctuel sur la frontiére (mesure du flux)
v
Opn; "
< 3 (.), fi(.) >r2(r,) cas zone sur la frontiere (mesure du fluz)
v
ousupmy, =m<oo,t=1, ... ,qetj=1, ... ,my.
Démonstration.

La démonstration est développée dans le cas de zone frontiere (mesure de flux). Dans ce cas la

fonction de sortie (3.2) peut étre donnée par

w(en = [ SEensie (39

Sous les hypotheses de la section précédente, le systeme (3.1) peut étre décomposé par les
projections P et I — P sur deux parties, I'une instable et ’autre stable. Le vecteur d’état peut
étre donné par z(£,t) = [21(£,t) 2(&,1)]" ot 2z1(€,t) est la composante d’état de la partie

instable du systéme (3.1) qui peut étre décrite par

%(f,t) = Alzl(f,t) + PB’U,(t) Q

z1(§,0) = 20,(§) 0 (3.10)
za(n,t) =0 )
et z9(&,t) est la composante d’état de la partie stable du systéme (3.1) donné par
%(& t) = Asz(&,t)+ (I — P)Bu(t) Q
2(£,0) = 20,(¢) Q (3.11)
zo(n,t) =0 )

L’opérateur A; est représenté par une matrice d’ordre

J J
(Z Mn, Z mn)
n=1 n=1



DETECTABILITE REGIONALE 42

donné par
Al :diag[)\l, ,)\1, ,)\J, ,/\J]
et
- [Gﬁ?‘, Gl ... ,Gﬂ .

En utilisant la condition (2) de ce théoréme, nous déduisons que la suite (D;, fi)1<i<q de capteurs
est w-stratégique pour la partie instable du systeme (3.1), le sous-systéeme (3.10) est faiblement
w-observable. Puisqu’il est de dimension finie, alors il est exactement régionalement observable

sur w. Donc il est w-détectable. Par conséquent, il existe un opérateur H} tel que (A; — HLC)

satisfait la relation suivante :
IML, al > 0tel que || e“ —HLO) " 2w) < Mie_ab(t)
et alors, nous avons
I 21(1) 2wy < Mbem O || Pzo(.) |12

Puisque le semi-groupe engendré par l'opérateur Ao est stable sur L?(w), il existe donc M,,,

@, > 0 tel que
I 220t 2wy < Mwe @ || (I = P)zo() |l 12(w)

t _
[ o | (1= Pzol) | u(r) [ dr
et ainsi z(£,t) — 0 quand t — oo. Finalement, le systeme (3.1)-(3.9) est w-détectable.

Réciproquement, si le systeme (3.1) avec la fonction de sortie (3.9) est w-détectable, alors il
existe un opérateur H,, € L(IRY, L*(w)), tel que (A— H,C) engendre un semi-groupe (Sp,, (t))t>0
fortement continu, stable sur l'espace L?(w) qui satisfait la relation suivante :

3 My, o > 0tel que || xwSu, () 220wy < M,e~®

Ainsi le sous-systeme (3.10) est w-détectable et donc il est w-stable. Rappelons qu’un systéme

faiblement w-observable est équivalent & Ker Ky}, = {0} (voir [50]), c’est-a-dire
KxLz"(,t) =0=2"(.,t)=0.

Pour 2*(.,t) € L*(w), on a

Mn

a‘Pn * Z?gon
KX . = Z e)\ntz < J (,t) >L2(w) < ( ) fz( ) >L2(Q )1<Z<q

Si Gy, # mp, pourn, n=1, ... ,J, il existe (2*(.,t) # 0) € L?(w), tel que Kx*2*(.,t) = 0, cela

conduit &
M

Opn,; .
jZ::l < W(')’Z (1) >r2() <

&pnj

() i) >re@=0,1<i<gq
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Les vecteurs d’état z,, peuvent étre donnés par

0 Oty " .
(o t) = | < T2 27 () S 1oy ooe s < (), 25 (1) Spawy| #£0,1<i<q
ov v
alors, on obtient G, z, = 0 pour tout n, n =1, ... ,J. Par conséquent le sous-systeme (3.10) est

non faiblement w-observable et donc la suite (D;, fi)i1<i<q de capteurs n’est pas w-stratégique.
Finalement, le systeme (3.10) est non w-stable. Alors le rang G, = m,, pour toutn,n =1, ... ,J
[9].m

3.6 Application aux structures des mesures

Dans cette section, nous donnons les résultats spécifiques liés a quelques exemples de struc-
tures de capteurs et nous appliquons ces résultats a des situations différentes du domaine, qui
habituellement tiennent compte des considérations de symétrie. Nous considérons le systeme

bidimensionnel défini sur =0, 1[x]0, 1] sous la forme suivante

2 2
%(51,52,t) = %(517£Qat)+g—g;;(glag%t)_{_z(glag%t) Q
z(m,me,t) =0 t>0 (3.12)
2(1,62,0) = 20(£1,62) Q

augmenté avec la fonction de sortie donnée par diverses mesures. Soit w =|ay, f1[x]ag, B[ la
région considérée, qui est un sous-ensemble de |0, 1[x]0, 1[. Dans ce cas, les fonctions propres

du systeme (3.12) pour les conditions aux limites de Dirichlet sont données par

_ 4 vz & —ar) . €2 — a9
Onm(&1,62) = ((ﬂl ~ o) (o = ag)) sin n <m> sin mm (m) (3.13)

associées aux valeurs propres

n? m? 9
Apm =1 — + ™, mn>1, m>1. 3.14
((51 —a1)? (B2 Oé2)2> (31

L’ordre de multiplicité des valeurs propres peut étre infini, et donc, dans ce cas nous ne pouvons
pas avoir de détectabilité régionale par un nombre fini de capteurs. Cependant, si nous supposons
que

(b1 —1)*/(Ba—1)* € ©Q (3.15)

alors m, = 1 pour tout n, n =1, ... ,J et un capteur peut étre suffisant pour la détectabilité
exponentielle régionale sur w ([44],[46]). Dans le cas de conditions aux limites de Neumann ou
meélées, nous avons des fonctions différentes. Nous illustrons quelques exemples pratiques du

systéme parabolique linéaire (3.12).
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3.6.1 Cas zone
Considérons le systeme (3.12) avec la fonction de sortie (3.2) ou le support du capteur D est

placé sur 2 (ou 092).

e Capteur zone interne
Nous discutons ce cas avec des domaines différents :

Cas de la figure 7. La fonction de sortie (3.2) peut étre écrite sous la forme

@/(t):/DZ(fl’52775)f(§1,£2)d€1d§2- (3.16)

ot D C ) désigne la localisation du capteur zone et f € L?(D).

1 D\
S —
B,| EZ ‘ l
Z |
2 .
ar |
0 (11 Bl E011

Figure 7: Domaine 2, sous-domaine w et localisation D du capteur zone interne

Dans le cas de la figure 7, les fonctions propres et valeurs propres sont données par les équations
(3.13) et (3.14). On suppose que le support de mesure est rectangulaire avec D = [£o, — 1, &0, +

1] x [0, — l2,&0, + l2]. Donc on obtient le résultat suivant :

Corollaire 3.11.

Supposons que f1 est symétrique par rapport au plan & = &y, et que fa est symétrique par rapport
au plan & = &,, alors le systéeme (3.12) avec la fonction de sortie (3.16) n'est pas w-détectable
st n(&o, —a1)/(B1 —a1) et m(&o, — a2)/(B2 —az) € IN pourn, m=1, ... ,J.

Démonstration.
Si (€o,—a1)/(Bi—ai) et (fo,—2)/(B2—a2) € O, alors il existe deux entiers net m, 1 <n,m < J
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tels que n(&y, — a1)/(B1 — a1) et m(&y, — a2)/(B2 — a2) € IN. Ainsi, nous avons

4 1/2
< onm(&1,82), fi(&1,62) > = <(ﬂ1 ) (s — a2)>

([ s (522) )

& — 2
) — Qg

d€2> aVia]- < lag 2

sin mm <

Puisque f; est symétrique par rapport au plan & = &, et pour tout & € [&, — li, &, + li] ou
€0, —l _
/ ' sinmr(g1 al)d&:O
€0, +11 B1—aq

S0y —l2 _
/ ’ s.inm7r<§2 a2>d£2:0
€0y +lo P2 — g

D’apres le théoreme 3.10, le systeme (3.12) avec la fonction de sortie (3.16) n’est pas w-

détectable.m
Cas de la figure 8. Considérons le systeme (3.12)-(3.2). Ainsi, ce systéme peut étre donné par

i, 1 <1 < 2, nous obtenons

et

la forme suivante

0z 0%z 0%z

a(raeat) —w(r,@,t)%—W(T,G,t)—i-z(r,ﬁ,t) Q

z(r,0,0) = zo(r,0) Q (3.17)
z(1,0,t) =0 0 €10,2x],t >0

Figure 8: Domaine D(0,1), sous-domaine w et localisations D1, Dy des capteurs zones internes

ou 2 = D(0,1) est défini dans le cas de la figure 8.
Le systéme (3.17) augmenté avec la fonction de sortie

1 1
ST <Ti <3, 2<i<gq (3.18)

yi(t) = / 2(rq, 03, t) f(ri, 0;)dridd; 0 < 6; < 2w, 5
D,
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Ainsi, les fonctions propres et valeurs propres concernant la région w = D(0,r,) C 2, Vr, €]0,1]
sont données par
Aom = —f2,, n>0, m>1 (3.19)

ol Bnm sont les racines des fonctions de Bessel J,, et

om(r,0) = Jo(Bomr) m>1

Onm, (1,0) = Jn(Bpm,7) cos(nf) n,my >1 (3.20)

Onmso(1,0) = Jn(Bijyr)sin(nd)  n,me >1
avec multiplicité m,, = 2 pour tout n,m # 0 et m, = 1 pour tout ¢, = 0. Dans ce cas, la

détectabilité exponentielle régionale sur w exige au moins deux capteurs zone (D;, fi)2<i<q OU

D; = (74, 0;)2<i<q (voir [45]). Ainsi nous avons le résultat :

Corollaire 3.12.
Supposons que f; et D; sont symétriques par rapport au plan 0 = 0;, pour tout i,2 < i < q, alors
le systéeme (3.17)-(3.18) n’est pas w-détectable si no(01 — 02)/7 € IN pour ng, no =1, ... ,J.

e Capteur zone frontiére
Nous considérons le systeme (3.12) avec les conditions aux limites de Dirichlet et la fonction de
sortie (3.2). Nous étudions ce cas avec des domaines géométriques différents :

Cas de la figure 9. La fonction de sortie (3.3) est donnée par

y(t) = /F %(m,772,t)f(771,n2)d771d772- (3.21)

ott I' C 9N est le support du capteur frontiere et f € L(I).

r
N
1 ] 1
Q Q
I
; . - | _
BZ : [32 | r
az_ : 02_ 1 _02
1 1 ! | | :
0 9, B Mo, 1 0 o By Mol

Figure 9: Domaine rectangulaire € et localisations I', ' des capteurs zones fronticres

Le capteur (D, f) peut étre localisé sur I = [no, — I,m0, — ] x {1} (voir figure 9). Alors, nous

avons :
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Corollaire 3.13.
Si la fonction f est symétrique par rapport au plan m1 = no,, alors le systéme (3.12) avec la

fonction de sortie (3.21) n'est pas w-détectable sin(no, —an)/(B1—a1) € IN pourn, 1 <n < .J.

Quand le capteur est localisé sur la partie I' de la frontiere avec I' = [0y, — I1,1] x {0} U{1} x
[0,70, + l2] =T1UT2 ou T con (voir figure 9), nous obtenons le résultat suivant :

Corollaire 3.14.
Supposons que fi est symétrique par rapport au plan m = 7o, , et la fonction f‘rz est symétrique
par rapport au plan ng = To,, alors le systéme (3.12) avec la fonction de sortie (3.21) n’est pas

w-détectable si n(no, —aa)/(B1 — 1) et m(fo, — a2)/ (P2 —az) € IN pour n,m 1 <n,m < .J.

Cas de la figure 10. Ici, nous considérons le systeme (3.17) avec la fonction de sortie

yz(t) = %(1,01,t)f(1,9@')d9¢ 0<6;, <2m t>0. (3.22)
Ty

Dans ce cas, il est nécessaire d’avoir au moins deux capteurs zone frontiere (I';, f,;)ggigq avec
[y = (1,0;)2<i<q-

Figure 10: Domaine circulaire et localisations I'1, 'y des capteurs zones frontieres

Si la fonction f. est symétrique par rapport au plan 6 = (6i)2<i<, (figure 10), alors nous avons:

Corollaire 3.15.
Le systéme (3.17) avec la fonction de sortie (3.22) n’est pas w-détectable si n(0y — 02)/m € IN
pour n, 1 <n < J.

3.6.2 Cas ponctuel

Considérons maintenant un capteur ponctuel localisé a l'intérieur du domaine €2 ou sur la
frontiere 0f).

e Capteur ponctuel interne
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Nous pouvons discuter les cas suivants :

Cas de la figure 11. Le systéeme (3.12) est augmenté de la sortie

o0 = [ 61,6056 — b & — b)d6rdé (3.23)

ou b = (b1, b2) est la localisation du capteur ponctuel sur Q. Si (81 — a1)/(82 — a2) ¢ @ alors
m, = 1. Dans ce cas, un seul capteur (b, d;) peut étre suffisant pour la détectabilité exponentielle
régionale sur w.

Alors nous obtenons :

1 b\

f 2N
Bl |

0 al Bl bl 1

Figure 11: Domaine rectangulaire et localisation b du capteur ponctuel interne

Corollaire 3.16.
Le systéeme (3.12) avec la fonction de sortie (3.23) est w-détectable si n(by —aq)/(P1 — aq1) et
m(by —a2)/(B2 — a2) & IN, pour tout n,m=1, ... ,J.

Cas de la figure 12. On considere le systeme (3.17) avec la fonction définie par

yi(t) :/QZ(Ti,ez‘,t)fi(?“i,9i)d7“id9i- (3.24)

ou2<i<gq, 0<6; <2m, %Tiw <7 < %, t > 0. Les capteurs peuvent étre placés aux points
p1 = (r1,01) et po = (r2,62) € L.

Corollaire 3.17.

1. Le systéme (3.17) avec la fonction de sortie (3.24) est w-détectable si n(61 — 02)/m ¢ IN

pour toutn=1, ... ,J.

2. Sir = ra, le systéme (3.17) avec la fonction de sortie (3.24) est w-détectable si n(6; —
02)/m & IN pour toutn =1, ... ,J.
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Figure 12: Domaine circulaire et localisations p1, pe des capteurs ponctuels internes

Cas de la figure 13. Considérons le cas ou Q =|0, 1[x]0, 1] et w =]y, [1[X]aq, B2[C .

0 Ul Bl b2 1
Figure 13: Domaine rectangulaire et localisation o du capteur filament interne

Supposons que I'observation se fait suivant une courbe o = Im(v) avec v € C(0,1) (figure 13).

Alors, nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 3.18.

Si lobservation est retrouvée par un capteur filament (o,0,) tel que o est symétrique par rapport
a la droite b, alors le systéeme (3.12)-(3.23) est w-détectable si n(by — a1)/(B1 — a1) et m(by —
az)/(B2 —ag) € IN, pour toutn,m=1, ... ,J.

e Capteur ponctuel frontiere
Considérons le systeme (3.12) avec des conditions aux limites de Dirichlet, donc, on peut étudier
les cas suivants :

Cas de la figure 14. Dans ce cas le capteur (b, d) est localisé sur 0f.

La fonction de sortie donnée par

0
y(t) = / az (7717 n2, t)5(771 - ]-7 N2 — bZ)dnldTI? (325)
on ov
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1 b

N
2

B,

(12—

0 a, B, 1

Figure 14: Domaine rectangulaire €2 et localisation b du capteur ponctuel frontiere

alors, on obtient le résultat suivant :

Corollaire 3.19.
Le systéme (3.12) avec la fonction de sortie (3.25) est w-détectable si n(1 — a1)/(B1 — a1) et

m(by —a2)/(B2 — a2) & IN, pour toutn,m 1 <mn,m < J.

Cas de la figure 15. Dans ce cas, on considere (3.17) avec la fonction de sortie

0z
yilt) = /aQ 2 (1,0,0)£ (1,06 6; € [0,21], > 0. (3.26)

Figure 15: Domaine circulaire et localisations p1, pe des capteurs ponctuels frontieres

Quand les capteurs sont ponctuels placés aux points p; = (1,6;) ou 0; € [0,27] et 2 < i < ¢,

nous avons alors le résultat suivant :

Corollaire 3.20.
Le systéme (3.17) avec la fonction de sortie (3.26) est w-détectable si n(0y — 02)/m ¢ IN pour
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toutn, 1 <n <J.

3.7 Tableaux récapitulatifs

Dans cette partie, nous présentons sous forme de tableaux les résultats liés a la structure des
capteurs pour la détectabilité exponentielle régionale. En tenant compte du fait que le systeme
(3.1) a des modes instables finis, les capteurs (D;, fi)i<i<q sont w-stratégiques pour le sous-

systeme instable concernant ces modes et en supposant que :

(B — a1)?

(B2 —aq)? #0

alors nous avons les cas suivants :
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1. Capteurs zone

Localisations des capteurs zones.

Conditions suffisantes de la non
détectabilié régionale.

D= [501 _llag(h +l1] X [502 _l2a502 +l2]

(a) fi(resp. f2) symétrique par rapport
au plan & = o, (resp. &2 = &o,),

(b) n(§o, — 1)/ (B1 — a1) et m(&o,—
a9)/(By — ag) € IN pour n, m =
1 , .

D; = (14,0;)2<i<q, OU

%riw<ri<%,2§i§q

(a) fi et D; sont symétriques par
rapport au plan § = 6; pour tout i,

1=2, ...,q,

(b) ng(01 — 02)/m € IN pour ng, ng =
1, ..,

I'=[no, —L,mo, — 1 x {1}

(a) f est symétrique par rapport au

plan 71 = no,,

(b) n(no, —a1)/(B1 —aq) € IN pour

n,n=1 ... ,J.

= [ﬁol =1, 1] X {0} U{l} X [O’ﬁOQ +l2]

(a) f|Fl est symétrique par rapport au

plan n; = 7, et f|F2 est symétrique par
rapport au plan 7 = fo,,
(b) n(ﬁol - al)/(ﬁl - 041) et m(ﬁlb_

az)/(f2 —az) € IN pour n, m =
1, ...,

I = (1,0;)2<i<q, ou 0 < 6; < 27

(a) f.. est symétrique par rapport au

plan 6 = (#i) pour tout i, i =2, ... ,q,

(b) n(61 — 62)/m € IN pour n, n =
1, ..

52
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2. Capteurs ponctuels

o Conditions nécessaires de la détectabilié
Localisations des capteurs ponctuels. régionale.
n(by —« —a1) et m(bo—a —
b= (by.by) € 2 =10, 1[x]0.1] (b1—a1)/(B1—a1) et m(ba—a2)/(32
ag) € IN, pour tout n, m=1, ... ,J.
n(0y — 03)/m ¢ IN pour tout n, n =
p1 = (r1,601) et po = (r2,62) € Q2
1, ...,
p1 = (r1,01) et p2 = (r2,02) € Q out n(61 — ) /7 ¢ IN pour tout n, n =
=72 1, ..., J.
n(by—a1)/(Br—ou) et m(bz—az)/(B2—
o = Im(y) avec v € C*(0,1) ag) € IN pour tout n, m=1, ... ,J.
n(l—a —aq) et m(bs — —
s O 00 (1= )/ (51 —a1) et m(hs—a2)/ (s
ag) € IN, pour tout n, m=1, ... ,J.
pi = (1,6;) ou 6; € [0,27] et 4, i = n(0y — 02)/m ¢ IN pour tout n, n =
2, ...,q 1, ..., J.

Ces résultats également peuvent étre développées avec des conditions aux limites de Neumann.

3.8 Détectabilité régionale du gradient

Dans cette partie, nous considérons une extension de la détectabilité. Il s’agit de la détectabilité
exponentielle régionale du gradient, qui consiste a détecter le gradient d’état courant sur une

partie interne w du domaine géométrique €2 sur lequel est défini le systeme.

3.8.1 Systéme considéré

Z,U, O étant des espaces de Hilbert séparables représentant respectivement les espaces d’état,
de commande et de d’observation avec Z = HY(Q), U = L?(0, 00; IRP) et O = L%(0, 00; IRY), on

considere le systeme décrit par I’équation parabolique suivante
0z
26,0) = 20(6) 0 (3.27)

z(n,t) =0 ©
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avec I’équation de sortie
y(.,t) = Cz(.,1t) (3.28)

ot 'état z(&,t) € HL(Q).

Soit A un opérateur différentiel d’ordre 2, linéaire, auto-adjoint a résolvante compacte et un
générateur d’un semi-groupe (S4(t))+>o fortement continu qui est exponentiellement stable sur
I'espace H'(Q). Les opérateurs B € L(IRP,Z) et C € L(H'(Q),R?) dans le cas des capteurs
(actionneurs) zones internes sont linéaires et bornés avec u € L2(0, 00, IRP) et y € L%(0, 00, IR?).

Considérons l'opérateur

K: HYQ) — L?0,00,R")

z — CSa(.)z

qui est dans le cas du capteur zone interne linéaire et borné. Son adjoint K* : L?(0, 00, IR") —
H'(Q) est défini par

t
K*y* = / Sh(s)C*y*ds.
0
Pour w C €, définissons les opérateurs

Xot (L2(Q)" — (L))"

z=(21, ..., 2n) — Xwz= (21, - > Zn)
ou Xz est la restriction de I'état z(£,t) sur w et V 'opérateur donné par
V: HYQ) — (L?(Q))"

0z 0
o6 og,

avec un adjoint noté par V*. Soit H : L%(0, 00, R") — (L?(w))™ donné par

z — Vz=( )

H=xXoVK"

o Le systeme (3.27) avec ’équation de sortie (3.28) est dit exactement (respectivement faible-

ment) G-observable dans w si :
Im H = (L*(w))" (respectivement TIm H = (L*(w))").

e Si un systeme est exactement (respectivement faiblement) w-observable, alors il est exactement

(respectivement faiblement) G-observable dans w ([104]).

e Si un systeme est exactement (respectivement faiblement) G-observable dans w, alors il est

exactement (respectivement faiblement) G-observable dans wi pour tout w; C w (voir Zerrik et
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al. [104, 107]).
e Si un systéme est exactement G-observable, alors il est G-détectable. Le probléme de cette
section est de savoir comment construire le gradient de ’état courant dans w.

3.8.2 Définitions et caractérisations

Définition 3.21.
Le semi-groupe (S4(t)):>0 est dit exponentiellement régionalement gradient stable (ou G-stable)

sur (L%(w))" ¢'il existe deux constantes M, et a,, > 0 telles que :
H XwVSa()) ||(L2(w))n§ Mwe_a“’t, t>0 (3.29)

Si (S4(t))e>0 est un semi-groupe G-stable sur L?(w))™, donc pour tout 2q(.) € H(Q) la solution

du systéme autonome associé a (3.27) satisfait :

I XoV2( 1) llz2@yr = | XoVS()20() lz2@pn < Me™ [ 20() |22 ()
et donc

Jim [ X0 V2(8) 2@y = 0

Définition 3.22.
Le systeme (3.27) est dit G-stable sur w, si 'opérateur A engendre un semi-groupe (Sa(t))i>0

fortement continu qui est G-stable sur (L?(w))".

Figure 16: Le domaine considéré () et la région w.

Définition 3.23.
Le systeme (3.27) avec la fonction de sortie (3.28) est dit exponentiellement régionalement

gradient détectable (ou G-détectable) sur w s’il existe un opérateur
HY: R? — (L*(w))"

tel que (A — H*C) engendre un semi-groupe (Sg« (t))¢>0 fortement continu qui est G-stable sur
(L (w))".
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La raison principale de présenter le concept de détectabilité exponentielle régionale du gradient
est la possibilité de construire un observateur régional du gradient sur w (ou G-observateur

régional) pour le systeme (3.27)-(3.28).

Proposition 3.24.
Supposons que le systéme (3.27) avec la fonction de sortie (3.28) est G-détectable sur w, alors

le systéme dynamique suivant
0
(€1 = Aa(1) + Bu(t) — H(Ca(&,t) —y(&,1)) Q
z(£,0) =0 Q (3.30)

z(n,t) =0 ©

est un G-observateur régional pour (3.27)-(3.28), si
tlim [2(&§,t) —z(&,t)] =0, £cw.

Démonstration.
Considérons

e(§,t) = z(&,t) —x(&,1) (3.31)
ou z(&,t) est la solution de (3.30). En dérivant I’équation (3.31) et en insérant les équations
(3.27) et (3.30), nous obtenons

Oe 0z oz
E(Svt) = a(é-vt) - E(&vt)
— (A~ H*C)e(,1)

Puisque le systeme (3.27) est G-détectable, il existe un opérateur H tel que (A — HYC) est un

générateur d'un semi-groupe (S (t))i>o fortement continu, G-stable sur (L?(w))™. Alors, nous

avons
| XoVelst) llz2wyr = | XwVSal)eo(.) [l(z2wy» — 0 quand t — oo
avec
eo(-) = 20(.) — zo(.)
D’ou

lim [z(§,t) —z(&,0)] =0, {€wnm

t—o0

Ainsi on peut considérer le systéme dynamique (3.30) comme un G-observateur identité régional
pour le systeme (3.27)-(3.28) sans avoir besoin de la stabilité du systéme original. Cependant,

on peut déduire le résultat suivant :
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Corollaire 3.25.
Si le systéme (3.27) avec la fonction de sortie (3.28) est exactement G-observable dans w, alors

il est G-détectable dans w.

Par conséquent, il existe v > 0 tel que
| %V gz < 71 CSa0)2 om0y ¥z € (L2())" (3:32)

Alors, pour des systéemes paraboliques, cette notion est moins restrictive que celle de I'exacte

observabilité régionale.

3.8.3 Capteurs stratégiques et détectabilité régionale du gradient

Dans cette section, nous développons les résultats qui lient la détectabilité exponentielle régionale
du gradient avec les capteurs. Considérons le systeme (3.27)-(3.28) qui est observé par ¢ capteurs
(Ds, fi)i<i<q avec D; C Q et f; € L?(D;) pour i = 1,-- -, q. Pour cela I"équation de sortie (3.28)

peut s’écrire sous la forme
y(t) = [yl(t), s 7yq(t)]tr = [< flaz(t) >L2(D1)7 e, < fqu(t> >L2(Dq)]tr'
e Un capteur (D, f) est dit G-stratégique sur w si le systeme lié est faiblement G-observable

sur w.

e Une suite de capteurs (D;, fi)1<i<q est dite gradient stratégique sur w s’il existe au moins un

capteur (D1, f1) qui est faiblement G-observable sur w.

Par ailleurs, nous supposons que 'opérateur A admet un systeme complet de fonctions propres
dans H'(Q) dénoté par (¢m,) associées aux valeurs propres  (\p,) de multiplicité s, avec

sSup Sy, = § < 00.

Proposition 3.26.

Si la suite de capteurs (Dj, fi)i<i<q est G-stratégique sur w, alors ¢ > m et rang Gp, = Sp,

\V/ma m:]-a cee 00 0’&
() > dans le cas zone
g kz:: afk()f() e
Gm, (Gm) Zn: %(b ) dans le cas ponctuel
= Ok '
avec j =1, ... ,my.

Démonstration.  voir [104].

Dans la précédente proposition, nous avons vu que ’observabilité du gradient sur w est liée a la

structure des capteurs. De la méme maniere, nous allons voir que la détectabilié régionale du
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gradient sur w est aussi liée a la structure des capteurs. Plus précisement, on montre qu’il est
possible de choisir 'opérateur C' de telle sorte que le systéme (3.27) soit G-détectable sur w. Si

on suppose que le systeme (3.27) admet des J modes instables, alors on a le théoreme suivant :

Théoreme 3.27.
Supposons que des informations sont recueillies sur le systéme par Uintermédiaire de q capteurs
zones (Dy, fi)i<i<q. Alors le systéme (3.27) avec la fonction de sortie (3.28) est G-détectable si

les capteurs sont G-stratégiques pour le sous-systéme instable du (3.28).

Démonstration.
Comme précédemment, on projette le systeme (3.27) sur ses parties instable et stable. Les

capteurs (D;, fi)1<i<q sont G-stratégiques pour la partie instable du systeme (3.27)

0z
: — (61) =Aiz(60) + PBu(t) Q
2(60) =20, Q (3.33)
zi(n,t) =0 ©
alors cela conduit a :
l.g>m
2. rang Gy, = Sy, VYm, m=1, ... ,J avec
Gp = 2:: g(g/i fi(-) >r2(p,) dans le cas zone
ounj =1, ..., sy. Puisque, le sous-systeme (3.33) est faiblement G-observable et donc il est

G-détectable sur w. C’est-a-dire qu'il existe un opérateur HY tel que (4; — H{YC') engendre un

semi-groupe fortement continu, G-stable sur (L?(w))™, i. e. :
|| e(A1—HT’C)t ||(L2(w))" < Mf)e—a‘f(t)
avec My et of > 0. Comme la solution du (3.33) est donnée par

(5’ ) Al Hy Oy Z01(£ t)

par conséquent

Jim 21 (ol 2@y = 0

Le sous-systeme

Poe) = Avnle ) + (1 - P)But) Q

22(£,0) = 20,(¢) Q (3.34)

z(n,t) =0 0
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est G-stable. La solution de (3.34) est donnée par

t
2(61) = Sa,(020,(60) + [ Sanlt =) = P)Bu(r)dr
Par utilisation de (3.29) on obtient

Jim [zl 22wy =0
Finalement, nous avons
Jim [2( 8l 22wy = 0-m

Ce résultat peut étre étendu dans le cas des mesures ponctuelles avec

n

ij dpj
Gm = Gm ) = e bz
(@) =3 320

3.8.4 Application

Considérons le systeme bidimensionnel défini sur 2 =]0, 1[x]0, 1] sous la forme

2 2
%(51552775) = g—§(£1)§27t)+%(61762775)_’_2(5175271:) Q
2(77177727t) =0 t>0
2(61,€2,0) = z0(&1,62) Q

avec la fonction de sortie

y(t) = /D 261, 0, ) f (€1, E2)dEdE.

59

(3.35)

(3.36)

(3.37)

ott D = [&o, — 1, €0, +11] X [€0, — 2, &0, +12] C Q est la localisation du capteur zone et f € L%(D).

1
. L
-

Figure 17: Le domaine ), la sous région w et la localisation D du capteur zone.
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Soit w =]ay, B1[x]ag, B[ la région considérée, une partie de |0, 1[x]0, 1[(figure 17).
Dans ce cas, les fonctions propres du systeme (3.36) pour des conditions aux limites de Dirichlet

sont données par

onm(§1,62) = <(ﬁ1 - al)‘l(ﬁQ - a2)>1/2 sin nmw (%) sin mm (H)

associées aux valeurs propres

n2 m2
Anm = — + 72, n, m > 1.
((ﬂ1 —a1)? (B2 - a2)2>

et de multiplicité m,, = 1. Ainsi, en utilisant le théoreme 3.27, alors le systeme (3.36) avec la

fonction de sortie (3.37) est G-détectable sur w si et seulement si :

n(€o, —a1)/(B1 — 1) et m(§o, — a2)/(B2 — a2) € IN

pour tout n, m =1, ... ,J. Dans la partie suivante, nous allons donner les résultats duaux

liés a la notion de celle de la stabilisabilité régionale.
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Chapitre 4

4  Reconstruction asymptotique régionale

Dans cette section, nous donnons une approche qui permet de construire un estimateur régional
asymptotique de T'z(, t) sur la région w C 2, basé sur la détectabilité régionale. Cette approche
dérive de l'observateur du type Luenberger tel qu'il a été introduit par Gressang et Lamont [56].
Nous définissons différents types d’observateur régional (cas général, identité et d’ordre-minimal)

pour un systeme parabolique.

4.1 Observateur de type Luenberger régional : cas général
Considérons le systéeme parabolique suivant
0z
2(£,0) = z(¢) 0 (4.1)

z(n,t) =0 ©

augmenté de la fonction de sortie
y(.,t) =Cz(.,t) (4.2)

avec les mémes hypotheses que dans la sous-section 3.1. Nous allons présenter quelques

définitions concernant ce probleme.

Capteur

Figure 18: Région w et localisation des capteurs

Définition 4.1.

Supposons qu'’il existe un systéeme dynamique avec I’état z(£,t) € X (un espace de Hilbert)



RECONSTRUCTION ASYMPTOTIQUE REGIONALE 62

donné par
Wet) = Fuale )+ Goult) + Hay( 1) Q

#(6,0)  =mo(§) Q (4:3)
z(n,t) =0 ©
ou F, est un générateur du semi-groupe (Sg, (t))¢>0 fortement continu qui est exponentiellement

stable sur l'espace X et les opérateurs G, € L(IRP,X) et H, € L(IR?, X). Le systeme (4.3)

définit un estimateur régional pour I'état x,Tz(&,t) si :

1. tlim [XwT2(&,t) —2(&,t)] =0, &€ w.
2. xoT est un opérateur de D(A) dans D(F,), ou z(,t) et z(&,t) sont les solutions de

(4.1)-(4.2) et (4.3).

Définition 4.2.
Le systeme (4.3) spécifie un observateur de type Luenberger régional (ou observateur régional)

pour le systéme (4.1) avec la fonction de sortie (4.2), s’il satisfait les conditions suivantes :
1. I existe M,, € L(IRY, L*(w)) et N, € L(L?*(w)) tel que M,C + N,x,T = I,
2. xoTA—F,x,T=G,Cet H, =x,TB.
3. Le systéeme (4.3) détermine un estimateur régional pour x,7z(§,t).

Remarque 4.3.
Le but de la construction d’un observateur régional est de fournir une approximation sur I’état

du systeme (4.3). Cette approximation peut étre donnée par I’équation
(&, 1) = Muy(&,t) + Nox (&, 1) (4.4)

Définition 4.4.
Le systeme (4.3) est un observateur identité régional pour (4.1) avec la fonction de sortie (4.2)
sixo,T =1,¢et X =27

Définition 4.5.
Le systeme (4.3) est un observateur d’ordre minimal régional pour (4.1) avec la fonction de sortie
(42)si Z =0 X.
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4.1.1 La méthode de reconstruction

Nous considérons & nouveau le systéme (4.1) avec la fonction de sortie (4.2) spécifiée sous la

forme suivante

0z
E(§7t) = Az(fvt) +Bu(t) Q
2(§,0)  =20(8) Q
(4.5)
z(n,t) =0 C)
y(&t)  =Cz( ) Q

Le systeme est défini sur Q@ = 2, t > 0, avec la méme hypotheése que dans la section précédente.

Soit w C € un sous-domaine (région) de 2, on suppose que pour I'opérateur T' € L(L?(Q)),
T = xoT (ol x,, défini comme (2.8))
il existe un systeme avec Iétat x(&,t) tel que
x(&,t) = T2(&,t) (4.6)

Ainsi, si nous pouvons construire un systéme qui est un estimateur régional pour z(¢,t), alors
ce sera aussi un estimateur régional pour Tz(,t), c’est-a-dire un estimateur régional de la

restriction de T'z(§,t) & la région w. Les équations (4.2)-(4.6) donnent
y C
x T
Si on suppose qu’il existe deux opérateurs bornés linéaires R et S définis par
R: R — L*(w)et S: L*(w) — L*(w)

tel que
RC+ST =1

alors, en dérivant I’équation (4.6), on obtient
ox . 0z
(et =TZ (6t
en =120
=TAz(&,t) + TBu(t)

= TASz(£,t) + TARy(E,t) + T Bu(t).
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Considérons maintenant le systeme (qui est destiné a étre I'observateur régional)

Pen) = Rl 0) + Gonl) + Hoy(61) ©

(&, 0) 20 (§) Q (4.8)
z(n,t) =0 [a)

et supposons que :

1. Popérateur F,, engendre un semi-groupe (Sg,(t)):>0 fortement continu qui est stable sur

l'espace d’état X = L?(w), on a :

I Mg, ap, >0 tel que || XwSk, (t) || 12()< Mp,e e ® (4.9)

2. G, € L(IRP,L*(w)) et H, € L(IRY, L?(w)).

La solution du systeme (4.8) est donnée par

He.t) = 55, (000() + | S (t = 1) Guulr) + Hoy(€, 7)dr (4.10)

Il reste & montrer que, sous certaines hypotheses, I’état du systéme (4.8) est un estimateur

asymptotique régional de Tz(§ ,1).

Théoréme 4.6.
Le systéme dynamique (4.8) est un observateur de Luenberger régional pour le systéme (4.5),
c’est-a-dire
Tim [Tz(¢,6) —#(¢,8)] =0, Veew (4.11)

s1 nous avons les conditions suivantes :

1. il existe R € (IR, L*(w)) et S € L(L?*(w)) tels que

RC+ 8T =1 (4.12)
2. . .
TA—-F,T=H,C
(4.13)
et G,=TB
Démonstration.

Pour z(&,t) = Tz(&,t) et &(£,t) la solution de (4.8), posons

¢(§7 t) = ﬂ?(f, t) - i‘(& t) (414)
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Par dérivation de (4.14), nous avons

09
ot

0 0
€0 =5EH -5 €D
= TAz(&,t) + TBu(t) — F,&(&,t) — Gou(t) — Hyy(E, t)
= wé(éa t) - wa(§7 t) + TAZ(&: t) - Hwy(éa t) + TB'LL(t) - qu(t)
= Fop(&.t) + [TA2(6, 1) = FT2(6t) = HoC2(&,1)] + [TB — Gulu(t)
= Fu¢(&,1) + [TA = BT — HyClz(&,t) + [T'B - Gulu(t)
= wqb(&a t)'
Par conséquent
O(€t) = Sr,(t)  [T20(6) — #0(&))].
Maintenant, avec (4.9), nous obtenons

16(1) |2y < Mpe™®F" || Tz0(.) — Zo(.) Il 2

et donc nous avons
lim ¢(&,t) = 0.
t—oo
Considérons maintenant

2(§a t) = Ry(f,t) + Si(fa t)

d’ou

E(f,t) = Z(‘fvt) - 2(§7t)

= Z(fa t) - Ry(§7t) - S‘%(évt)
) ) (4.15)
= Z(f, t) - Rcz(éa t) - STZ(fat) + S[Tz(éa t) - j(é’t)]
= S[T2(&,t) — #(&,1)] = S[z(€,1) — 2(&,1)] = SH(&, 1)
Finalement, nous avons
tlg]élo z2(&,t) = z(&,t).m

A partir de ce théoréeme, on peut déduire les affirmations suivantes :

1. Les conditions (4.12) et (4.13) du théoreme 4.6 garantissent que le systeme dynamique

(4.8) est un observateur régional du systeme (4.5).
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= () B *>Q—>.Z systeme |—2—() C _y_)()
A
H,, O~ R
ot
G A o [observateu] % ~ S J
w - régional
Fa

Figure 19: Observateur régional de type Luenberger

2. Un systeme dynamique qui est observateur de Luenberger, est observateur de Luenberger

régional.

3. Si un systeme dynamique est observateur régional sur w, alors il est observateur régional
sur w; pour toute partie w; de w. L’exemple suivant montre que la réciproque n’est pas

vraie.

Exemple 4.7.

Considérons le systeme

0 0? 0?
8_i(€1’£27t) = 8—§(£17£2>t) + a—é-;;(glvg%t) ]07 1[X]07 1[7t >0
z(m,m2,t) =0 t>0 (4.16)
2(517‘5270) :z0(§Ia§2) ]0,1[)(]0,1[
augmenté de la fonction de sortie
u(O) = [ (66006 L)dedg = Cx(1) (4.17)

avec Q =|0,1[x]0,1[, D = [€o, — U1, &0, + l1] X [€0, — l2,&0, + 2] C Q est la localisation du
capteur (D, f) (voir figure 20). L’opérateur C : L?(2) — IR? est linéaire et borné et I'opérateur
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1=
e
}_H_

a
0 €0, 1

Figure 20: Le sous-domaine w et la localisation D du capteur (D, f)
0%z 0%z

5 engendre un semi-groupe (S4(t))¢>0) fortement continu sur L?(£2). Les fonctions

= —+—
SIS

propres (respectivement les valeurs propres) concernant 'opérateur A données par
Onm (€1, E2) = 2sin nwéy sinmaéy (respectivement Ay, = —(n?2 +m?)w?, n > 1, m > 1).
Le systeme dynamique donné par
Oz
E(fl,fg,t) = Fx(€1,€2,t) + Hy(.,t) ]0, 1[)(]0, 1[,t >0
x(ni,m2,t) =0 t>0 (4.18)

r(£1,62,0) =0 10, 1[x]0, 1]

ou F' est un générateur du semi-groupe (Sp(t))i>o fortement continu qui est sur 'espace X =
L?(2) et opérateur H € L(IR?, X) et il existe R € L(IRY,Z) et S € L(X,Z) avec RC+ ST =1
onT € L(Z,X), ©(&,8,t) = Tz(&,8,t). SiT =1, R =0 et S = I alors I"équation
TA—FT = HC devient F = A — HC. Dans ce cas le systeme (4.18) s’écrit

2 2
FEE) = 6600+ G (6.608) — HO(a(€r.60.6) = () 10.1[x10.10¢ >0
z(m,mz,t) =0 t>0
z(61,62,0) =0 10, 1[x]0, 1]

(4.19)
ou H est choisi de telle sorte que 'opérateur (A — HC') est un générateur d’un semi-groupe
(SH(t))¢>0) fortement continu sur L?(2). Si on suppose que le systéme (4.16)-(4.17) admet des

J modes instables, alors on a le corollaire suivant :
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Corollaire 4.8.

Supposons que f1 est symétrique par rapport au plan & = &y, et que fa est symétrique par
rapport aw plan & = &y, et que né&y, et m&y, € IN pour n, m =1, ... ,J., alors le systeme
(4.19) n'est pas observateur pour le systéme (4.16)-(4.17), i.e. : tlirgo 2(&1,&2,t) # x(&1, &2, t).

Démonstration.
Puisque n&y, et m&, € IN pour n, m =1, ... ,J, alors le capteur (D, f) est non stratégique

pour sous-systeme instable

%(51’52775) = A121(&1, &9, t) + PBu(t) ]0,1[x]0,1[,t >0
zZ1 (51)6-270) = 20, (51552) t>0 (420)
z1(n,m2,t) =0 10,1[x]0, 1]

il existe un opérateur H! tel que (A; — H'C) satisfait la relation suivante :
MY, ' > 0tel que || A= 1O lz2(0) > Ml ®

et alors, nous avons
1
| 21(,t) 2y > M'e™ O || Pzo(.) || z2(q) -

= 21(&,t) — oo quand t — oo. Puisque le semi-groupe engendré par 'opérateur Ag est stable

sur L2(€), il existe donc M, & > 0 tel que

| 220 t) llz2) < Me W || (I = P)zo(.) |l12(0)

t _ _
" / MemE (I = P)zg() || 2oyl u(r) || dr

et ainsi z(£,t) — oo quand t — oo. Finalement, le systeme (4.16)-(4.17) est non détectable
([45]). Si e(&1,&2,t) = 2(&1,&2,t) — x(&1,&2,t) on x(&1,&2,t) est la solution du systéme (4.19).
D’apres les équations (4.16) et (4.19), nous obtenons

5] 0 15)
3—(;(51,52,73) = a—i(&,&,ﬂ*a—f(fl,f%@
= A(e(&1,&2,1)) — HC(e(&1,&2,1))

= (A - HO)e(&1,0,1).

Puisque le systeme (4.16)-(4.17) est non détectable, il existe un opérateur H tel que (A — HC)

engendre un semi-groupe (S (t))¢>0) fortement continu, non stable sur L?().
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Finalement le systéeme (4.19) n’est pas observateur pour le systeme (4.16)-(4.17).m

Choisissons une région w =0, a[x]0, 3[C]0,1[x]0,1[ o a et 3 > 0. Dans ce cas, les fonctions

propres Ynm = XwPnm €t les valeurs propres concernant 'opérateur A données par

2 S &2
,€0) = sinnw (=) sinmm (=
wnm(él &2) m 7T( o ) 7T( ﬁ )
et ) )
n mo. o
Si a?/B82 ¢ Q, alors m,, = 1 pour tout n, n =1, ... ,J et un seul capteur peut étre suffisant

pour construire un w-observateur. Puisque les opérateur A et C sont connus et 'opérateur
H, : IR" — L?(w) est choisi de telle sorte que (A— H,,C) engendre un semi-groupe (S, (t))i>0)

fortement continu, stable sur L?(w). Ainsi, nous avons la proposition suivante :

Proposition 4.9.

Supposons que fi est symétrique par rapport au plan & = &y, et que fa est symétrique par

rapport au plan & = &y, et que si néy, /o et m&y, /B ¢ IN pour n, m =1, ... ,J., alors le
systeme
oz 0%z 0%
_(517527t) = —g(glaé%t) + —2(§I7§2at) - Hw(Cx(Ebg%t) - y(t)) ]07 I[X}O, 1[7t >0
ot 0&3 3
x(§17€270) =0 ]O,l[X}(),]_[
z(n,m2t) =0 t>0

(4.21)
est un w-observateur pour le systéme (4.16)-(4.17) si tlim z(&1,&2,t) = x (&1, &o, ).
—0Q

Démonstration.
Soit e(&1,&2,t) = 2(&1, &2, t) — (&1, &2, t) on (€1, &2, t) est la solution du systéme (4.19). D’apres
les équations (4.16) et (4.17), nous obtenons

%(fbf%t) = %(51752,75) - g—ag(&,&,t)
= A(e(&1,62,t)) — HuC(e(&1,2,1))

= (A — HwC)e(fl,fg,t).
avec eg(&1,&2) = 20(&1,&2) — xo(&1,&2) si n&y, /a et m&, /B & IN pour n, m =1, ... ,J, alors

le systeme (4.16) avec la fonction de sortie (4.17) est w-détectable ([9]), il existe un opérateur
H, € L(IRY, L*(w)), tel que P'opérateur (A — H,C) engendre un semi-groupe (Sy, (t)):>0 stable

sur L?(w) qui satisfait la relation suivante :

3 My, ay > 0tel que || xwSm, () [[22(w) < Me~ %),
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et pour tout eg(&1,&2) € L2(9), nous avons

I eot) 2y < I xwSa () Lzl eo() I < Moe™@ o) |

Par conséquent

lim e(fl,fg,t) = lim [Z(gl,fg,t)*SU(fl,fg,t)] =0, {cw.
t—00 t—00
et le systéme dynamique (4.21) est un w-observateur pour le systeme (4.16)-(4.17).m

Dans la reconstruction régionale asymptotique d’état, on peut considérer divers types de mesures.

Cas des mesures zones

Dans ce cas, nous considérons le systeme (4.5) avec la fonction de sortie (1.4)

0z
E@’ t) = Az(&t) + Bul(t) Q
2(£,0) = z(§) Q
(4.22)
Z(T/?t) =0 C)
y(. 1) =<z(,t), fi(.) >12(p,) <

ot D; C (2 représente les supports spatiaux des capteurs et f; € L?(D;) définit les répartitions

spatiales des capteurs. Maintenant, on suppose qu’il existe un opérateur T tel que

2(&,t) = T2(¢,1)

Dong, I'observateur régional peut étre décrit par

%(&t) = FL#(&,t) + Gou(t) + Hy, < 2(,1), fi(1) >12p,) Q
£(€,0)  =zo(§) Q (4.23)
92‘(77, t) =0 >

dont la solution est représentée par I’équation
t
3E ) = S (0209 + [ Se(t = D)[Guu(r) + Ho < 2.7, £:() >12(pyldr
Ainsi, nous obtenons la proposition suivante :

Proposition 4.10.

Si les conditions sutvantes sont satisfaites :



RECONSTRUCTION ASYMPTOTIQUE REGIONALE 71

1. Dopérateur F,, engendre un semi-groupe (Sg,(t))i>0 fortement continu qui est stable sur

L?(w).
2. il eziste R € L(IR, L*(w)) et S € L(L?*(w)) tels que

RC+ ST =1

TA-F,T=H,C
et G,=TB
alors, le systeme dynamique (4.23) est un observateur régional pour (4.22).

Remarque 4.11.
Dans le cas des mesures ponctuelles et zones frontieres on a des résultats analogues avec la
fonction de sortie

y(.,t) = z(b;,t) dans le cas ponctuel
et
y(t) =< z(.,t), fi(.) >r2@r,) dans le cas zone frontiere
4.1.2 Erreur de reconstruction

Pour le systeme (4.5) et l'observateur régional défini par (4.8), nous avons montré comment
reconstruire un estimateur asymptotique régional. Une conséquence intéressante de I’estimation
asymptotique régionale est que pour tout w C €, 'erreur de reconstruction sur w est inférieure

a erreur de reconstruction sur tout 2. Soit
ELC,t) =] 2(.,t) |, t€]0,00] (4.24)
ou Z(,t) est Perreur de reconstruction a 'instant ¢ donné par
26 1) = 2(§,1) — £(&,1)
alors, il est clair que les ensembles
b = {3(¢,t) € L*(Q) tel que Jim Z(€,1) = 0 V¢ € O}

et
., = {Z(&,1) € L*(Q) tel que lim Z(£,) = 0V € w}

satisfont &g C @, et alors
min ELX(¢,t) < min EF(¢,1).
@, o
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4.2 Observateur identité régional
Dans ce cas, on considere T'= I et Z = X, et donc 'équation (4.13) devient
F,=A-H,C

ou A et C sont connus. Ainsi, opérateur H,, doit étre choisi de telle sorte que 'opérateur F,,

engendre un semi-groupe (Sg, (t))+>0 fortement continu qui est stable sur L?(w).

4.2.1 La méthode de reconstruction : mesures ponctuelles

Considérons le systeme (4.1)-(1.5) avec le systéeme dynamique suivant
94
568 = A&, 1) + Bu(t) + Ho(=(bi,t) — C2(E 1)) Q
£(6,0) =0 Q (4.25)

T(n,t) =0 ©

Ainsi, la condition suffisante pour 'existence d’observateur identité régional est formulée dans

la proposition suivante :

Proposition 4.12.
Supposons que le systéme (4.1) avec la fonction de sortie (1.5) soit w-détectable, alors le systéme

dynamique (4.25) est l'observateur identité régional pour le systéme (4.1)-(1.5), autrement dit,

on a :
tlim [2(§,t) —z(&,t)] =0, £cw.

Démonstration.

Notons

ou z(&,t) est la solution du systeme (4.1)-(1.5). En dérivant e(&,t), on obtient
Oe 0z 0z
E(f’t) = E(fﬂf) - E(f,t)
— A2(6,6) + Bult) — Ai(&,t) — Bu(t) — Hu(=(bi, 1) — Ci (€, 1))

— (A= H,C)e(&, 1)

Comme le systeme (4.1) avec la fonction de sortie (1.5) est w-détectable, il existe un opérateur
H, € L(IR?,L*(w)), tel que le semi-groupe (Su,, (t))i>0 engendré par (A — H,C) est stable sur

L?(w), qui satisfait & la relation suivante :

IM,, a,>0tel que || xwSm,(.) |]L2(w) < Mwe*a“(t)
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Finalement, nous avons
el ) 2wy < Il XeoSa, () 2l €0() | € Mue™®® | e() |
ol eg(§) = 20(§) — &o(§) et donc
e(¢,t) — 0 quand t — oo, £ € w.
Si nous considérons 2(&,t) = &(&,t), alors nous avons
Z(fat) - 2(£at) = Z(f,t) - i‘(é-vt)
4.26
= (&) (420
Par conséquent
lim 2(§,t) = z(&,t).m
t—o0
z N z
20 B 5 Systéme 0 C 0
® A
H, )
% Observateu] X
B ® régi 0 ¢
gional
A
A z
Figure 21: Observateur identité régional
Mesures zones
Dans ce cas, considérons le systeme (4.22) avec le systéeme dynamique 1ié
0z . .
HEO) =0 @ 0

z(n,t) =0

)
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alors on a :

Proposition 4.13.
Supposons que le systéme (4.22) soit w-détectable, alors le systeme dynamique (4.27) est un

observateur identité régional pour le systéeme (4.1) augmenté de la fonction de sortie (1.4).

Mesures frontiére

Maintenant, considérons le systeme (4.1)-(1.6) avec le systeme
0z . .
5 & t) =426, 1) + Bu(t) + Ho(< 2(.,1), fi(-) > 120y —C2(E,1) Q
HE0) =0 @ U
z(n,t) =0 )
ainsi, on peut déduire le résultat suivant :

Proposition 4.14.
Supposons que le systéme (4.1) avec la fonction de sortie (1.6) soit w-détectable, alors le systéme

dynamique (4.28) est l'observateur identité régional pour le systéme (4.1)-(1.6).

4.2.2 FErreur de reconstruction

Si on considere le systeme (4.1)-(1.5) avec l'observateur identité régional (4.25), alors comme
nous avons vu dans la section précédente, nous posons
L ~
Er(,t) =| ZI(‘7t) I, tG]0,00[
ou z,(&,t) est I'erreur de reconstruction de I’état a I'instant ¢ donnée par
21(57 t) = Z(f, t) - 2(57 t)

alors les ensembles

g = ,(£,t) € L3(Q) tel que Jlim Z,(&,¢) =0V € Q}

et

My = 2,(6,1) € LA(Q) tel que Jim Z,(&,t) = 0 V¢ € w}

vérifient Il C I, et donc
min EL(€,1) < min EF(&,1).
IL, I

Ces résultats peuvent étre développés dans le cas des mesures zones internes ou frontieres.
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4.3 Observateur d’ordre minimal régional

Dans ce cas, nous considérons, Z = Z |g\,, ® Z |, . Ainsi, 'observateur d’ordre minimal régional
peut étre défini quand la fonction de sortie donne une partie du vecteur d’état dans la sous-région

Q\ w et un observateur est défini pour construire la partie inconnue de 1’état dans w.

4.3.1 La méthode de reconstruction : mesures zones

Considérons le systeme (4.22) et supposons que le vecteur d’état z(&,t) est donné par
21
22

et que la fonction de sortie mesure la partie z1(§,t) du vecteur d’état, alors

y('a t) =< Zl('7 t)v fl() > L2(Dy) (429)
Sous les hypotheses citées précédemment, le systeme (3.1) peut étre décomposé sous la forme
suivante :
Apr A By
A= , B = (4.30)
Ag1 Ag By

o 21 € Z |o\w» 22 € Z |, B1 € L(IRP,Q\w) et By € L(IRP, Z |,,). En utilisant la décomposition

de (4.30), le systeme (3.1) peut étre écrit sous les formes :

%(f, t) = Anz1(&,t) + A1a29(6,t) + Bru(t) Q

21(£,0) = 20,(8) Q (4.31)
z1(n,t) =0 €]

et

822

E(fa t) = A1z (5, t) + Aggzo (f, t) + Bgu(t) Q

2(£,0) = 20,(§) Q (4.32)
22(77775) =0 )

Le probleme consiste en la construction d’un observateur de Luenberger régional permettant

d’estimer la partie inconnue z3(§, t), c’est-a-dire un observateur identité régional pour le systéme



RECONSTRUCTION ASYMPTOTIQUE REGIONALE 76

(4.32). A partir de (4.31)-(4.32) considérons le systeme suivant

&N = Anale,t) + [Bou(t) + A < 21(,0) fi() >12my] ©
a(§,0)  =ao(¢) 0 (4.33)

a(n,t) =0 ©

avec la fonction de sortie
4(&,t) = Ar2a(§,t) (4.34)

A partir de la proposition 4.13, 'observateur identité régional pour le systeme (4.33)-(4.34)

peut étre donné par

%(fat) = Agp#(&, 1) + [Bau(t) + At < z1(, 1), fi(1) >12(py)]
Hw [Q(Q t) - AlQi(g’ t)] Q
(4.35)
i‘(f,()) = -%0(5) [§)
z(n,t) =0 o)

si le systeme (4.33)-(4.34) est w-détectable, il existe un opérateur H, € L(Z [g\u, Z |w) tel que
(Ag2 — H,,A12) engendre un semi-groupe (Sg,, (t))e>0 fortement continu exponentiellement stable

sur ’espace Z |, :
3 Mp,, ag, > 0tel que || XwSa, (t) || 12(w)< Mu, e ® (4.36)
Par conséquent, nous avons le théoreme suivant :

Théoréme 4.15.
Si le systeme (4.33)-(4.34) est w-détectable, alors

B [0 0) + oy < 21,00, 50 >1200) — 22(60] =0, €€
ot y(t) =< 21(.,1), fi(.) >r2(p,) est la fonction de sortie et w est solution de I’équation
ow
E(g,t) = (Ao — HyA)w(&,t) + [AnH, — Hy,A12H,

— HoAn + An| < 21(,t), fi(1) >12(p,) +[B2 — HuBilu(t) Q

w(n,t) =10 O.
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Démonstration.

Nous connaissons I'observateur identité régional

%(&t) = Ago#(&,1) + [Bau(t) + Ao1 < 21(.,t), fi(.) >r2(py)]
+H[Y(E, 1) — A€, 1)) 0

2(6,0) = 20(€) Q

Em,t) =0 o

dont la solution est donnée par

HED) = S (020(©) + [ St —7)[Bau(r)

(4.37)
+An < 21(.,t), fi(.) >r2(p,) +Huy(&, 7)]dT
A partir des équations (4.31) et (4.34), on a
(&) = Aral(é,t) = 621 SH(E ) — Anzi(€ 1) - Buu() (4.38)
En utilisant (4.37) et (4.38), on obtient
B(E) = S (D)io(€) + / "t = N E e Ty + / S (t = ) [ Bau(r)
0 ot 0 (4.39)
+A21 < 21(.,1), fil-) >r2(py) —HwAn121(§,7) — HyByu(T)|dr
et on peut trouver
t é?zl
| St = HSGHE DA = Huza(6,0) = Si (0 Huzo, (€
(4.40)

t
+ (Aso — HoAr) /0 Syt — ) Hoz1 (€, 7)dr

(Agy — H,,Aq2) étant un opérateur fermé et en utilisant les propriétés de 'intégrale de Bochner,

I’équation (4.40) devient

t
[ sute—naSHEndr = Haaa(e) - S () Hoz, (9

t (4.41)
+ /0 S (t — 7)(Agy — HyyAyo) Hypzy (€, 7)dr
En portant (4.41) dans (4.37), nous avons
2(&,t) = Su, (t)2o(§) — Sh, (t)Huwzo,(§) + Huz1(€:1)
t
+/o Su, (t = 7)[AnH, — HyA1sHy, — Hy A + Agi]a (€, 7)dr (4.42)

+ /O ' Su(t — 7)[Bs — HoByJu(r)
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Posons
avec

w(&,0) = wo(§) = o — Huzo,(£)
ou yp(§) = 2o, (§). Maintenant, on suppose que les opérateurs (AsaH,—H,A190H,—H,A11+A21)

et (B — H,B1) sont fortement continus, par dérivation de (4.42) nous obtenons

88_7;)(57t) = (A — H,Ap)w(é, t) + (ApH, — H,A1pH, — H, A
+ An) < z1(,1), fi(-) >12(p;) +(B2 — HuBr)u(t) Q
(4.43)
w(&,0) = wo(§) Q
w(n,t) =10 S
et donc
ox 82’2
E(ﬁyt) 5 (&1 = (W& )+ Ho <z, 1), fil-) >12(py)) — 22(6, 1)

= (AQQ@'(&,t) + BQU(t) + Ao < 21( ) fz( ) > 12(Dy) +Hw(g(§,t)
—Alg.f)(g, t) — A2121 (f, t) — A22Z2(§, t) — Bgu(t)

= (A2 — HyA12)(2(€,t) — 22(€, 1))
(4.44)

Avec (4.36), nous avons

[ 2(&t) — 22(6,0) 2wy <Ml XS, () 22(w) | (£,0) = 22(£,0) [l£2()
(4.45)

< Mpg,em oW | 2(€,0) = 22(£,0) |2
et donc
Jim [i(6,1) — =2(6,)] = 0
Si on considere 23(&,t) = &(&,t), alors on a
2(6,t) — 22(&, 1) = (&, 1) — 22(&, 1)
D’ol

tliglo 22(5) t) =22 (gv t).

Alors, a partir de ce résultat, nous déduisons que :
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1. Le vecteur d’état &(,t) peut étre représenté par

r1 Yy

>
Il
Il

To w + Hwy
qui estime asymptotiquement le vecteur d’état
21

<2

2. La composante du vecteur Z2(&, t) est un estimateur asymptotique de z(§,t).

3. Le systeme (4.35) est un observateur d’ordre minimal régional pour le systéme (4.33)-
(4.34).

4. Sion considere Z |\, = L*(0,00; IRY) et Z |,= X oli X est 'espace d’état de I'observateur
régional, alors a partir du théoreme 4.15, I'observateur d’ordre minimal régional peut

reconstruire les composantes inconnues de 1’état

(2g+1, 2q+2, Zq+3, ---)-

Ainsi, la condition (4.13) du théoreme 4.6 est satisfaite, si nous définissons les opérateurs

suivants comme ci-dessous.

Hw
S=0 Iz, |, T=
IZlQ\u
et
IZlQ\w
R= [IZW Hw}, C = :
0

alors, nous obtenons la relation

ST + RC = Iy, -

4.3.2 Erreur de reconstruction

Supposons que le systéme (4.35) est un observateur régional d’ordre minimal du systéeme (4.33)-
(4.34). Notons
ERED) =] 2. (&) |, ¢ €]0,00] (4.46)
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Systeme
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Figure 22: Observateur d’ordre minimal régional
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ol Z,(&,t) est erreur de reconstruction donnée par

2R(§7t> = ZQ(Sat) - 22(€7t)

alors, nous avons
ToCY, et n%iné’é(f,t) < n%iné’]%(é,t),
w Q

si nous considérons les ensembles
To = {2,(£,t) € L*(Q) tel que Jlim Z,(€,) = 0 V¢ € 0}

et
T, = {2,(&,1) € L*(Q) tel que Jlim 2, (€,1) = 06 € w}

Remarque 4.16.

Considérons l'erreur d’observabilité régionale donnée dans le lemme 2.8 par

t—o00

1
lim ()< — | z() ]|, ¢€w
(<220 ] €
ot £°%%(¢,t) défini par (2.33) et l'erreur d’observabilité asymptotique satisfaisant

lim £X(,t) =0, €cw

t—00

ot (., t) défini par (4.24), alors cela montre que, pour t assez grand,
EL(,t) < &%(.,1)
C’est a dire I'erreur de 'observateur régional est plus faible que celle de ’observation régionale.

4.4 Capteurs et observateur régionaux

Le probleme d’observateur régional peut étre étudié par I’'opérateur d’observation C, ce qui signi-
fie que nous pouvons caractériser 1’observateur régional par le choix des structures des capteurs.
Pour cela, supposons que des information soient recueillies sur le systéme par 'intermédiaire de

q capteurs (D, fi)1<i<q (zones, ponctuels, intérieurs ou frontieres).

4.4.1 Cas identité régional

Une condition suffisante pour caractériser ’observateur identité régional a travers la structure

des capteurs est donnée par le résultat suivant :
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Proposition 4.17.

Si les capteurs (Dj, fi)i1<i<q sont w-stratégiques pour le sous-systéme

621 (f t) = Alzl(f, t) + PBu(t) Q
21(,0) = 20,(§) Q (4.47)
z1(n,t) =0 )

alors, le systeme dynamique
o3
(€1 = AR(E1) + Bu(t) + Hoy(6.1) — Ca(E.1) Q
#60) =0 Q (4.48)

L(n,t) =0 ©
est un observateur identité régional pour le systeme (4.5).
Démonstration.
Puisque les capteurs (D;, fi)1<i<q sont w-stratégiques pour le sous-systeme instable (4.47), alors

ce sous-systeme est faiblement w-observable. Comme le sous-systeme (4.47) est de dimension

finie, alors il est exactement w-observable. Donc, il est w-détectable. Ce résultat se traduit par :
1.g>m

2. rang G, = my, Vn, n=1, ... ,J, dans le cas des mesure de ’état du systéme (cas de

conditions aux limites de type Dirichlet), nous avons :

< on; (), fi() >r2(p;) capteurs zones
Gn = (Gr)ij = ©n; (bi) capteurs ponctuels

< n; (), fi(-) >r2r,) capteurs zones frontieres

et dans le cas des mesures du flux (cas de conditions aux limites de type Neumann), nous

avons :

Opn,

<5, (-), fi(:) >12(p,) capteurs zones

_ o Oipn;
Gn = (Gn)ij = 8—(()1) capteurs ponctuels

v
aSOnJ .

< (-), fi(:) >r2r,) capteurs zones frontieres

ov

ousupm, =m<ooetj=1,...,m,. Puisque le sous-systeme
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%%Q£J) = Az(&,t) + (I — P)Bu(t) Q
2(£,0) = 20,(§) 0 (4.49)
Z2(77a t) =0 S

est w-stable, par conséquent le systéme (4.5) est w-détectable. En utilisant les propositions
4.12, 4.13 et 4.14, on obtient le systeme (4.48) qui est un observateur identité régional pour le

systeme (4.1) avec la fonction de sortie (4.2).m

4.4.2 Exemple
Dans cet exemple on discute deux cas particuliers :
Le cas Dirichlet.

Considérons le systeme décrit par I’équation parabolique suivante

0z 0%z
— = — 1
F60 = gaEnT260 1.1 t>0
2(0,t)  =2z(1,t)=0 t>0 (4.50)
2(£,0) = z(§) 10, 1]
avec w =0, ] une sous-région de € =0, 1[. Supposons qu'il existe un seul capteur (D, f) avec

— L

0 B Q 1

Figure 23: Le domaine €, la région w et la localisation du capteur D.

D =& —1,& + 1] C]0, 1] (voir figure 23). Alors, la fonction de sortie est donnée par

w(et) = [ =& 0 () (451)

2
Les fonction propres de l'opérateur (= + 1) sont données par

&2

et les valeurs propres données par
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Supposons que 32 ¢ @, alors dans ce cas, la multiplicité de \, est m, = 1,Vn, n =1, ... ,J.

Considérons le systeme dynamique

z 22

SHED = S(E 0+ 260+ HL(ED - Cal6.0) 0.1, 150

#(0,t)  =#(1,6)=0 t>0 (4.52)
HE0) = doe 0.1]

et supposons que le capteur (D, f) est w-stratégique pour le sous-systéme instable du (4.50),

alors nous avons le résultat suivant :

Corollaire 4.18.
Le systéme (4.52) est un observateur identité régional pour le systéme (4.50)-(4.51) si

| senreds o
D

Cas particulier :

1. cas zone : si f(§) est une fonction symétrique par rapport a la droite & = &y, alors le
systéme (4.52) est un observateur identité régional pour (4.50)-(4.51) si et seulement si
n&o/B ¢ IN pourn,n=1, ..., J.

2. cas ponctuel : si f(&) = §(§ —b) avec D = {b} €]0,1[, alors le systéme (4.52) est un
observateur identité régional pour (4.50)-(4.51) si et seulement si nb/3 ¢ IN pour n,
n=1, ..., J.

Le cas Neumann.

Dans ce cas, le systeme (4.50) peut étre écrit sous la forme suivante

0z 0%z
0z 0z B (4.53)
5(0,1&) _6y(1’t)_0 t>0
2(670) = 20(5) ]071[
augmentée de la fonction de sortie donnée par
0z
v = [ e (4.54)
p Ov
2
Les fonctions propres de 'opérateur (a—{52 + 1) sont données par

N

0= (2) enr ()
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On suppose que le systeme dynamique lié est décrit par

x 2x
Plet) = I& 0+ a6+ Hly(e.) — Cale.0) 011,650
Oz _ Ox B (4.55)
E(O’t) —5(1,75)—0 t>0
2(§,0) = xo(§) 10,1

et que le capteurs (D, f) est w-stratégique pour le sous-systéme instable de (4.53), alors nous

avons le résultat suivant :

Corollaire 4.19.
Le systéeme (4.55) est un observateur identité régional pour le systéeme (4.53)-(4.54), si

| At o
Cas particulier :

1. cas zone : si f(€) est une fonction symétrique par rapport a la droite & = &g, alors le
systeme (4.55) est un observateur identité régional pour (4.53)-(4.54) si et seulement si
n& /B & IN pourn,n=1, ... ,J.

2. cas ponctuel : si f(&) = d(§ —b) avec b €]0, 1], alors le systéme (4.55) est un observateur
identité régional pour (4.53)-(4.54) si et seulement si nb/3 & IN pourn, n=1, ... ,J.

4.4.3 Cas d’ordre minimal régional

Une autre condition suffisante pour 'existence d’observateur d’ordre minimal régional peut étre

obtenue par la proposition suivante :

Proposition 4.20.
Si la suite de q capteurs (D, fi)1<i<q est w-stratégique pour le sous-systéme instable

621

E(&a t) = Anz1(&t) + Aaza(E,t) + Biu(t) Q
21(€,0) = 2,(§) Q (4.56)
z1(n,t) =0 €]

alors, le systeme
%(g,t) = Apd(&,1) + [Bault) + Any (&, 1)) + Ho[§(6, 1) — Ad(6,1)] Q
$(£,0) = 20(&) . a0

T(n,t) =0 ©
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est un observateur d’ordre minimal régional pour le systeme

87:1
ot A Ag 21 By
= + u (4.58)
9% Ao Ago ) By
ot
avec la fonction de sortie
y(&:t) = 21(6,0) (4.59)

Démonstration.
Nous avons des informations sur une partie de Iétat z(£,¢) du systeme (4.58) fournies par g
capteurs et par la fonction de sortie (4.59). Si les capteurs (D;, fi)i<i<q sont w-stratégiques

pour la partie instable (4.56), alors cette partie est w-détectable. Si la partie qui reste

%(f, t) = Ag1z1(&,t) + Aza(€,t) + Bou(t) Q

2(£,0) = 29,(§) Q0 (4.60)

zo(n, 1) =0 o

est w-stable, alors le systeme (4.58) augmenté de la fonction de sortie (4.59) est w-détectable. Par
conséquent, le résultat découle immédiatement du théoreme 4.15. D’ou le systeme dynamique

(4.57) est un observateur d’ordre minimal régional pour (4.58)-(4.59).m

4.4.4 Exemple

Considérons le cas ou un systeme d’échange & deux phases est décrit par les équations

paraboliques couplées

%21 ) = aLZliet) 4 Bl t) — 22(68)) 10,11, ¢ 0

ot >’ _a8§2 ’ A1 72\ Y

92 ) =202 ) 4 Blaalest) — m(es)) 10,11, 50

at ) =7 652 ) 22(G, 221G, s L1y

S(60) = 20,(6), 2(,0) = 20,(6) 10,1] (4.61)
zl(O,t) =Zl<1,t>=0 t>0

22(0,15) :Zg(l,t):() t>0

et considérons une sous-région w = [31, B2] CJ0, 1[. Supposons qu'il soit possible de mesurer un

des états du systeme, par exemple 21 (&, ), en utilisant ¢ capteurs zone (D;, f;)1<i<q. La fonction
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de sortie (3.2) est, alors donnée par

tr
6. t) = [ | ann@d . [ zl(f,t)fq(é)d€] (4.62)
Dy Dy
Maintenant, le probléeme revient & construire asymptotiquement 1’état z9(&,t). Considérons
821
9s o A Ax 21
5= = (4.63)
% A21 AQQ Z9
ot
ol o2 o2
21 %)
A = _— — JE—
11 04852 + 8, Axn 7652 +
et

A12 = A21 = _BI

A partir de la proposition 4.20, nous pouvons construire un observateur d’ordre minimal pour

le systeme (4.61)-(4.62) si les capteurs (D;, fi)i1<i<q sont w-stratégiques pour le sous-systeme

azl 82

(ga ) 852 (57 )+ﬁ21(§,t)—ﬁ21(§,t) ]071[7 t>0
21(0,8) =z (1,t)=0 t>0 (4.64)
Zl(‘SaO) = 201(5) ]07 1[

avec v = 0.1 et § = 1, on peut obtenir le corollaire suivant :

Corollaire 4.21.

Si les capteurs sont choisis de telle sorte que
| e nn@de£0,vi, 1<i<q

alors, nous avons
tlirglo[(w(ﬁ,t) + Hyz1(€,t) + 22(&,t)] =0, €w

ou

ow 82
26D =15z (60 + 80+ How(E1
+(y— )852 (&) + BHS = Dz (8,1) ]0,1[ >0 (4.65)
w(€,0) = wo(8) 0.1l
w(O,t) :w(l,t):O t>0.
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Cas particulier :

1. cas zone : si fi(§) est une fonction symétrique par rapport a la droite & = &o,, alors le

systeme

8:132 82

(57 ) =0.1 652 (5 t) 01$2(€,t>+Hw(21(€,t) —C$2(€,t)) ]051[7 t>0
Z'Q(O,t) :.%'Q(I,t):o t>0
352(5,0) = 1;20(5) ]051[
(4.66)

est un observateur d’ordre minimal régional pour (4.61)-(4.62) si et seulement si n(&o, —
B1/B2— (1) € IN pourn,n=1, ... ,J.

2. cas ponctuel : si fi(§) = 0(§ — b;) avec D; = {b;} €]0,1], alors (4.66) est un observateur
d’ordre minimal régional pour (4.61)-(4.62) si et seulement si n(b; — f1/P2 — 1) & IN

pourn,n=1, ... ,J.

Dans le cas de Neumann, le systeme (4.61) décrit par

821 8221
(5 t) :aan (&,t) + B(21(8:1) — 22(&, 1)) ]071[7 t>0
26t) =102 60+ B(6D ~ 2 01L 130
21 (57 O) = 20, (5)’ 22(57 0) = 202 (5) ]07 1[ (467)
82’1 8z1
ey —(0,1) =3, (1,t)=0 t>0
0z9 0z9
aV(Ot) =2 (1,t) =0 t>0
est lié avec
83:2 9%z
(€7 ) =0.1 652 (57 ) + 0-1x2<£7t) + Hw(zl<£7t) - Cx?(ﬁvt)) ]07 1[7 t>0
Oz _ Oxy (4.68)
e —(0,1) au(lt) 0 t>0
1’2(5,0) 21'20(5) ]071[

on peut facilement déduire le résultat suivant :
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Corollaire 4.22.

1. Capteurs zones : si f;(§) est une fonction symétrique par rapport a la droite & = &1,
alors le systéme (4.68) est un observateur d’ordre minimal régional pour (4.67)-(4.62) si
et seulement si n(&1, — P1/B2 — P1) € Q pourn, n=1, ..., J.

2. Capteurs ponctuels : si fi(§) = 6(& — b;) avec b; €]0,1], alors (4.68) est un observateur
régional d’ordre minimal pour (4.67)-(4.62) si et seulement si n(b; — B1/P2— 1) & @ pour

n,n=1, ..., J.

4.5 Observateur régional et systeme bouclé

Le probleme qui surgit naturellement est celui du systeme en boucle fermée régionale utilisant

lobservateur régional (voir la figure 24). Dans cette section, nous développerons les résultats de

Gressang et Lamont [56] au cas régional en considérant une sous-région donnée w de €.

4.5.1 Controle et observateur régional

Considérons maintenant le systeme (4.5) excité par le controle (régional) en contre-réaction
u=—D,2 (4.69)

ot D,, est un opérateur linéaire borné : L?(w) — IRP. Le systéme (4.5)-(4.69) avec I'observateur

de Luenberger régional (4.8) s’écrit

%(g,t) = Az({,t) + Bu(t) Q
H60) = 200 o
2nt) =0 o
wp) = D) 0
y(t) = Cz(,t) Q (4.70)
Het) = Ry(en) + 52D 0
P = Rublet) + Gunlt) + Hoy(&,1) @
HEO) = Hofo) 0
z(n,t) =0 )
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Considérons une sous-région w de 2. Maintenant, les équations précédentes conduisent a

26t) = Asle.d) - BDLAE ) 0
2(£,0) = =0(§) Q
z(n,t) =0 S
A (4.71)
2(6) = Rub(e.t) + Gun(e.t) + HuCo(6.1) ©
z(n,t) =0 C)
En insérant (4.15) dans la premiere équation de (4.71), on obtient
0
5 (&1 = (A=BDL)z(6.t) = BDLS(,1) Q
2(60) = =0(¢) Q (4.72)
z(n,t) =0 )
ou ¢(&,t) = x(&,t) — 2(&,t). A partir du théoreme 4.6, nous avons alors
) B
$(€,0) = o(§) @ (4.73)
¢(n,t) =0 ©
et donc le systeme entier peut étre écrit comme suit
0z A—BD, BD,S 2
ot
5 = (4.74)
ae 0 F,
ot ¢

Cependant, avec la conséquence précédente, nous avons le résultat suivant :

Proposition 4.23.
Le spectre du systeme entier (4.74) est la réunion du spectre du systéme en boucle fermée

régionale (4.72) et du spectre de ’'observateur régional (4.8).

Démonstration.

Compte tenu du résultat précédent et comme A, B, D, et S sont supposés étre des opérateurs
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linéaires bornés, alors la théorie des perturbations implique que I'opérateur

A-BD, BD,S
Aw -
0 F,

engendre un semi-groupe fortement continu. Donc la résolvante p(.A,,) est non vide et peut étre

exprimée par

p(As) = p(A— BD,) () p(BD,S)

Finalement nous avons

o(Ay) =o(A— BD,,) | J c(BD.,S)

ou o(A,) dénote le spectre de A,,.m

O B @2 systeme—2—() c Y0

A A
x  [Observatedr ‘x
G, \@ régional S
F(JL)
-D
W

Figure 24: Systeme en boucle fermée régionale
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4.5.2 Controle et observateur identité régional

Reprenons le systeme (4.5) qui est excité par un controle (régional) en contre-réaction (4.69)

obtenue par utilisation d’un observateur identité régional

%(f,t) = Az(&,t) + Bu(t) Q
2(6,0) = 20() Q
2(nt) =0 e
y() = Cz(¢,1) Q
w(t) = —Du2(6,0) o) (4.75)
Het) = #(60) 0
Wt = A0 + Bult) + Ho(y(6.0) ~ Cale.) @
HEO) = #9) 0
B, t) = 0 o
en portant Péquation (4.69) et (3.2) dans le systéme (4.75), nous obtenons
%(g,t) = Az(¢,t) — BD2(€,t) Q
2(£,0) = 20(§) Q
z(nt) =0 e
(4.76)

TED) = A ) - BDLAED ~ HLOG(E D)~ 2(6,1) Q

z(n,t) =0 (S

En introduisant (4.26) et en utilisant les propositions 4.12, 4.13 et 4.13, nous avons
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%?@ﬂ — (A= BD,)2(¢,t) — BDue(&,t) Q
2(£,0) = z9(§) {
z(n,t) =0 ©
(4.77)
eE,t) = (A— H,O)el€ 1)) Q
e(£,0) = egl€) 0
e(nt) =0 ©

oue({,t) =z(&,t) — (&, t). Le systeme complet (4.77) peut étre écrit sous la forme matricielle

0z
e A—BD, BD,S 2
t
_ (4.78)
de 0 A—H,C e
ot

ce résultat permet d’avoir la proposition suivante :

Proposition 4.24.
Le spectre du systéme complet (4.78) est la réunion du spectre de l'opérateur (A — BD,,) et du
spectre de l'opérateur (A — H,,C).
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4.5.3 Controle et observateur d’ordre minimal régional

Dans cette section, nous étudierons les propriétés du systeme controlé en boucle fermée avec

Pobservateur d’ordre minimal régional. Ici, la forme réduite du systeme (4.5) est donnée par

%@’t) = Anzi(§t) + Azn122(&,t) + Biu(t) Q
21(£,0) = 20,(§) Q
z(nt) =0 o
y(t) = 21(&,1) 0 w79)
P2e) = Awn(En) + Ans(E D) + Bault) ©
2(€,0) = 20,(€) Q
2(nt) =0 o

En utilisant les propositions 4.12, 4.13 et 4.13, le systeme
0z . - .
SLED = AnilEt) + [Any (1) + Bau(t)] + HL[H(E,1) — A (€,0)] Q
#(&,0) = &0(8) Q (480
I(n,t) =0 ©

est un observateur identité régional pour le systeme suivant

Set) = Ana(et) + [Aay(6 1) + Bpu(t)] Q
a€0) = aofe) 0
(4.81)
a(n,t) =0 €]
g(&vt) = AlQCL(gat) Q

Le controéle régional en contre-réaction est donnée par

u=—D,2 (4.82)
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ou Bu(t) = A21y(§,t) + Bau(t). Le systéme complet peut étre exprimé par

0et) = Anal6 1) + [Any(€.1) + Byul) 0
a(6,0) = aol¢) Q
a(n,t) =0 )
£(§,0) = Zo(¢) Q
i(m,t) =0 ©
§(&1) = Ana(§,t) Q
a(t) = —DuA(E ) 0
Le systeme (4.83) donne
SHED) = Amalét) ~ BDLAEY 0
a(f,O) = (10(5) Q
G(Uat) =0 ©
. (4.84)
%(57’5) = Api(§,t) — BD,2(§,t) + Hy[A12a(§,t) — A122(§,1)] Q
Z(n,t) =0 S)
Le systeme (4.84) peut alors étre décrit sous la forme matricielle
Z'g (A22 — BDw) BDW Z9
= (4.85)
é 0 (A22 — HwAlg) I3

oue(&,t) =x(&,t) — z2(&, t). Ainsi, nous avons le résultat suivant :

Proposition 4.25.
Le spectre du systéeme complet (4.85) est la réunion du spectre de 'opérateur (Agss — BD,,) et du
spectre l'opérateur (Ago — H,A12).
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Chapitre 5

5 Observateur de Luenberger régional : cas frontiere

Dans ce chapitre, nous considérons le probleme de ’observabilité asymptotique régionale dans
lequel la région considérée est située sur la frontiere du domaine §2. Nous établissons différentes

approches pour la reconstruction asymptotique de ’état sur une région I' de 9f).

5.1 Formulation du probléme

Considérons un systeme distribué défini avec les données suivantes :

e Un ouvert 2 de IR™, régulier borné de frontiere 0f).

e Une partie non vide I' C 9¢2, de mesure positive.

e Posons Q = Qx]0, 00[, © = 90Qx]0, o0].

e Les espaces Z = H'(Q),U = L?(0, 00, IR?), O = L?(0, 00, IR?) considérés dans ce chapitre sont
des espaces de Hilbert séparables et désignent respectivement les espaces d’état, de controle et
d’observation.

e A est un opérateur différentiel du second ordre, linéaire, auto-adjoint a résolvante compacte
qui engendre un semi-groupe fortement continu (S (t))e>0 sur Z = H(Q). Le systéme considéré

est décrit par I’équation parabolique suivante

0z
E(gvt) :Az(éat)—i_Bu(t) Q

2(£,0)  =2(§) Q (5.1)
%(n,t) =0 ©]

Les mesures peuvent étre obtenues par 'utilisation de capteurs zones, ponctuels ou lignes qui
peuvent étre placés a l'intérieur de Q (ou sur la frontiere 0€2) (voir [45, 50]). La fonction de

sortie est
y(.,t) =Cz(.,1t) (5.2)

ot les opérateurs B € L(IRP, HY(Q)) et C € L(H(Q), IRY) dépendent de la caractérisation des
actionneurs et des capteurs. Sous les hypotheses précédentes, le systeme (5.1) a une solution

unique donnée par .
26,8) = Sa(t)z0(€) + /0 Su(t — ) Bu(7)dr. (5.3)

Le probléme consiste & construire un estimateur régional de T'z(§) sur I". Considérons les points

suivants :
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e L’opérateur K linéaire, défini par
K:HY(Q) — L%*(0,00,IR%)
z — CS4()z
et dans le cas de capteur zone interne il est borné, son adjoint noté par

K*: L*(0,00,RY) — HY(Q)
t
g — / S4(r)CMy* (., 7)dr.
0
e [’opérateur trace d’ordre zéro
Yo : HH(Q) — H2(09)

qui est linéaire, surjectif et continu. Son adjoint est désigné par ~;.

e Pour une région I' de 012, soit x. 'opérateur défini par
Xr i HZ(09) — HZ(T)
z — XpZ = 2|p

ou z|, est la restriction de z a I'. L’adjoint de x. est noté par x;.

5.2 Détectabilité régionale frontiere

97

La raison principale de présenter la détectabilité exponentielle régionale frontiére sur une région

donnée T" est la possibilité d’observer asymptotiquement (exponentiellement) 1’état courant du

systeme original. Par la suite, nous introduisons les définitions et caractérisations concernant la

notion de détectabilité régionale sur I'.

mesures

Figure 25: Détection de I’état régional frontiere sur I

Définition 5.26.

Le semi-groupe (Sa(t))t>0 est dit exponentiellement stable sur I'espace H %(89) (ou stable sur
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H2 (09)) si pour tout état initial 29 € H'(£2) la solution z(&,t) du systéme autonome correspon-
dant de (5.1) converge exponentiellement vers zéro quand ¢ tend vers co. 11 est facile de voir que
le systeme (5.1) est exponentiellement stable sur 9 si et seulement s’il existe deux constantes
positives My et agn telles que :

< Mage_aant, t> 0

190548 73 oy <

Si (Sa(t))t>0 est un semi-groupe stable sur H3 (Q), alors V zg € H(Q) la solution du systéme

autonome associé a (5.1) satisfait

19020) 3 gy = 1705020 1y oy < Mone™ 20 3 o
et donc
Jim 119020 1,3 = O

Définition 5.27.

Le systeme (5.1) avec la fonction de sortie (5.2) est dit détectable sur 02 s’il existe un opérateur
Hopqo : R — H2(09)

tel que (A — HpoC') engendre un semi-groupe (Sm,,,(t))i>0 stable sur H%(aﬁ)

Les définitions précédentes peuvent étre étendues au cas régional de la maniere suivante :

Définition 5.28.
Le semi-groupe (S4(t)):>0 est dit exponentiellement régionalement stable sur H %(F) (ou sta-
ble sur H %(F)) si pour tout état initial 2o € H*(Q) la solution z(£,t) du systéme autonome

correspondant de (5.1) converge exponentiellement vers zéro quand ¢ tend vers oc.

Définition 5.29.
Le systeme (5.1) est dit régionalement stable sur I' (ou I'-stable), si le semi-groupe engendré par
A est stable sur H%(F)

Remarque 5.30.

Un systeme est I'-stable si et seulement s’il existe Mt et ar > 0 telles que :

< Mpe ™t t>0 (5.4)

Il xev0S5a(.) HH%(F)_

Si (Sa(t))t>0 est un semi-groupe stable sur H%(F), alors V zg € H'(Q) la solution du systéme

autonome associé a (5.1) vérifie

I xrv02(t) ||, 1

o ~ | Xr05a ()20 ||H%(F) < Mre™®* || 2o ||H%(F)
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et donc nous avons

Jim [y 02(t) [, g = 0

Définition 5.31.
Le systeme (5.1) avec la fonction de sortie (5.2) est dit régionalement détectable sur I' (ou

I-détectable) s’il existe un opérateur
Hy: R — H3 (D)
tel que (A — HrC') engendre un semi-groupe (Spy.(t)):>0 stable sur H? (I').

Proposition 5.32.
Supposons que le systéme (5.1) avec la fonction de sortie (5.2) est I'-détectable, alors le systéme

dynamique décrit par I’équation parabolique suivante

0(et) = Anle.t) + Bult) ~ Hr(Cr(&.1) ~y(.1) Q
2(£,00 =0 Q (5.5)

xz(n,t) =0 C)

est observateur régional frontiére sur I' (ou I'-observateur) pour (5.1)-(5.2) si
lim [z(§,t) —z(&,0)] =0, £eTl.
t—o00

Démonstration.

Considérons e(&,t) = z(£,t) — x(&,t) ot (&, t) est la solution du systeme (5.5), nous avons
Oe 0z Ox
a(gvt) = E(fat) - a(gat)

= (A—HrC)e(,1)
avec
e(§,0) = 2(£,0) — z(&,0)
Si lopérateur Hr est tel que le semi-groupe (S, (t))t>0 engendré par (A — HrC) soit stable sur
H%(F), alors :

3 Mrp, ar > 0 tel que || xrv0SH:(.) ”H%(r) < Mype—or(®),

et donc

et 13 oy < I xrv0Sh: () HH%mII e(-0) | < Mre®® | e(,,0) |
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Finalement, le systeme dynamique (5.5) est un I'-observateur pour le systeme (5.1)-(5.2).m

Remarque 5.33.

1. Un systeme exponentiellement I'-détectable est asymptotiquement I'-détectable.

2. Un systeme I'-détectable est I'j-détectable pour tout I'y C I

A partir de ces résultats, on peut déduire qu’il existe yr > 0 tel que
1
156702 3 oy < 0 | €840 2o 0 V2 € HAT)

5.3 Capteurs et détectabilité régionale frontiere

Dans cette partie, nous caractérisons la détectabilité régionale frontiére en employant la struc-
ture des capteurs et nous donnons une condition suffisante pour la notion de la détectabilité

exponentielle régionale sur I'.

5.3.1 Préliminaires

Ici, nous présentons une méthode qui permet la détection de 1’état courant x(§,t) sur I', basé
sur la détectabilité régionale interne. En utilisant la remarque 2.9, nous avons la proposition
suivante :

capteurs

Figure 26: Sous-domaine w;., région I' et capteurs

Proposition 5.34.
Si le systéme (5.1) avec la fonction de sortie (5.2) est exponentiellement régionalement détectable

sur @y, alors il est I'-détectable.

Démonstration.
Soit z(,t) € H%(F) et z(£,t) son relevement dans H%(BQ) En utilisant I’équation (2.37) et le
théoréme de trace, il existe Rz(&,t) € HY(Q) ([23]) a support borné tel que

’70(72’2(57 t)) = 2(£7 t)'
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Puisque le systeme (5.1) avec la fonction de sortie (5.2) est exponentiellement régionalement
wr-détectable, alors il est exponentiellement régionalement w,-détectable (Ref. [11]). Ainsi, il

existe un opérateur H,, : IRY — H'(w,) donné par

Hy,y(,t) = Xu, Ky (., 1)

tel que (A — H,, ¢) un opérateur engendre un semi-groupe (S, (t))s>0 est exponentiellement

régionalement stable sur H'(w,). Pour tout z € O, nous avons alors
X KTy (1) = X, RZ(€, 1)
d’ou
Xr (Y0Xa, X KY) (1) = 2(€,1).
et par conséquent il existe un opérateur
Hr = xr(YoX5, Xw, Ky) : IRT — H2(T)
tel que (A— HrC') engendre un semi-groupe stable sur Hz (I'). Finalement le systeme (5.1)-(5.2)

est I'-détectable.m

5.3.2 Une condition suffisante pour la détectabilité régionale frontiere

Dans cette section, nous caractérisons le concept de la détectabilité régionale frontiere en relation
avec les structures de capteurs. Dans ce but, nous considérons que le systeme (5.1) avec des

mesures prises par ¢ capteurs, alors la fonction de sortie (5.2) est donnée par
yi(ot) = (Wi(1), - s yg(1))
Dans le cas de capteurs ponctuels, on a
yi(.,t) = z(b;,t) avec b; € Q pour 1 < i < q.
et dans le cas ou les capteurs zones sont localisés sur la frontiere
yi(t) = /1“ z(n,t) fi(n)dn avec T; C Qpour 1 <i < gq.

Supposons qu'il existe un systeme complet de fonctions propres (¢n,;) de A dans H L(Q) associées
aux valeurs propres A, de multiplicité k,, et que k = sup k,, soit fini. Si les fonctions (vm,)
définies par 1, (§) = XTY09Pm, (&), admettent un systeme complet sur H %(F) et si le systeme

(5.1) a des J modes instables, alors nous avons le théoréeme suivant :

Théoréme 5.35.
Supposons qu’il existe q capteurs (D;, fi)1<i<q et que le spectre de l'opérateur A contienne J
valeurs propres non-négatives. Le systéme (5.1) avec la fonction de sortie (5.2) est I'-détectable

si et seulement si :
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1. q>k
2. rang Gy, =k, VYm, m=1, ... ,J avec
< om; (), fi(.) >12(p,) cas zone sur la frontiere
Gm = (Gn)ij = O, (bi) cas ponctuel sur la frontiere
< m;(.), fi(-) >r2(r,) cas zone sur la frontiere
ounj=1, ...  kp.
Démonstration.

La démonstration est présentée dans le cas des capteurs ponctuels. Ainsi, la fonction de sortie

(5.2) est écrite sous la forme
n(t) = [ 608~ b =1, g (56)

Sous les suppositions citées dans ce chapitre, le systéme (5.1) peut étre décomposé par

Pl = Amlen +PBul) ©

S(60) = 20,(8) Q (5.7)
or1

E(Tht) =0 ©

ou z1(€,t) est la composante d’état de la partie instable du systeme (5.1) et

822

o (68) = Aom(€0) + (I~ P)Bu(t) Q
22(€,0) = 20,(8) Q (5.8)
%(n,t) =0 ©

ou la composante d’état de la partie stable du systeme (5.1), P et I — P sont les projections
des sous-systemes instable (respectivement stable) de (5.1). Ainsi, le vecteur d’état peut étre

donné par z(£,t) = [21(€,1) 22(&,1)]" et Popérateur A; est représenté par une matrice de I'ordre
J J
(Z Em, Z k) défini par
m=1 m=1
Ay =diag [\, ..., A,e.u Ay, ... M) et PB = [Gt{,G;T, Gf,}

En employant la condition (2) de ce théoreme, nous déduisons que la suite (D, fi)i<i<q de

capteurs est I'-stratégique pour la partie instable du systeme (5.1), le sous-systeme (5.7) est
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faiblement I'-observable et puisqu’il est de dimension finie, alors il est exactement I'-observable.
Par conséquent il est [-détectable, i. e. il existe un opérateur H} tel que (A; — HEC) est un

générateur de semi-groupe stable sur H 3 (I"), ce qui signifie :

IME, af > 0tel que || MOy < MO, vt

alors, nous avons

— Al
21 g gy < MmO [ Po ]y

, vt

)

puisque le semi-groupe engendré par l'opérateur Ao est stable, alors il existe Mlg, a% >0
vérifiant

22l < MEFO I (= Phaol

t
2 —a? (t—7) _
+ [ MR (1= Py el | dr

et donc z(,t) converge vers zéro quand t — oco. Ainsi, le systeme (5.1)-(5.6) est I-détectable.

Réciproquement, si le systeme (5.1) avec la fonction de sortie (5.6) est I-détectable, alors il existe
un opérateur Hp € E(RQ,H%(F)) tel que (A — HrC') engendre une semi-groupe (Su..(f))e>0

stable sur l'espace H2 (T), alors :

dMr, ar > 0 tel que H XFSHF(‘) HH%(F) < Mpefo‘l"(t)

D’oti le sous-systeme (5.7) est I'-détectable et par conséquent il est I'-stable ([11]). Rappelons
qu'un systeme est faiblement I'-observable ([103]), i. e. Kyjxpz® = 0 = 2" = 0. Pour

z* e H%(F), nous avons

J Em
Kyoxrz® = (Z et Z < OmjH VX2 >T < Pmys O, >D,)i=1, ... q
m=1 j=1
J Em
= (Z e/\mt Z < XF’YOSOmjaZ* >F < SOmja(sbi >Di)i:1, e sq
m=1 j=1
J km
— (Z ekmt Z < ¢ﬁlj; Z* >r < Somjaébi >Di)i=1, BN
m=1 j=1
1
Si Gy, # km, pour m, m =1, ... ,J, alors il existe (2* # 0) € Hz(I'), tel que K~5xf2* = 0,
cela amene a .
Z < 77/}771]'73* >r < meﬁébi >D¢: Oa 1= 17 - q
Jj=1
Les vecteurs d’état z,, donnés par
tr
o = [< Uiy 25 >0, < Gy, 2 > A0, =1, g
alors on obtient G,,z,;, = 0 pour tout m, m = 1, ... ,J. Finalement on déduit que le sous-

systeme (5.7) est non faiblement I'-observable. Par conséquent le sous-systeme (5.7) est non

I'-stable. Alors le rang G,,, = ky,, pour m, m=1, ... ,J. m
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5.4 Observateur de Luenberger régional frontiere

Dans cette section, nous proposons une approche qui permet de déterminer un estimateur
régional asymptotique pour ’état courant T'z(&,t) sur I', basé sur l'observateur régional interne.
Cette approche est une extension du chapitre précédent. Pour cela, considérons le systeme

(5.1)-(5.2) avec le systeme dynamique lié
Ox
E(ﬁat) = Fg,z(§t) + Go,u(é t) + Hp,y(€ 1) Q
2(£,0) = a0(¢) Q (5.9)
z(n,t) =0 ©
ot Fy, engendre un semi-groupe (Sg, (t))s>0 fortement continu qui est exponentiellement

régionalement stable sur L?(w,), Gz, € L(IRP,L?*(&,)) et Hy, € L(IRY, L?(&,)).

Proposition 5.36.
Si le systéme dynamique (5.9) est un observateur régional sur w, pour le systéeme (5.1)-(5.2),

alors il est un I'-observateur.

Démonstration.
On utilise la méme hypotheése dans la proposition 5.34 tel que z(&,t) € H%(F) et (&, t) €
H%(8Q), ainsi il existe RZ(&,t) € H(Q) & support borné tel que

Puisque le systeme (5.9) est un observateur asymptotique régional sur @,, alors on peut déduire

que :

1. le systéme dynamique (5.9) est un observateur régional sur w,, il existe un systeme dy-

namique avec z(&,t) € H'(w,) tel que

et donc nous avons
xXr (Y0X0, Xw, T2) (6, 1) = x(&, 1) (5.10)
Les équations (5.2) et (5.10) permettent d’obtenir

Y C
(&t) = z(§,t)
x xr (Vx5 Xw, T)

et par conséquent il existe deux opérateurs R et S tels que

RC 4 S(xtv0x, Xe, T) = 1.
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2. il existe un opérateur Fy_ qui est régionalement stable sur H'(w,), alors il est régionalement

stable sur I'. D’ou le systéeme dynamique (5.9) est un observateur régional sur I'.m

5.4.1 Reconstruction asymptotique régionale frontiere : cas général

Nous considérons & nouveau le systeme distribué (5.1) avec la fonction de sortie (5.2) donnés

par
Plen) = Asen +Bult) ©
Z(ga 0) = 20(5) Q
) (5.11)
z
%(57 t) =0 e
y(&t)  =Cz(61) Q
supposons que pour T € L(H(2)) il existe un systéme avec z(&,t) € HY(Q) tel que
(&) = xrr0XoxwT2(€,1) (5.12)

et soit It = xYoXx, XwT défini par
Tr: D(A) C HY(Q) — D(F) C H2(T)

ou Ir € C(H% (1)) et Tr € L(H'(), H%(F)) Ainsi, nous avons

S’il existe deux opérateurs R et S tels que R : R — H%(F) et S : H%(F) — H%(F), cela
permet d’avoir les relations suivantes z(§,t) = Ry(&,t)+Sxz(£,t) et RC+STr = I ce qui conduit,
par dérivation de (5.12), a

Ox Ox
=TrAz(,t) + TrBu(t)
=TrASz(&,t) + Tr ARy (&, t) + Tr Bu(t)

Cela suggere de considérer le systéme dynamique (I’observateur)

%(ﬁ,t) = Fri(€,t) + Gru(t) + Hry(&,t) Q

£(€0)  =2o(§) Q (5.13)

—(nvt) =0 ©
A
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qui satisfait 'estimation asymptotique désirée sous les hypothese convenables. Nous avons le

résultat :

Théoréme 5.37.

Supposons que Fr engendre un semi-groupe (Sg.(t))i>0 stable sur H%(F), et qu’il existe R €
L(RY, H2(T)) et S € L(HY2(T)) tels que

RC+STr=1
alors le systeme (5.13) est un I'-observateur pour le systéme (5.12) c’est-a-dire :
thm [TFZ(g,t) - i’(f,t)] = Oa g el
—00

S’il existe Gr et Hr satisfaisant :

TFA — YTy = HFC
(5.14)
et GF = TFB

Démonstration.

Soit e(§,t) = x(§,t) — 2(&,t), alors par dérivation on obtient

Tt = oren) - e
=TrAz({,t) + TrBu(t) — Fra(&,t) — Gru(t) — Hry(&, t)
= Fre(&,t) + [TrA — FrTr — HrClz(&€,t) + [Tr B — Grlu(t)
= Fre(§,t)
Ainsi e(&,£) = S (€,)[Tr20(€) — e(€)] et nous avons

—ap.t
(F)S Mp.e™ " || Trzo(€) — eo(§) HH%(F)

e,
qui donne tlg]élo e(&,t) =0.
Maintenant avec 2(£,t) = Ry(§,t) + Sz (&, t) nous avons
et =2(61) = 2(61) = 2(6,1) = Ry(&,1) — SH(E, 1)
2(57 t) - RCZ(&? t) - STFz(fv t) + S[sz(g, t) - ‘7}(57 t)]
S[TFZ(§7 t) - i(ﬁ, t)] = S[Ji(g, t) - j(fa t)] = Se(gv t)

et finalement 1tlim z2(&,t) = z(&,t).m
—00

Remarque 5.38. Pour tout I' C 012, 'erreur d’observation régionale sur I" est plus petite que

Perreur d’observation sur 9€2. Soit

gLf('7t) =[z(,) I, ¢t G]0,00[
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ot 21 (&,1) = 2(&,t) — 2(&, ) est erreur d’observation frontiere 4 chaque instant ¢ et de la méme

maniere au cas interne, considérons

Eoq = {/(¢,t) € H2(9Q) tel que lim 27(&,1) = 0¥ € 90}
et
E, = {5/ (£,t) € H2(09) tel que lim #/(¢,t) = 0vg € T}
nous obtenons Fyn C E. et donc

min ELY (., 1)) < min EL (., 1)).

T Eaq
Nous déduisons que pour n’importe quel I' C 0€2, I'erreur d’observation régionale sur I' est plus
)
petite que 'erreur sur 0€2. Dans les sections suivantes, nous caractérisons l’existence des divers

I'-observateurs par les différents parametres liés a la structure des capteurs :

5.4.2 QObservateur identité régional frontiére

Si on considére Tt = I et Z = X, alors la relation (5.14) du théoréeme 5.37 devient
Fr=A- HrC

ou A et C sont connus. Ainsi, 'opérateur Hr doit étre choisi tel que 'opérateur FT soit un

générateur d'un semi-groupe (Sgy.(t)):>0 stable sur H 2 (I'). Considérons le systeme dynamique
oz . N
HE0) =0 L 519

E(n,t) =0 ©
Cela peut étre appelé le T-observateur identité pour le systéme (5.11). La condition suffisante

pour cet observateur est formulée dans la proposition suivante :

Proposition 5.39.
Si le systeme (5.1) augmenté de la fonction de sortie (5.2) est faiblement I'-observable pour le

sous-systeme instable, alors le systeme dynamique (5.15) est I'-observateur identité pour (5.11).

Démonstration.
Posons e!(&,t) = z(&,t) —2(&, t) ol (&, t) est la solution du systeme (5.11). En dérivant el (¢, 1),
on obtient
del ox 0T
E(&t) = E(ﬁ,t) - E(ﬁﬁ)
= Az(§,t) + Bu(t) — A%(§,t) — Bu(t) — HrC(z(€,t) — 2(§, 1))

= (A= HrC)e(¢,1)



OBSERVATEUR REGIONAL DE LUENBERGER : CAS FRONTIERE 108

Puisque le systeme (5.1) avec la fonction de sortie (5.2) est faiblement I'-observable, cela montre

la relation suivante :

1.g>k
2. rang Gy, =k, VYm, m=1, ... | J avec
< Pm,; (), fil-) >H%(Di) cas capteur zone
Gm = (Gn)ij = (5.16)
©m; (bi) cas capteur ponctuel

alors le systeme (5.11) est I'-détectable, il existe un opérateur Hr € E(IR‘],H%(F)) tel que
(A — HrC) engendre un semi-groupe (Sw,(t))t>0 fortement continu, stable sur H%(F) qui

satisfait :

3 MF, ar > 0, || XFSHF(-) ”H%(F) < Mre_ar(t)

Finalement, nous avons

le'(.,1) sy = 1xeSac () | ()l < Mre=r® | z0() |

byl 20

et donc e!(&,t) — 0 quand t — oo, € € I'. Considérons 2(€,t) = #(&,t), alors nous avons

Z(&at) - 2(€7t) = Z(&at) - i‘(f,t) = el(fvt)

Par conséquent
lim 2(¢,t) = z(&,t).m
t—o0

Remarque 5.40.
Considérons
L
EFN () =l e (e [, t€lo,00f

ott el (&,t) = z(&,t)—2(£,t) est I'erreur d’observation identité régionale frontiere & chaque instant
t. Soient
El, = {el(€,1) € Hz(99) tel que lim e/(&,4) =0 V¢ € 00}

et

Eg ={el(¢,1) € H%(GQ) tel que tlg)([)lo el(¢,t)=0veeT}
alors nous avons EéQ C Ei et donc

minEILf(.,t) < miné’ff(.,t).
By b0
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5.4.3 Observateur d’ordre minimal régional frontiére

L’observateur d’ordre minimal régional frontiere est utilisé quand la fonction de sortie fournit
des mesures d’une partie du vecteur d’état sur la région 2\ I', alors un observateur est nécessaire

pour construire la partie inconnue de I'état sur la région I'. Dans ce cas Z = Z |g\r © Z |r, le

21
y R =
Aoy Ago 29 By
ol 21 € Z‘Q\F, w € 2., B € E(Z‘Q\F, IRP) et By € L(Z),, IRP). Ainsi, le systeme (5.1) peut étre

décrit sous les formes suivantes :

systeme (5.1) peut étre décomposé par :

A Ar B

A= , B= (5.17)

%(g, 1) = Anz(E ) + A€, ) + Biu(t) Q
21(€,0) = 20,(&) Q (5.18)
z1(n,t) =0 S}
et o,
E(f, t) = Ag121(&,t) + Aeza(€,t) + Bou(t) Q
22(£,0) = 20,(§) Q (5.19)
zo(n,t) =0 S}
augmenté avec la fonction de sortie
y(&,t) = z1(§,0) (5.20)

ou 2(57 t) = Zz1 (57 t) D 22(57 t)
Dans cette section, le probleme revient a définir un I'-observateur identité pour le systeme (5.19).

Alors, a partir des équations (5.19)-(5.20) nous avons

%(g,t) — Aooz(£,1) + [Boult) + Aory(£,8)] O

2€,0) = 2(8) 0 (5.21)
z(n,t) =0 ©
avec la fonction de sortie
ﬂ(f, t) = A122<€7 t) (522)

Le résultat principal de cette section est représenté dans le théoreme suivant :
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Théoreme 5.41.
Si le systéme (5.21) avec la fonction de sortie (5.22) est faiblement I'-observable pour le sous-

systéme instable

%(f, t) = Anz(61) + Anz(l 1) + Bau(t) Q
2(8,0) = z0,() &
22(777t) =0 @

alors, le systeme dynamique
92 (€1) = Aml€.0) + [Bou(t) + Any(E, 0] + Hr[5(6.1) ~ Ani(€.8)] ©
(¢, 0) Zo(§) Q (5.23)

z(n,t) =0 C)

est un I'-observateur d’ordre minimal pour (5.21)-(5.22).

Démonstration.
D’apres la proposition 5.39, si le systeme (5.21)-(5.22) est faiblement I'-observable pour le

sous-systeme instable, alors ¢ > k et le rang G,,, = ky,, Vm, m=1, ... ,J avec

< om,; (), fil-) >H%(D,~) cas capteur zone

©m, (bi) cas capteur ponctuel

La solution du systeme dynamique (5.23) peut étre donnée par

£(&,t) = Suy(t)20(§) + /Ot Sy (t — 7)[Bau(r) + A21y(§, 7) + Hry(§, 7)]dT (5.25)

Remplacons dans I’équation ci-dessus g(&, 7) par

621

g(&,t) = Apz(§,t) = E(fa t) — Anz1(§,t) — Bru(t) (5.26)

nous obtenons

HEt) = S (030(©) + [ Sue6 - HeGHEmr + [ St =) [Bau(r)

(5.27)
+A21y(§, 7) — HrAnz1(§, 7) — HrBru(r)]dr
Intégrons par parties le premier terme de (5.27)
t 8,21
/ Se(t = T)Hr 22 (€ T)dr = Hri(€,t) — Sue(t) Hrzo, €)
0 t (5.28)

¢
+ (Aaa — HrAj2) /0 Spp(t — 7)Hrz1 (&, 7)dr
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alors I’équation (5.25) devient

z(&,t) = Sup(t)2o(&) — Sy (t)Hrzo, () + Hrz1(€,t)
¢
+/0 Sup(t —7)[AsgHr — HrA19Hr — Hr A + Aoi]z1(€, 7)dr (5.29)
¢
+ /0 Sy (t — 7)[Ba — HrByJu(r)dr

Considérons w(¢,t) = (&, t) — Hry(§,t) avec w(&,0) = wo(§) = &0 — Hyw 20, (), et supposons que
(AQQHF — HrA\oHr — HrAq1 + AQl) et (Bg — HpBl) sont fortement continus et par dérivation

de (5.29), nous avons

65;)(5, t) = (Age — HrAi2)w(&, t) + (AeeHr — HrA1oHr — Hr A1y

+ A21)y(§,t) + (B2 — HrBi)u(t) Q (5.30)
w(&,0) = wo(§) Q
w(n,t) =0 C)

et par conséquent

W)~ ety = (wl&.1) + Hry(& 1) — 22(61)

= (Ag2 — HrA12)(2(£,1) — 22(£, 1))

En utilisant (5.24), le systeme (5.21)-(5.22) est I'-détectable, et donc il existe un opérateur
Hr € E(Zb\r, Z).), tel que Az — H, A1 engendre un semi-groupe (Spy.(t))i>0 stable sur Z,

3 My, ap, > 0tel que || xrSu.(.) HH%(F)S My, e ®

Finalement
1t =220 gy gy < 10Sae ) gy 150500 = 22050) Ly o
< MHFe*aHr(t) || :i(,O) — 22(.,0) HH%(F)
D’ou

Jim (#(6.1) - 2(6,8) =0

Si on consideére

y ]

w + Hry

alors #2(,t) estime asymptotiquement zo(,t) et le systeme (5.23) est un I'-observateur d’ordre
minimal pour (5.21)-(5.22).m
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5.5 Observateur régional frontiere et systeme en boucle fermée

Dans cette section, nous étendons les résultats précédents au cas régional frontiere ou I' est un
sous-ensemble de w. Le probleme qui surgit naturellement est comment concevoir un systeme
en boucle fermée régionale en utilisant seulement I'information partielle sur I’état z(,t) fournie

par la fonction de sortie (5.2).

5.5.1 Controle et I'-observateur

Considérons maintenant le systeme (5.1) qui est excité par
u(t) = —Dra(&, 1) (5.31)

ou Dr est un opérateur linéaire borné : Hz(I') — IRP. Ainsi nous avons la proposition

suivante :

Proposition 5.42.
Le systéme (5.11) excité par le contréle (5.31) augmenté du I'-observateur (5.13) s’écrit sous la
forme
0z
8— (57 t) 2(57 t)
t
9 -
e
— (&t e(&,t
% (e.1 (€1
ot
A—-BDr BDrS
Ar =
0 Fr

et le spectre de Ar est la réunion du spectre A — BDr et du spectre du Fr.
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Démonstration.

Considérons le systeme (5.11) avec I'observateur (5.13)

0z
E(&vt)
z(£,0)

y(&,t)
2(&,t)
ot
a(gat)
(&, 0)

&(n, 1)

ouI' C Q est la région considérée.

sous la forme

0z
E(fat)
z(£,0)

z(n,t)

0z
E(Ea t)

(¢, 0)

&(n, 1)

En remplagant 2(&,t) = z(&,t) — Se(§,t) dans la premiere équation de (

0z
E(ﬁ?t)
2(£,0)

z(n,t)

Az(&,t) + Bu(t)
20(8)

0

—Drae, )
Cz(&,t)

Ry(&,t) + Si(E,1)

F,2(&,t) + Gru(t) + Hry(&, t)

2o(§)
0

©

© © v °© 2

Q
Q

S)

Maintenant, les équations précédentes peuvent étre simplifiées

= AZ(&?@ - BDFZ?(&w

20(€)
0

Fpi‘(f, t) + Gru(t) + HpCz(ﬁ, t)

2o(§)
0

(A — BDr)z(€,t) — BDrSe(£, 1)

20(§)
0

2

@

o @ 2

Q

2

@

(5.32)

.32), cela amene a
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ou qb(é-vt) = I(&,t) - j(&a t)'

A partir du théoreme 5.37, nous avons

S = Frel6t) Q

e(§,0) = eo(§) Q
e(n,t) =10 S)
et donc le systeme entier peut étre écrit par
0z A—-BDr BDrS z
ot _
% 0 Fr e

en utilisant la théorie des perturbations, on déduit que 'opérateur Ar engendre un semi-groupe

fortement continu. Par conséquent, nous avons
O’(.AF) = O'(A — BDF) U O‘(FF)

ou o(Ar) dénote le spectre de Ar.m

B B G2 systeme —2%—() C y )

H, O— R

[
N>

A A
I- observateur
G &= X S
r régional
Fr
D

Figure 27: La boucle fermée régionale frontiere
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5.5.2 Cas identité

Dans ce cas, nous avons la proposition suivante :

Proposition 5.43.
Le systéme (5.11) excité par le contrdole (5.81) augmenté du I'-observateur identité (5.15) s’écrit

sous la forme

0

5 & NEGD
del =Ar I
(&) e (&)

ou
A—BDr BDrS

Ar =
0 A—HrC

et le spectre de At est la réunion du spectre A — BDr et du spectre du A — HrC.
Démonstration.

Considérons le systeme (5.11) avec le systeme lié, le I'-observateur identité (5.15) peut étre écrit

sous la forme

%(&t) = Az(&,t) + Bu(t) 0
2(£,0) = z(&) a
z(n,t) =0 o
y(&,t) = Cz(&,t) 0
u(t) = —Drz(&,t) 0 (5.33)
&) = 280 0
%(é,t) = A#(¢,t) + Bu(t) + Hr(y(&,t) — C(&,1) Q
#(£,0) = () a

z(n,t) =0 C)
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En utilisant 1’équation (5.33) et en remplacant 2(,t) = z(&,t) — e!(&,t) nous avons

%(f,t) = (A—BDr)z(¢,t) — BDrel(6,1) Q
2(&,0) = 20(§) Q
z(nt) =0 ©
(5.34)

del A I

(&1 = (A= HrC)e! (€.1)) <
€0 = eh(©) 0
i) =0 ©

ot el (&,1) = 2(&,t) — #(€,t). A partir de (5.34), le systeme global peut étre donné sous forme

matricielle suivante

0z
E A— BDF BDF z
' _ (5.35)
@ 0 A— HrC el
ot

et U(.AF) = O'(A - BDF) U U(A — HFC).I

5.5.3 Cas d’ordre minimal

Dans ce paragraphe, nous étudions les propriétés du systeme en boucle fermée. Ainsi, considérons
a nouveau le systeme (5.21)-(5.22) et le I-observateur d’ordre minimal (5.23). Le controle en
contre-réaction peut étre donné par

w=—Dr? (5.36)
ou Bu(t) = A2a1y(&,t) + Bau(t), nous avons le résultat suivant :
Proposition 5.44.

Le systéme (5.21)-(5.22) excité par le contrile (5.36) augmenté du T'-observateur (5.23) s’écrit

sous la forme

% BE
oeM =4r M
W(5,t) e (&,1)

ol
Aoy — BDr BDr
Ar =
0 Ao — HrAq
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et eM(&,t) = &(&,t) — 22(E,t). Le spectre du Ap est la réunion du spectre (Asy — BDr) et du

spectre de (Aga — HpAjp2).

Démonstration.
La démonstration est identique a celle de la proposition 5.44.
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6 Conclusion

Le travail réalisé dans cette these se situe dans le cadre des mathématique appliquées a
I'automatique théorique. Dans le cas de certains problemes concrets faisant apparaitre une
variable d’espace, il s’agit de réaliser des objectifs non pas sur tout le domaine géométrique
définissant le systéme mais uniquement sur une partie de celui-ci. D’ou l'introduction de cer-
tains notions d’analyse asymptotique régionale que nous avons considérées dans ce travail pour
une classe de systemes distribués. De nombreux concepts d’analyse régionale ont été introduits
pour les sytemes de dimension infinie dans un espace de Hilbert ou la dynamique du systeme est
gouvernée par des semi-groupes. L’objectif principal de ce travail est de surmonter les difficultés
relatives a la nature géométrique du domaine pour les notions de détectabilité et d’observateur.
Diverses propriétés et caractérisations ont été établies, en particulier en relation avec la structure
des capteurs et des actionneurs :

les problemes de détectabilité régionale et de détectabilité régionale du gradient ont été examiné.
Divers exemples sur ces concepts ont été donnés pour des systemes particuliers. On a montré
la possibilité de construire un estimateur asymptotique régional de ’état courant d’un systeme
parabolique linéaire. On a aussi montré que ’erreur de reconstruction régionale est plus petite
que lerreur de reconstruction dans le domaine global. Ces résultats ont été étendus au cas

régional frontiere.

A travers cette étude, de nombreux problémes restent ouverts et peuvent constituer un axe de
recherche futur. Citons les problemes de la stabilisabilité régionale et de 1’observation asymp-
totique régionale d’un gradient. Il serait intéressant d’étudier les probémes de détectabilié
régionale, stabilisabilité régionale et d’observateur régional pour les systemes non linéaires. Il
serait aussi important d’envisager un travail similaire dans le cas des systemes stochastiques ou
a retard. La mise en oeuvre numérique des différents résultats est une autre perspective. Le
traitement numérique des différents résultats pourrait alors s’effectuer avec des outils adaptés a

ces concepts et pour la classe de systemes considérés.



BIBLIOGRAPHIE 119

References

1]
2]

[3]

[10]

[11]

[12]

R. A. Adams, Sobolev space, Academic press, 1975.

L. Afifi and A. El Jai, Strategic sensors and spy sensors, Appl. Math. and Comp. Sci.,
Vol 4, No. 4, pp. 553-573, 1994.

L. Afifi and A. El Jai, Observabilité des systemes distribués discrets dans un tube, Journal
Marocain d’Automatique d’Informatique et de Traitement du Signal. Vol. 11, No. 4, pp.
1-45, 1994.

L. Afifi and A. El Jai, Spy sensors and detection, International Journal of Systems
Science, Vol 25, No. 8, pp. 1447-1463, 1995.

L. Afifi, A. El Jai and M. Merry, Detection and source reconstruction in a tube, Inter-
national Journal of Systems Science, Vol 31, No. 2, pp. 149-159, 2000.

L. Afifi, A. El Jai and M. Merry, Detection and reconstruction of boundary source in
hyperbolic systems, Conference of Mathematical theory of Networks and Systems, MTNS
2000, Perpignan, France, June 19-23, 2000.

R. Al-Saphory, Observateur de type Luenberger régional, Journée thématique

Modélisation et Controle, Université de Perpignan, France, 30 mars, 1999.

R. Al-Saphory, A. El Jai, Asymptotic regional state reconstruction, International Journal

of Systems Science, submitted 2000.

R. Al-Saphory, A. El Jai, Sensors structures and regional detectability of parabolic dis-
tributed systems, International Journal on Sensors and Actuators, Vol. 90, No. 3, pp.
163-171, 2001.

R. Al-Saphory, A. El Jai, Regional Luenberger observer and sensors structures, rapport
N.2 /2001, Laboratoire Théorie des systémes, Université de Perpignan, France, pp. 1-20,
2001.

R. Al-Saphory, A. El Jai, Sensors characterizations for regional boundary detectability
of distributed parameter systems, International Journal on Sensors and Actuators, Vol
94, No. 1, pp. 1-10, 2001.

R. Al-Saphory, A. El Jai, Asymptotic regional boundary state reconstruction in dis-
tributed parameter systems, Int. J. Appl. Math. and Comp. Sci., submitted 2001.



BIBLIOGRAPHIE 120

[13]

[20]

[21]

[24]

[25]

R. Al-Saphory, A. El Jai, Sensors and asymptotic w-observer for distributed diffusion
systems, International Journal of Sensors, Vol. 1, pp. 161-182, 2001.

R. Al-Saphory, Sensors structures and regional exponential detectability, European Con-
trol Conference, ECC 2001, 4-7 September, Porto, Portugal, 2001.

M. Amouroux, N. El Alami, A. El Jai, Comment observer 1’état d’un systeme
parabolique, R.A.I.LR.O. Automatique/Systémes Analysis and Control, Vol. 17, No 4,
pp. 323-338, 1983.

A. V. Balakrishnan, Applied functional analysis, Springer-Verlag, New-York, 1976.

J. J. Bongiorno and D. C. Youla, On observers in multi-variable control systems, INT.
J. Control, Vol. 8, No. 3, pp. 221-243, 1968.

R. F. Curtain, On semigroups formulations of unbounded observations and control action
for distributed systems, International MTNS Symposium, pp. 183-193, 1983.

R. F. Curtain, Finite dimensional compensators for parabolic distributed systems with
unbounded control and observation, SIAM J. Control and Optimization, Vol. 22, No. 2,
March, 1984.

R. F. Curtain and A. J. Pritchard, Functional analysis in modern applied mathematics,

Academic press, London, 1977.

R. F. Curtain and A. J. Pritchard, infinite dimensional linear systems theory, Lecture

notes in control and information sciences, Springer-Verlag, 1978.

R. F., Curtain, H. J. Zwart, Introduction to infinite dimensional linear theory systems,
Springer-Verlag, New York, 1995.

R. Dautray and J. L. Lions, Analyse mathématique et calcul numérique pour les sciences

et les techniques, série scientifique, Vol. 8, Masson, 1984.

S. Dolecki, Observability for the one-dimensional heat equation, Studia Mathematica T.
XLVIII, pp. 291-305, 1973.

S. Dolecki and D. Russell, A general theory of observation and control, STAM J. Control
and Optimization, Vol. 15, No. 2, 1977.

X. Dusser, Un observateur de Luenberger pour systeémes linéaires de dimension infinie
dans les espaces de Hilbert, JDA 99, Nancy, France, 21-23 septembre, 1999.



BIBLIOGRAPHIE 121

[27]

[28]

X. Dusser and R. Rabah, On exponential stabilizability for boundary control systems in
Hilbert space, SAMS, Vol. 00, pp. 1-15, 1999.

X. Dusser, R. Rabah, On exponential stabilizability with arbitrary decay rate for linear
systems in Hilbert spaces, SAMS., Vol. 37, pp. 417-433, 2000.

A. El Jai, Sur la commande avec estimation de I’ état initial d’ une classe de systémes a
parametres répartis, considerations pratiques, Revue RAIRO, Vol. 11, N. 4, pp. 313-334,
1977.

A. El Jai, Sensors and actuators in distributed systems, Int. conf. on control and identi-

fication of distributed systems, Vorau, Autriche, July, 1986.

A. El Jai, Controllability and observability via actuators and sensors structures for a class
of hyperbolic systems, Symposium IFAC on control of distributed parameter systems,
Los Angeles, USA, Juin/Juillet, 1986.

A. El Jai, Commande des systémes & parametres répartis, Proceedings 5¢™¢ symposium
IFAC, Pergamon, Juin, 1989.

A. El Jai, Distributed systems analysis via sensors and actuators, Sensors and Actuators
A, Vol. 29, pp. 1-11, 1991.

A. El Jai and M. Amouroux, Sur la détermination d’un observateur de dimension finie

pour une classe de systemes linéaires a parametres répartis, C. R. Acad. Sc., Paris, 1978.

A. El Jai and M. Amouroux, Acte du 1" workshop international sur les capteurs et les

actionneurs dans les systemes distribués, Perpignan, France, Décembre, 1987.

A. El Jai and M. Amouroux, Sensors and observers in distributed parameter systems,
INT. J. Control, Vol. 47, No. 1, pp. 333-347, 1988.

A. El Jai and M. Amouroux, Control of distributed parameter systems, IFAC Symposia,

series, No. 3, Pergamon, 1990.
A. El Jai and M. Amouroux, Automatique des systemes distribués, Hermes, Paris, 1990.

A. FEl Jai, M. Amouroux, S. Cherkaoui, Modified Luenberger observer for parabolic
systems, IFAC congress, Kyoto, Japan, 1981.

A. El Jai, L. Berrahmoune, Localisation d’actionneurs-zones pour la contrélabilité de
systemes paraboliques, C. R. Acad. Sc., série I, Vol. 297, Paris, pp. 647-650, (1983).



BIBLIOGRAPHIE 122

[41]

[44]

[45]

[46]

[47]

A. El Jai, L. Berrahmoune, Localisation d’actionneurs ponctuels pour la controlabilité
de systemes paraboliques, C. R. Acad. Sc., série I, Vol. 298, No. 3, Paris, pp. 47-50, 1984.

A. El Jai, L. Berrahmoune, Localisation d’actionneurs-frontiere pour la controélabilité de

systemes paraboliques, C. R. Acad. Sc., série I, Vol. 298, No. 8, Paris, pp. 177-180, 1984.

A. El Jai, S. El Yacoubi, On the relation between actuator structures and final-constraint

minimum-energy problem, Sensors and Actuators A, No. 33, pp. 175-182, 1992.

A. El Jai, S. El Yacoubi, On the number of actuators in parabolic system, Int. J. Appl.
Math. and Comp. Sci., Vol. 3, No. 4, pp. 673-686, 1993.

A. El Jai, A. J. Pritchard, Sensors and controls in the analysis of distributed systems,
Ellis Horwood series in Mathematics and its Applications, Wiley, New York, 1988.

A. El Jai, A. J. Pritchard, Capteurs et actionneurs dans I’analyse des systemes distribués,
Masson, Paris, 1986.

A. El Jai, A. J. Pritchard, Sensors and actuators in distributed parameter systems, INT.
J. Control, Vol. 46, No. 4, pp. 1139-1153, 1987.

A. El Jai, A. J. Pritchard, Regional controllability of distributed systems, Int. Conf.
Analysis and optimization of Systems, Sophia Antipolis, June 9-12, 1992.

A. El Jai, M. C. Simon, E. Zerrik and A. J. Pritchard, Regional controllability of dis-
tributed parameter systems, INT. J. Control, Vol. 62, No 6, pp. 1351-1365, 1995.

A. El Jai, M. C. Simon, E. Zerrik, Regional observability and sensor structures, Sensors
and Actuators, Vol. 39, No. 2, 95-102, 1993.

A. El Jai, E. Zerrik, M. C. Simon, Regional observation and sensors, Second Int. Sympo-
sium on Mathematical and Intelligent Models in System Simulation, Brussels, Belegium,
April, 1993.

A. El Jai, E. Zerrik and M. Amouroux, Regional Observability of Parabolic Systems,
SIAM Conference on Control and its Applications, Minneapolis, USA, 1992.

A. El Jai, M. C. Simon, E. Zerrik and M. Amouroux, Regional observability of a thermal
process, IEEE Transactions on Automatic Control,Vol. 40, No 3, pp. 518-521, 1995.

N. Fujii, Feedback stabilization of distributed parameter systems by a functional observer,
SIAM J. Control and Optimization, Vol. 18, No. 2, March, pp. 108-120, 1980.



BIBLIOGRAPHIE 123

[55]

[56]

[57]

N. Fujii and M. Hirai, A finite-dimensional asymptotic observer for a class of distributed
parameter systems, INT. J. Control, Vol. 32, No. 6, pp. 951-961, 1980.

R. Gressang and G. B. Lamont, Observers for systems characterized by semi-groups,
IEEE Transactions on Automatics Control, Vol. 20, pp. 523-528, 1975.

M. L. Hautus, Strong detectability and observers, Linear Algebra and its Applications,
Vol. 50, pp. 353-368, 1983.

F. Huang, Strong asymptotic stability of linear dynamical systems in Banach spaces,
Journal of Differential Equation, Vol. 104, pp. 307-324, 1993.

M. Hou and P. C. Miiller, Design of observers for linear systems with unknown inputs,
IEEE Transactions Automatic Control, Vol. 37, No. 6, pp. 871-875, 1992.

M. Hou and P. C. Miiller, Disturbance decoupled observer design : A unified viewpoint,
IEEE Transactions Automatic Control, Vol. 39, No. 6, pp. 1138-1141, 1994.

M. Hou and R. J. Patton, Input observability and input reconstruction, Automatica,
Vol. 34, No. 6, pp 789-794, 1998.

S. Kitamura, S. Sakairi, M. Nishimura, Observer for distributed-parameter diffusion

systems, Electrical engineering in Japan, Vol. 92, No. 6, pp. 142-149, 1972.

T. Kobayashi, Controllability and observability of distributed parameter systems, Mem.
Kyushu Inst. Tech. Ingrg., No. 5, pp 11-29, 1975.

T. Kobayashi, Initial state determination for distributed parameter systems, SIAM J.
Control and Optiminization, Vol. 14, No. 5, pp. 934-944, August, 1976.

A. B. Kurzhanski, A. Y. Kapalov, On state estimation problem for distributed systems,
Proceeding VIII Int. Conf., Antibes, Springer-Verlag, New-York, June 1986.

A. B. Kurzhanski, A. Y. Kapalov, Observer for distributed parameter systems, Fifth
Symposium on Control of Distributed Parameter Systems, 26-29 Juin, 1989.

J. Langeland-Knudsen, Observers. Theory and applications, Servolaboratoriet, Dan-
marks tekniskHgskole, 1977.

J. L. Lions, Optimal control of systems governed by partial differential equations,
Springer-Verlag, New-York, 1971.

J. L. Lions, Contrélabilité Exacte, Recherches en Mathématiques Appliquées, Masson,
Paris, 1988.



BIBLIOGRAPHIE 124

[70]

[76]

[77]

[78]

J. L. Lions, E. Magenes, Problemes aux limites non homogenes et applications, Vol. 1,
Dunod, Paris, 1968.

D. Luenberger, Observing the state of a linear system, IEEE Trans. Mil. Elctron., Vol.
MIL., pp. 74-80, 1964.

D. Luenberger, Invertible solutions to the operator TA - BT = C, Proc. Amer. Math.
Soc., Vol. 16, 1965.

D. Luenberger, Observers for multivariable systems, IEEE Trans. on A. C., Vol. 11, 1966.

D. Luenberger, An introduction to observers, IEEE Trans. on A. C., Vol. AC-16, N. 6,
1971.

J. C. Martin, Controllability and observability of parabolic systems-an addendum to two
recent papers of Y. Sakawa, STAM J. of Control and Optimization, Vol. 15, No. 3, May
1977.

S. Mizohata, Unicité du prolongement des solutions pour quelques opérateurs différentiels
paraboliques, Memoirs of the College of Science, University of Kyoto, series A, Vol. XXXI,
Mathematics No. 3, pp. 219-239, 1958.

J. O’Reeilly, Observer for linear systems, Mathematics in Science and Engineering, Vol.
170, Academic press, London, 1983.

Y. Park and J. L. Stein, Closed-loop, state and input observer for systems with unknown
inputs, Int. J. Control, Vol. 48, No. 3, pp. 1121-1136, 1988.

A. J. Pritchard and J. Zabckzyk, Stability and stabilizability of infinite dimensional
systems, STAM Review, Vol. 23, No. 1, pp. 25-52, January, 1981.

A. J. Pritchard and D. Salamon, The linear quadratic control problem for infinite di-
mensional systems with unbounded input and output operators, STAM J. of Control and
Optimization, Vol. 25, No. 1, 1987.

R. Rabah, Commandabilité des systémes linéaires a retards constants dans les espaces de
Banach (Controllability of linear systems with constant delay in Banach spaces), RAIRO,
Autom. Prod. Inf. Ind., Vol. 20, pp. 529-539, 1986.

R. Rabah, Structural and geometric properties for delay systems of neutral type, In
M. Guglielmi, editor, IFAC Conference on systems, Structure and Control, Nantes, pp.
354-359, 5-7 Juillet 1995.



BIBLIOGRAPHIE 125

[83]

[84]

[85]

[36]

[90]

[91]

[92]

[93]

[94]

R. Rabah and D. Ionescu, Stabilization problem in Hilbert spaces, INT. J. Control, Vol.
46, No. 6, pp. 2035-2042, 1987.

R. Rabah, B. Bergeon and X. Dusser, On a state space for linear discrete systems in
Hilbert spaces, 14th International Symposium on Mathematical Theory of Network and
Systems, Perpignan, France, 19-23 Juin, 2000.

R. Rabah and J. Karrakchou, Exact controllability and complete stability for linear
systems in Hilbert spaces, Appl. Math. Lett., Vol. 10, No. 1, pp. 35-40, 1997.

P.A. Raviart and J. M. Thomas, Introduction a I’analyse numérique des équations aux

dérivées partielles, 11 Masson, 1992.

Renardy and R. C. Rogers , An introduction to partial differential equations, textes in

applied mathematics, 13, Spring Verlag, 1992.

D. Russell and G. Weiss, A general necessary condition for exact observability, STAM J.
Control and Optimization, Vol. 32, No. 1, pp. 1-23, January, 1994.

Y. Sakawa, Controllability for partial differential equations of parabolic type, STAM J.
Control and Optimization, Vol.12, pp. 389-400, 1974.

Y. Sakawa, Observability and related problems for partial differential equations of
parabolic type, STAM J. Control, Vol. 13, No. 1, pp. 15-27, 1975.

D. Salamon, Infinite dimensional linear systems with unbounded control and observation:
A functional analytic approach, Transaction of the American Mathematical Society, Vol.
300, No. 2, April, pp. 383-431, 1987.

J. M. Schumacher, A direct approach to compensator design for distributed parameter
systems, STAM J. Control and Optimization, Vol. 21, No. 6, November, 1983.

H. A. Siddiqi, Functional analysis with applications, Tata McMraw-Hill Publishing Com-
pany Limited, New Delhi, 1986.

M. Slemrod, Feedback stabilization of a linear control system in Hilbert space with an a
priori bounded control, Math. Control Signals Systems, Vol .2, pp. 265-285, 1989.

P. Stavroulakis and P. E. Sarachik, Design of optimal controllers for distributed systems
using finite dimensional state observer, 4th. Conference on Design and Control, San
Diego Clofo. USA, Vol. 4, pp. 105-109, 1973.

E. Tse, Observer-estimators for discrete-time systems, IEEE Transaction on Automatic
Control, Vol. AC-18, No. 1, February, 1973.



BIBLIOGRAPHIE 126

[97]

[100]

[101]

[102]

[103]

[104]

[105]

[106]

[107]

[108]

109

[110]

R. Triggiani, On the stability problem in the Banach space, Journal of Mathematical
Analysis and Applications, Vol. 52, pp. 383-403, 1975.

J. F. Tu and J. L. Stein, Model error compensation for observer design, INT. J. control,
Vol. 69, No. 2, pp. 329-345, 1999.

M. E. Valcher, J. C. Willems, An approach to observer design, Progress in Systems and
Control Theory, Birkhauser Verlag Bassel, Switzerland, Vol. 25, pp. 282-299, 1999.

K. Yosida, Functional analysis, 6th Edition, Siprenger, 1980

E. Zerrik, Regional analysis of distributed parameter systems, Ph.D. thesis, University
of Rabat, Marocco, 1993.

E. Zerrik, L. Badraoui, A. El Jai, Sensors and regional boundary state reconstruction of

parabolic systems, Sensors and Actuators, Vol . 75, pp. 102-117, 1999.

E. Zerrik, L. Badraoui, Sensors characterization for regional boundary observability, Int.
J. Appl. Math. and Comp. Sci., Vol. 10, No. 2, pp. 345-356, 2000.

E. Zerrik, H. Bourray, L. Badraoui, How to reconstruct a gradient for parabolic systems,
Conference of Mathematical Theory of Networks and Systems, MTNS 2000, Perpignan,
France, June 19-23, 2000.

E. Zerrik, A. Boutoulout, H. Bourray, M.V. Voinova , Boundary strategic actuators, Int.
J. on Sensors and Actuators, Vol. 94, No. 3, pp. 197-203, 2001.

E. Zerrik, A. Boutoulout, A. El Jai, Actuators and regional boundary controllability of
parabolic systems, International Journal of Systems Science, Vol. 31, No. 1, pp. 73-82,
2000.

E. Zerrik, A. Boutoulout, A. Kamal, Regional gradient controllability of parabolic sys-
tems. Int. J. Appl. Math. and Comp. Sci., Vol. 9, No. 4, pp. 767-787, 1999.

E. Zerrik, A. Kamal, A. Boutoulout, Boundary gradient target in parabolic systems,
Conference of Mathematical theory of networks and systems, MTNS 2000, Perpignan,
France, June 19-23, 2000.

E. Zerrik, M. C. Simon, M. Amouroux, Regional observability of thermal system. IEEE
conference. 17-20, October 1993.

E. Zuazua, Finite dimentional null controllability for the semilinear heat equation, J.
Math. Pures Appl., Vol. 76, pp. 237-264, 1979.



NOTATIONS 127

Notations

1. Ensembles

Q un ouvert borné de IR™, de frontiere reguliere
w une région de €.

o0 frontiere de 2

r une région de 02

N ensemble des entiers naturels

R ensemble des nombres réels

Q ensemble des nombres rationels

supp (f) support de la fonction f
G+ orthognormal de G

0 ensemble vide

2. Fonctions

1 sié=b
0p masse de Dirac : £ € Q —

0 sinon

f(.,t) fonction: £ € Q — f(&,t)

gy{ dérivée partielle de f par rapport a x;
of .y .
9 dérivée normale extérieure de f
v
Vf gradient de f, Vf = (ﬁ, ey ﬁ)
ox1 0z,
Af Laplacien de fAf*Xn:@

X, fonction restriction a w
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X fonction restriction a I'

Yo application trace d’ordre 0

3. Espaces fonctionnels

L(Z,Y)
£(2)
p
L*(9)

L*(0, 00, R")

H™(9)

espace des fonctions linéaires et continues de Z dans Y

L(Z,7)

dual topologique de Z = L(Z, IR ou@)

espace des fonctions intégrables de carré sommable sur 2

espace des fonctions intégrables, f : |0, co[— IR™ tel que

t €]0,00[— |f()|? sont intégrable sur ]0, oo|

espace de Sobolev d’ordre m, H™(Q) = {f € L?(Q)/D*f € L*(Q)}

pour tout @ = (aq, ..., an) € IN" tel que |a|=a1+ ...+ a, <m
0

et D* =D, ..., Do Dj= 5,

ok f

espace {f € Hm(Q)/m

oo =0, 0 <k <m—1}
Hy ()

espace de Sobolev d’ordre % sur I'

4. Opérateurs linéaires

Im(K)  image de K

rang(K) rang de la matrice de K

Ker(K) mnoyau de K

D(K) domaine de K

K* adjoint de K

Kt pseudo-inverse de K
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KtT

transposé de K

projection de z sur G

spectre de K

résolvante de K

produit scalaire de x et y dans X

norme de x dans X
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ANALYSE REGIONALE

ASYMPTOTIQUE D’UNE CLASSE DE
SYSTEMES DISTRIBUES

Résumé

Le travail concerne 'introduction de certaines notions d’analyse asymptotique (détectabilité,
stabilisabilité, observateur) régionale pour une classe de systemes distribués. Diverses propriétés
et caractérisations ont été établies, en particulier en relation avec la structure des capteurs et

des actionneurs.
Mots clés :

Systemes distribués, Analyse asymptotique régionale, Mesures, Capteurs, Contréles, Action-

neurs.

ASYMPTOTIC REGIONAL
ANALYSIS FOR A CLASS OF DISTRIBUTED

PARAMETER SYSTEMS

Abstract

The work concerns the introduction of some notions (detectability, stabilizability, observer) in
asymptotic regional analysis for a class of distributed parameter systems. Different properties
and characterizations were established, in particular in connection with sensors and actuators

structure.
Keywords :

Distributed parameter systems, Asymptotic regional analysis, Measurements, Sensors, Controls,

Actuators.



