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émanant des établissements d’enseignement et de
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A la mémoire de celle qui m’ a élevé.
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Le 05 décembre 2001

ANALYSE RÉGIONALE
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2.4 Observabilité régionale et capteur stratégique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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Introduction

La description mathématique de nombreux systèmes spatio-temporels (mécaniques, thermiques,

biologiques, écologiques, ...) passe par l’utilisation des équations aux dérivées partielles.

Lorsqu’ils font apparâıtre des variables d’entrée-sortie, ces systèmes sont dits distribués. Dans

le domaine de l’analyse et du contrôle de ces systèmes, beaucoup de travaux ont été développés,

particulièrement sur les notions d’observabilité, de contrôlabilité, de détectabilité et de stabil-

isabilité, ... Ainsi, les travaux consacrés à ce domaine ont donné lieu à une littérature riche et

vaste ; on cite à titre d’exemples Dolecki [24], El Jai et al. [38, 46, 53], Kobayashi [63, 64], Lions

[68, 69, 70], Pritchard [79, 80], Russell et Weiss [88], Sakawa [89, 90], Triggiani [97] ..., dans le

cas déterministe, Curtain et Pritchard [20, 21] ..., dans le cas stochastique, Balakrishnan [16],

Curtain et Zwart [22].

Dans le cas des systèmes linéaires de dimension finie, ces notions sont simples et assez bien

mâıtrisées. Mais dans le cas de dimension infinie, l’étude est plus complexe et les notions clas-

siques peuvent être définies à divers degrés. Notons que le passage des systèmes localisés aux

systèmes distribués amène à des difficultés dues essentiellement à la présence de la variable spa-

tiale décrivant le domaine géométrique. Cette variable a été peu exploitée, souvent cachée dans

des espaces de dimension infinie et son rôle passe alors inaperçu.

L’analyse des systèmes distribués peut être faite de façon abstraite en considérant divers es-

paces fonctionnels et opérateurs permettant d’introduire certaines définitions et d’établir cer-

taines caractérisations et propriétés. Généralement la variable d’espace est assez peu exploitée.

Cette variable spatiale peut être exploitée de façon utile. Il a été possible de lier l’étude de

divers concepts d’analyse des systèmes à la structure et à la localisation spatiale des capteurs

et des actionneurs. Ainsi on peut établir des relations entre l’observabilité (la détectabilité et

l’observateur Luenberger) et les capteurs d’une part et d’autre part entre la contrôlabilité (sta-

bilisabilité) et les actionneurs. Pour plus de détails voir El Jai [30, 31, 32, 33, 35, 36, 37], El Jai

et Berrahmoune [40, 41, 42], El Jai et El Yacoubi [43, 44], El Jai et Pritchard [45, 47], Hou et

Patton [61], ...

La théorie des observateurs a été introduite par Luenberger [71, 73, 74]. Plusieurs travaux ont été

développés dans le domaine des systèmes localisés linéaires, Langeland-Knudsen [67], O’Reilly

[77], · · · Cette théorie a été étendue aux systèmes distribués par Gressang et Lamont [56], El Jai

[36]. Parmi les notions les plus importantes dans l’analyse asymptotique des systèmes distribués

sont celles de la détectabilité, de la construction d’observateur ou encore de la stabilisabilité qui

ont fait l’objet de nombreux travaux El Jai [29, 32], El Jai et al. [34, 35, 38, 39], Kurzhanski

et Kapalov [65, 66] sur divers types d’observateurs (certaines états modifiés), Fujii [54, 55] sur
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l’observateur asymptotique de dimension finie, Huage [58] sur la stabilité asymptotique forte,

Hautus [57] sur la détectabilité forte et l’observateur, Kitamura et al. [62] sur l’observateur de

système de diffusion, Dusser et Rabah [26, 27, 28], Pritchard et al. [79, 80], Hou et Müller [59, 60]

sur la stabilisabilité et la construction d’observateur. Tous les résultats cités précédemment ont

été développés sur le domaine géométrique entier du système considéré.

L’étude de l’observabilité et de la contrôlabilité sur des régions particulières du domaine

géométrique considéré est relativement récente. Ce problème a été introduit et développé par El

Jai, Pritchard et Zerrik dans [48, 49, 50, 51, 52, 101] et pour l’application de ces problèmes voir

[53, 109]. Une nouvelle orientation dans les systèmes distribués a été de savoir si un système non

observable (ou non contrôlable) sur le domaine global Ω peut être observable (ou contrôlable)

sur une région ω de ce domaine Ω. Cette étude peut être appelée analyse régionale des systèmes

distribués et elle est plus adaptée aux systèmes distribués. L’extension de ces notions régionales

au cas où ω est une partie de la frontière de Ω a été dévéloppée par Zerrik et El Jai [102, 103, 106].

L’analyse régionale du gradient très récemment introduite par Zerrik et al. est motivée par de

nombreux problèmes réels, voir [104, 107, 108].

La plupart des résultats dans l’analyse régionale sont effectués sur un horizon de temps fini. Il

reste à étendre ces résultats au cas d’un horizon de temps infini (analyse régionale asympto-

tique). L’objet de ce travail est motivé par de nombreux problèmes réels, citons par exemple un

problème de thermique qui concerne l’étude du transfert de chaleur en convection naturelle le

long d’une plaque plane verticale en face arrière et située dans une enceinte de dimension réduite.

Cette plaque est instrumentée par des thermo-couples fins disposés dans l’épaisseur de sa face

avant. Les autres faces sont soumises à des conditions adiabatiques grâce à la présence d’une

forte isolation. Il s’agit de reconstruire la condition surfacique sur la face avant (flux conductif

partiel) par intermédiaire des mesures fournies par les capteurs. La reconstruction est basée

sur la connaissance du système dynamique et des mesures fournies par les capteurs ponctuels

internes (voir figure 1).

Ce travail est organisé de la manière suivante :

Dans le premier chapitre, nous rappelons les principes généraux concernant l’analyse des

systèmes distribués. Plus précisément nous introduisons les notions d’exacte (faible) observ-

abilité et contrôlabilité et leurs caractérisations, ainsi que celles de la détectabilité, de la stabil-

isabilité, de capteurs et actionneurs, ...

En considérant une classe de systèmes distribués paraboliques, on étudie dans le deuxième

chapitre l’observabilité régionale interne et frontière. Nous montrons que l’erreur d’observation
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Figure 1: L’état à observer sur ω et localisation des capteurs

régionale sur ω (respectivement sur Γ ⊂ ∂Ω) est plus petite que l’erreur d’observation dans Ω

(respectivement sur ∂Ω).

Le troisième chapitre est consacré à l’analyse régionale asymptotique. Nous nous intéressons au

problème de la détectabilité dans le cas régional lorsque la région considérée ω est une partie du

domaine Ω. Nous montrons les relations entre l’observabilité exacte régionale et la détectabilité

régionale et nous présentons un exemple de système non détectable dans le sens usuel mais

détectable au sens régional. Aussi, nous établissons le lien entre la structure des capteurs et la

détectabilité régionale asymptotique (respectivement exponentielle). Nous donnons les résultats

spécifiques liés à quelques exemples de structures de capteurs et nous appliquons ces résultats à

des situations différentes du domaine Ω, qui tiennent compte de considérations de symétrie.

Le but du quatrième chapitre est de donner une extension au cas régional de la théorie de

l’observateur de Luenberger, c’est-à-dire une approche qui permet de construire un estimateur

asymptotique régional dans une région ω ⊂ Ω, basé sur la détectabilité régionale. Cette approche

dérive de l’observateur du type Luenberger tel qu’il a été introduit par Gressang et Lamont [56].

Nous définissons différents types d’observateurs dans le cas régional (cas général, identité et

d’ordre-minimal) pour un système parabolique. Nous montrons que l’erreur de reconstruction

d’état asymptotique régional sur ω est plus petite que l’erreur de reconstruction d’état asymp-

totique sur Ω.

Dans le dernier chapitre nous développons les résultats du chapitre précédent dans le cas régional

frontière. Nous considérons le problème de la détectabilité régionale dans une région Γ située

sur la frontière du domaine Ω.
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Chapitre 1

1 Rappels sur les systèmes à paramètres répartis

Dans cette partie, nous rappelons brièvement les notions liées à l’observabilité (respectivement

à la contrôlabilité), à la détectabilité (respectivement à la stabilisabilité) et à l’observateur de

type Luenberger.

1.1 Semi-groupe

Une famille d’opérateurs (SA(t))t≥0 bornés définis sur une espace de Hilbert Z est dite semi-

groupe fortement continu si :

1. SA(0) = I

2. SA(t + s) = SA(t)SA(s) = SA(s)SA(t) pour tout t, s ≥ 0

3. lim
t−→0

‖ SA(t) − z ‖Z−→ 0 quand t −→ 0+ pour tout z ∈ Z.

Le générateur infinitésimal du semi-groupe (SA(t))t≥0 est défini par

Az = lim
t→0+

SA(t)z − z

t
, ∀z ∈ D(A).

avec

D(A) = {z ∈ Z/ lim
t→0

+

SA(t)z − z

t
est fini}

Une caracterésation des semi-groupes est donnée par le thérème de Hille et Yosida [16].

Théorème 1.1.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur fermé A à domaine dense dans Z

génère un semi-groupe (SA(t))t≥0 fortement continu est qu’il existe M et α reéls, tels que : ∀λ

avec Re(λ) > α, λ n’est pas dans le spectre de A et

‖ (λI − A)−1 ‖ ≤ M

(λ − α)r
, r = 1, 2, . . .

De plus on a

‖ SA(t) ‖ ≤ Meαt
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Si A admet un système orthonormé et complet de fonctions propres (ϕnj
) associées aux valeurs

propres (λn) de multiplicité mn, alors le semi-groupe (SA(t))t≥0 engendré par A s’exprime par

SA(t)z =
∑

n≥1

eλnt
mn
∑

j=1

< z, ϕnj
>Z ϕnj

, pour tout z ∈ Z

L’adjoint A∗ de A engendre un semi-groupe (S∗
A(t))t≥0 adjoint de (SA(t))t≥0 qui est également

fortement continu sur le dual Z∗ de Z.

Si D(A) est dense dans Z, D(A∗) est dense dans Z∗. Notons que pour définir un semi-groupe il

suffit que Z soit un espace de Banach et que la famille semi-groupe (SA(t))t≥0 vérifie 1., 2. et

3. (pour plus des détails voir [16], [100], . . . ).

1.2 Systèmes considérés

Soit Ω un ouvert borné de IRn représentant le domaine géométrique du système (1.1), de frontière

∂Ω. Les espaces Z, U et O considérés dans cette partie sont des espaces de Hilbert séparables

et désignent respectivement les espaces d’état, de contrôle et d’observation. Considérons un

système décrit par l’équation d’état










ż(t) = Az(t) + Bu(t) t > 0

z(0) = z0 ∈ D(A)

(1.1)

avec la fonction de sortie

y(t) = Cz(t) (1.2)

où A est un opérateur différentiel de domaine D(A), auto-adjoint à résolvante compacte qui

engendre un semi-groupe fortement continu (SA(t))t≥0 sur l’espace d’état Z. A∗ désigne l’adjoint

de l’opérateur A. Les opérateurs B ∈ L(IRp, Z) et C ∈ L(Z, IRq) dépendent de la structure des

actionneurs et capteurs considérés. Alors A admet un système complet de fonctions propres

(ϕnj
) associées aux valeurs propres (λn) supposées de multiplicité mn. Sous les hypothèses

citées ci-dessus, le système (1.1) admet une solution unique qui s’exprime par :

zu(t) = SA(t)z0 +

∫ t

0
SA(t − τ)Bu(τ)dτ. (1.3)

1.3 Capteurs et actionneurs

L’analyse des systèmes distribués peut être faite de façon abstraite en considérant divers espaces

fonctionnels et opérateurs permettant d’introduire certaines définitions et d’établir certaines

caractérisations et propriétés. Généralement la variable d’espace est assez peu exploitée et

l’étude, quoique rigoureuse, peut avoir un intérêt limité pour l’automaticien. Par contre, il est

possible dans le cas distribué, d’exploiter judicieusement la variable d’espace en notant que les
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interactions entre le système et son environnement se font par l’intermédiaire d’actions ou de

mesures qui ont un sens pour l’ingénieur et qui, surtout, ont une certaine existence spatiale.

Cette existence spatiale peut être définie mathématiquement et donner lieu aux notions de

capteurs et d’actionneurs.

1.3.1 Notion de capteur

Soit Ω le domaine géométrique du système décrit par (1.1) avec la fonction de sortie (1.2). Les

mesures sont obtenues par l’intermédiaire de capteurs qui peuvent être localisés dans Ω ou sur

la frontière ∂Ω (voir [45], [46]).

Définition 1.2.

Un capteur est défini par un couple (D, f) où D, une partie non-vide fermée de Ω̄, est le support

spatial du capteur et f ∈ L2(D) définit la distribution des mesures sur D.

Selon le choix des paramètres D et f , on peut avoir divers types de capteurs. Dans le cas de q

capteurs, nous considérons (Di, fi)1≤i≤q avec Di ⊂ Ω (ou Di ⊂ ∂Ω) et fi ∈ L2(Di), Di
⋂

Dk = ∅
si 1 ≤ i 6= k ≤ q.

La fonction de sortie associée est :

y(t) = [y1(t), . . . , yq(t)]
tr = [< z(t), f1 >L2(D1), . . . , < z(t), fq >L2(Dq)]

tr (1.4)

Si les capteurs (ou certains d’entre eux) sont ponctuels, alors la composante correspondante

dans la fonction de sortie est donnée par :

y(t) =< z(t), δbi
>L2(Ω)= z(bi, t) (1.5)

où δbi
désigne la masse de Dirac concentrée en bi. En considérant la base de fonctions propres

(ϕnj
), alors le vecteur d’état z s’exprime par : z(t) =

∑

n≥1

zn(t)ϕnj
et on a les formes suivantes :

1. Dans le cas des mesures zones, l’opérateur C est de type q ×∞, avec

Cij =< ϕnj
, fi >L2(Di)=

∫

Di

ϕnj
(ξ, t)fi(ξ)dξ, 1 ≤ i ≤ q, 1 ≤ j ≤ mn, et n ≥ 1

y(t) =

[

∑

n≥1

zn(t)
mn
∑

j=1

< ϕnj
, f1 >L2(D1), . . . ,

∑

n≥1

zn(t)
mn
∑

j=1

< ϕnj
, fq >L2(Dq)

]tr

2. Dans le cas des mesures ponctuelles

Cij = < ϕnj
, δbi

>L2(Ω)= ϕnj
(bi)

=

∫

Di

ϕnj
(ξ, t)δi(ξ − bi)dξ, 1 ≤ i ≤ q, 1 ≤ j ≤ mn et n ≥ 1
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et alors

y(t) =

[

∑

n≥1

zn(t)
mn
∑

j=1

< ϕnj
, δb1 >L2(Ω), . . . ,

∑

n≥1

zn(t)
mn
∑

j=1

< ϕnj
, δbq

>L2(Ω),

]tr

Dans ce cas, l’opérateur C n’est pas borné dans Z.

3. Enfin, dans le cas des mesures frontières (ponctuelles ou zones) lorsque Di ⊂ ∂Ω. Dans le

cas des mesures ponctuelles, la fonction de sortie est analogue à celle donnée en 2. avec

b ∈ ∂Ω. Dans le cas des mesure zones, avec Di = Γi ⊂ ∂Ω et fi ∈ L2(Γi) la fonction de

sortie s’écrit

Cij =< ϕnj
, fi >L2(Γi)=

∫

Γi

ϕnj
(ξ, t)fi(ξ)dξ, 1 ≤ i ≤ q, 1 ≤ j ≤ mn et n ≥ 1

et donc

y(t) = [< z(t), f1 >L2(Γ1), . . . , < z(t), fq >L2(Γq)]
tr (1.6)

où [ . . . ]tr désigne la transposée de [ . . . ].

1.3.2 Notion d’actionneur

Les actionneurs peuvent être de nature, de forme, de conceptions diverses. Ces divers types

d’actionneurs peuvent être localisés à l’intérieur du domaine Ω ou bien sur sa frontière ∂Ω.

Définition 1.3.

Un actionneur est défini par un couple (D, g) où D, une partie non vide fermée de Ω̄, est le

support spatial de l’actionneur et g ∈ L2(D) définit la distribution des actionneurs sur D.

Dans le cas d’un actionneur ponctuel interne ou frontière, les définitions restent les mêmes. Nous

parlerons, d’actionneur frontière (Γ0, g) où Γ0 ∈ ∂Ω et g ∈ L2(Γ0), et d’actionneur ponctuel

(b, δb), b ∈ ∂Ω.

1.4 Observabilité et contrôlabilité

Dans cette partie, nous rappelons les notions d’observabilité et de contrôlabilité des systèmes

distribués.

1.4.1 Notion d’observabilité

Dans la théorie des systèmes, l’observabilité d’un système est liée à la possibilité de reconstruc-

tion de l’état sur Ω à partir des seules connaissances de la sortie sur un horizon de temps fini et
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du modèle mathématique.

Définissons l’opérateur K par
K : Z −→ O

z −→ CSA(.)z

dont l’adjoint est donné par

K∗ : O −→ Z

y −→
∫ T

0
S∗

AC∗z(s)ds

Pour les systèmes linéaires, l’observabilité peut être étudiée sur le système autonome associé à

(1.1) donné par










ż(t) = Az(t) t > 0

z(0) = z0 ∈ D(A)

(1.7)

Définition 1.4.

Le système (1.7) augmenté de l’équation de sortie (1.2) est dit exactement observable sur [0, T ]

si Z∗ ⊂ ImK∗.

Définition 1.5.

Le système (1.7) augmenté de l’équation de sortie (1.2) est dit faiblement observable sur [0, T ]

si Ker K = {0}.

On peut caractériser l’exacte observabilité par

Proposition 1.6.

Le système (1.7) augmenté de l’équation de sortie (1.2) est dit exactement observable sur [0, T ]

si et seulement si :

∃ γ tel que ‖ z0 ‖Z ≤ γ ‖ Kz0 ‖O pour tout z0 ∈ Z

L’opérateur K∗K est défini de Z dans Z∗ par

K∗Ky =

∫ t

0

S∗
A(t)C∗CSA(t)ydt. (1.8)

L’observabilité faible peut être caractérisée par la proposition suivante :

Proposition 1.7.

Il y a équivalence entre :

1. Le système (1.7) augmenté de l’équation de sortie (1.2) est faiblement observable
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2. Im K∗ = Im K∗K = Z∗

3.
⋃

0≤t≤T

Im (S∗
A(t)C∗) = Z∗

Ainsi, l’observabilité exacte (respectivement faible) peut être caractérisée par la proposition

suivante :

Proposition 1.8.

Le système (1.7) avec l’équation de sortie (1.2) est dit exactement (respectivement faiblement)

observable sur [0, T ] si et seulement si l’opérateur K∗K est défini positif (respectivement positif)

et de plus l’état initial peut être déterminé à partir de la sortie (1.2) par :

z0 = (K∗K)−1K∗y = K†y

où K† désigne le pseudo-inverse de K. Soit encore

z0 = (

∫ T

0
S∗

A(t)C∗CSA(t)dt)

∫ T

0
S∗

A(t)C∗z(t)dt

1.4.2 Observabilité et capteur

Définition 1.9.

Les capteurs (de type zone ou ponctuel) (Di, fi)1≤i≤q sont dits stratégiques si le système (1.7)

augmenté de l’équation de sortie est faiblement observable.

Proposition 1.10.

On suppose que sup mn = m < ∞, alors les capteurs (Di, fi)1≤i≤q sont stratégiques si et

seulement si :

1. q ≥ m

2. rang Gn = mn, ∀n ≥ 1 où Gn = (Gn)ij =< ϕnj
, fi >L2(Di) (dans le cas ponctuel,

(Gn)ij = ϕnj
(bi)), i = 1, . . . , q et j = 1, . . . , mn.

Cette condition sur le rang de Gn est montrée dans [45, 46] et y est appliquée à de nombreux

systèmes avec divers types de capteurs.

1.4.3 Notion de contrôlabilité

Le problème de la contrôlabilité consiste en la possibilité de transférer l’état d’un système en un

temps fini d’un état initial vers un état désiré choisi a priori. La notion de la contrôlabilité est

bien mâıtrisée dans le cas localisé. Dans le cas des systèmes distribués, elle peut être définie de
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multiples manières.

Pour le système (1.1), considérons HT : L2(0, T, IRp) −→ Z, l’opérateur défini par

HT =

∫ t

0
SA(t − τ)Bu(τ), ∀u ∈ L2(0, T, IRp)

L’adjoint H∗
T de HT défini par

H∗
T = B∗S∗

A(T − .)z∗, ∀z∗ ∈ Z∗

Rappelons diverses notions de la contrôlabilité :

Définition 1.11.

Le système (1.1) est dit exactement contrôlable dans Z sur [0, T ] si pour tout zd ∈ Z, il existe

u ∈ L2(0, T, IRp) tel que zu(T ) = zd.

On peut caractériser l’exacte contrôlabilité par :

Proposition 1.12.

Le système (1.1) est dit exactement contrôlable dans Z sur [0, T ] si et seulement s’il existe γ > 0

tel que

‖z∗‖ ≤ γ ‖ B∗S∗
A(.)z∗ ‖L2(0,T,U) ∀z∗ ∈ Z∗

Définition 1.13.

Le système (1.1) est dit faiblement contrôlable Z sur [0, T ] si pour tout zd ∈ Z, ∀ǫ > 0 il existe

u ∈ L2(0, T, U) tel que ‖ zu(T ) − zd ‖Z ≤ ǫ.

La faible contrôlabilité peut être caractérisée par :

Proposition 1.14.

Il y a équivalence entre :

1. le système (1.1) est faiblement contrôlable sur [0, T ]

2. Im HT = Z

3. Ker H∗
T = Ker H∗

T HT = {0}

4. B∗S∗
A(s)z = 0, ∀ s ∈ [0, T ] =⇒ z = 0

5. si le semi-groupe (SA(t))t≥0 est analytique, alors

⋃

n∈N

Im(AnSA(s)B) = Z, ∀s ∈]0, T [
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Définition 1.15.

Les actionneurs (de type zone ou ponctuel) (Di, gi)1≤i≤p sont dits stratégiques si le système (1.1)

qu’ils excitent est faiblement contrôlable.

La contrôlabilité peut être caractérisée par le choix des actionneurs [45].

1.5 Détectabilité et stabilisabilité des systèmes distribués

1.5.1 Détectabilité

La détectabilité est, en quelque sorte, la notion duale de la stabilisabilité. La caractérisation de

la détectabilité nécessite quelques hypothèses liées au comportement asymptotique du système,

c’est-à-dire celle de la stabilité. Considérons le système (1.1)-(1.2) décrit par



























ż(t) = Az(t) + Bu(t) t > 0

z(0) = z0 ∈ D(A)

y(t) = Cz(t)

(1.9)

avec toutes les hypothèses données au début de la partie précédente.

Définition 1.16.

Le semi-groupe (SA(t))t≥0 est dit exponentiellement stable sur L2(Ω) s’il existe deux constantes

positives M et α telles que :

‖ SA(t) ‖L2(Ω)≤ Me−αt, t ≥ 0 (1.10)

Si (SA(t))t≥0 est un semi-groupe exponentiellement stable, alors ∀ z0 ∈ L2(Ω) la solution du

système autonome associé à (1.9) satisfait

‖ z(t) ‖L2(Ω) = ‖ SA(t)z0 ‖L2(Ω) ≤ Me−αt ‖ z0 ‖L2(Ω)

et donc

lim
t→∞

‖ z(t) ‖L2(Ω) = 0

Définition 1.17.

Le système (1.9) est dit stable, si le semi-groupe engendré par A est exponentiellement stable

sur L2(Ω).

Définition 1.18.

Le système (1.9) est dit détectable s’il existe un opérateur E : IRq −→ Z tel que (A − EC)

engendre un semi-groupe (SE(t))t≥0 exponentiellement stable sur L2(Ω).
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L’importance de cette notion réside dans le fait que, si un système est détectable, nous pouvons

observer asymptotiquement son état. En effet, considérons le système










ẇ(t) = Aw(t) + Bu(t) + E(y(t) − Cw(t)) t > 0

w(0) = 0

(1.11)

alors, w(t) estime asymptotiquement l’état z(t) parce que e(t) = z(t) − w(t) qui satisfait

ė = (A − EC)e(t) avec e(0) = z0 et si le système est détectable, il est possible de choisir E

qui réalise lim
t→∞

‖ e(t) ‖L2(Ω)= 0. Le système (1.11) peut être considéré comme un observateur

identité pour (1.9). Ce résultat ne nécessite pas la stabilité du système original.

1.5.2 Détectabilité et capteur

Il est possible de relier la détectabilité à la structure spatiale des capteurs. Par ailleurs, dans

[21, 45], on montre qu’il y a détectabilité si le système est exactement observable à l’instant T,

cela se traduit par :

∃ γ > 0 tel que ‖ z ‖L2(Ω) ≤ γ ‖ CSA(.)z ‖L2(0,T,O), ∀z ∈ L2(Ω) (1.12)

Cette notion est moins restrictive que l’exacte observabilité. Supposons que le système (1.9) a

des modes instables finis. Nous obtenons ainsi la caractérisation de la détectabilié par rapport

à la structure des capteurs.

Proposition 1.19.

Si nous avons q capteurs (Di, fi)1≤i≤q, le système (1.7) est détectable si et seulement si :

1. q ≥ m

2. rang Gn = rn , ∀n, 1 ≤ n ≤ J où Gn = (Gn)ij =< ϕnj
, fi >L2(Di) (dans le cas ponctuel,

(Gn)ij = ϕnj
(bi)), i = 1, . . . , q et j = 1, . . . , mn.

La proposition précédente nécessite que les capteurs soient stratégiques seulement pour les modes

instables [36, 45].

1.5.3 Stabilisabilité

Définition 1.20.

Le système (1.1) est dit stabilisable s’il existe un contrôle en contre réaction, u = −Dz tel que

l’opérateur (A − BD) engendre un semi-groupe (SD(t))t≥0 exponentiellement stable sur L2(Ω).

La notion de la stabilisabilité peut être caractérisée par :

• S’il existe une constante positive γ tel que

‖ S∗
A(t)z∗(ξ, t) ‖L2(Ω) ≤ γ ‖ B∗S∗

A(t)z(ξ, t) ‖L2(0,T,U), ∀z∗ ∈ L2(Ω) (1.13)
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alors le système (1.1) est exactement contrôlable et donc stabilisable. Cette condition est beau-

coup moins restrictive que celle de l’exacte contrôlabilité donnée par la proposition 1.12. La

stabilisabilité peut être caractérisée par le choix des actionneurs dans le résultat suivant :

• Supposons que le système (1.1) est excité par p actionneurs (Di, gi)1≤i≤p et que le spectre de

A compte J valeurs propres non négatives, alors le système (1.1) est stabilisable si et seulement

si p ≥ m et le rang Gn = mn, ∀n, 1 ≤ n ≤ J où Gn = (Gn)ij =< ϕnj
, fi >L2(Di) (dans le cas

ponctuel, (Gn)ij = ϕnj
(bi)), i = 1, . . . , q et j = 1, . . . , mn.

1.6 L’observateur de Luenberger dans le cas distribué

Nous rappelons qu’il n’est pas toujours possible d’avoir accès à l’état complet ou partiel du

système (voir [38]). Généralement le nombre de sorties (observations) est inférieur au nombre

d’états. Donc, il faut pouvoir définir un système dynamique appelé observateur qui permette

d’estimer l’état complet à partir de la connaissance (partielle) de celui-ci.

1.6.1 Observateur de type Luenberger

Considérons le système (1.9) et supposons qu’il existe un système dynamique avec l’état x ∈ X

(espace de Hilbert) décrit par l’équation











ẋ(t) = Fx(t) + Gu(t) + Hy(t) t > 0

x(0) = x0 ∈ D(F )

(1.14)

où F est un opérateur qui engendre un semi-groupe (SF (t))t≥0 fortement continu et exponen-

tiellement stable sur l’espace d’état X, on a :

∃ MF , αF > 0 tel que ‖ SF (t) ‖X ≤ MF e−αF (t)

Les opérateurs G ∈ L(IRp, X), H ∈ L(IRq, X). La solution du système (1.14) s’écrit :

x(t) = SF (t)x0 +

∫ t

0
SF (t − τ)[Gu(τ) + Hy(τ)]dτ

Soit alors

T ∈ L(Z, X) : z ∈ D(A) −→ Tz ∈ D(F )

Nous avons le résultat suivant :
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Théorème 1.21.

Supposons que :

1. Il existe M ∈ L(IRq, Z) et N ∈ L(X, Z) tels que MC + NT = I

2.










TA − FT = HC

et G = TB

(1.15)

alors :

lim
t→∞

[Tz(t) − x(t)] = 0.

Il est clair que cette proposition donne les conditions pour lesquelles le système (1.14) est un

observateur asymptotique du système (1.9).

1.6.2 Observateur identité

Dans le cas Z = X et T = I, la condition (1.15) du théorème 1.21 devient

F = A − HC

Considérons alors le système donné par










ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + HC(z(t) − x(t)) t > 0

x(0) = x0

(1.16)

Nous avons alors le résultat suivant :

Proposition 1.22.

Si les capteurs (Di, fi)1≤i≤q sont stratégiques pour le sous-système instable de (1.9), alors le

système (1.16) est un observateur identité pour le système (1.1) augmenté de l’équation de

sortie (1.2) :

lim
t→∞

[z(t) − x(t)] = 0.

1.6.3 Observateur d’ordre minimal

L’observateur d’ordre minimal est utilisé quand la fonction de sortie fournit des mesures d’une

partie du vecteur d’état. Alors cet observateur est nécessaire pour construire la partie inconnue

de l’état. Si on considère le système (1.1)-(1.2), dans ce cas, on a Z = Z1 ⊕Z2 où Z1 et Z2 sont

des sous-espaces de Hilbert.

Supposons que

z = [z1, z2]
tr
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et la fonction de sortie fournit des informations sur z1, elle est donnée par

y(t) = z1(t) (1.17)

Le système (1.1) peut être décomposé sous la forme suivante :

A =







A11 A12

A21 A22






, B =







B1

B2






(1.18)

où Bi ∈ L(IRp, Zi) avec 1 ≤ i ≤ 2.

Le problème, dans ce cas, est de construire un observateur qui estime asymptotiquement le

vecteur z2 et cela revient à construire un observateur identité, qui peut être décrit par











ẋ(t) = A22x̂(t) + [B2u(ξ, t) + A21y(t)] + H[ȳ(t) − A12x̂(t)] t > 0

x̂(0) = x̂0

(1.19)

pour le système










ż2(t) = A12z1(t) + A22z2(t) + B2u(ξ, t) t > 0

z2(0) = z02(ξ)

(1.20)

avec la fonction de sortie

ȳ = A12z2(t) (1.21)

où A12z2(t) = ż2(t) − A11z1(t) − B1u(t).

Dans la suite, nous avons le résultat suivant :

Théorème 1.23.

Si les capteurs (Di, fi)1≤i≤q sont stratégiques pour le sous-système (1.20), alors le système dy-

namique (1.19) est un observateur d’ordre minimal pour le système (1.20) augmenté de l’équation

de sortie (1.21).

1.7 Contrôle et observateur

L’implantation d’une loi de contrôle de type boucle fermée nécessite la reconstruction asymp-

totique du vecteur d’état (ou bien d’une partie de ses composantes). Considérons le système

(1.1) augmenté de l’équation de sortie (1.2) et supposons qu’il est excité par le contrôle en

contre-réaction

u = −Dẑ

où ẑ = My(t) + Nx̂(t) estime asymptotiquement z, alors le système en boucle fermée est décrit

par










ż(t) = Az(t) − BDẑ(t) t > 0

z(0) = z0 ∈ D(A)

(1.22)
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Si nous posons E(t) = Tz(t) − x̂(t), alors nous avons ẑ(t) = z(t) − NE(t) et le système (1.22)

devient










ż(t) = (A − BD)z(t) + BDNE(t) t > 0

z(0) = z0 ∈ D(A)

(1.23)

Finalement nous avons














































ż(t) = (A − BD)z(t) + BDNE(t) t > 0

Ė(t) = FE(t) t > 0

z(0) = z0

E(0) = E0

(1.24)

où E(0) = Tz(0) − x̂(0).

Ainsi on peut obtenir la proposition suivante :

Proposition 1.24.

Le spectre du système bouclé avec l’observateur (1.24) est la réunion des spectres du système en

boucle fermée (1.23) et de l’observateur (1.14).

Dans le cas d’observateur identité, le système (1.23) est décrit par











ż(t) = (A − BD)z(t) + BDEI(t) t > 0

z(0) = z0 ∈ D(A)

(1.25)

où EI(0) = z(0) − x(0).

Le système global (1.24) s’écrit sous la forme















































ż(t) = (A − BD)z(t) + BDEI(t) t > 0

ĖI(t) = (A − HωC)EI(t) t > 0

z(0) = z0

EI(0) = EI
0

(1.26)

et de la même manière, on obtient le résultat suivant :

Proposition 1.25.

Le spectre du système global (1.26) est la réunion des spectres du système en boucle fermée (1.25)

et de l’observateur (1.16).
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Et dans le cas d’observateur d’ordre minimal, le système en boucle fermée est donné par











ż2(t) = (A22 − B2D)z2(t) + B2DEM (t) t > 0

z2(0) = z02 ∈ D(A)

(1.27)

où EM (0) = z2(0) − x̂2(0).

Le système global est aussi donné par















































ż2(t) = (A22 − B2D)z2(t) + B2DEM (t) t > 0

ĖM (t) = (A22 − HC)EM (t) t > 0

z2(0) = z02

EM (0) = EM
0

(1.28)

Ainsi, nous avons la proposition suivante :

Proposition 1.26.

Le spectre du système global (1.28) est la réunion des spectres du système en boucle fermée (1.27)

et de l’observateur (1.19).
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Chapitre 2

2 Observabilité régionale

L’objet de l’observabilité régionale est l’étude de la reconstruction de l’état sur une partie du

domaine à partir de la connaissance du système et des mesures effectuées sur un intervalle de

temps fini. L’importance de cette notion est capitale quand on sait qu’il existe des cas où cette

reconstruction ne peut être réalisée sur le domaine tout entier ([101]). Dans cette partie, on

rappelle l’observabilité régionale et régionale frontière des systèmes distribués paraboliques.

mesures
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Figure 2: L’état à observer sur ω et les localisations du capteur

2.1 Description du système

Soit Ω un ouvert borné de IRn représentant le domaine géométrique du système (2.1), de frontière

∂Ω assez régulière, [0, T ], T > 0 un intervalle de temps, ω un sous-domaine (une région)

de Ω. On note Q = Ω×]0, T [ et Σ = ∂Ω×]0, T [. Soient Z, U et O des espaces de Hilbert

séparables désignant l’espace d’état, de contrôle et d’observation. Dans cette partie, on con-

sidère Z = L2(Ω), U = L2(0, T, IRp), O = L2(0, T, IR
q
) où p et q sont respectivement les

nombres d’actionneurs et de capteurs. Nous considérons un système décrit par l’équation d’état































∂z

∂t
(ξ, t) = Az(ξ, t) + Bu(t) Q

z(ξ, 0) = z0(ξ) Ω

z(η, t) = 0 Σ

(2.1)

augmenté des mesures fournies par la fonction de sortie

y(., t) = Cz(., t) (2.2)
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où A est un opérateur différentiel du second ordre, linéaire à résolvante compacte qui engendre

un semi-groupe (S(t))t≥0 fortement continu sur l’espace des états Z = L2(Ω).

A∗ désigne l’adjoint de l’opérateur A.

Les opérateurs B ∈ L(IRp, Z) et C ∈ L(L2(Ω̄), IRq) dépendent de la structure des actionneurs

et des capteurs considérés. De plus, sous les hypothèses citées ci-dessus, le système (2.1) admet

une solution unique qui s’exprime par :

z(ξ, t) = SA(t)z0(ξ) +

∫ t

0
SA(t − τ)Bu(τ)dτ (2.3)

Pour rappeler l’observabilité régionale, on considère le système autonome associé à (2.1) donné

par






























∂z

∂t
(ξ, t) = Az(ξ, t) Q

z(ξ, 0) = z0(ξ) Ω

z(η, t) = 0 Σ

(2.4)

avec z(ξ, 0) supposé inconnu dans L2(Ω). La connaissance de z(ξ, 0) permet d’observer l’état

z(ξ, t) à tout moment t. Les mesures sont obtenues par la fonction de sortie (2.2). Dans ce cas,

on a

z(ξ, t) = SA(t)z0(ξ) t ∈]0, T [ (2.5)

On définit l’opérateur

K : z ∈ Z → Kz = CSA(.) z ∈ O (2.6)

alors y(., t) = K(t)z(., 0) où K est un opérateur linéaire et borné (ce qui est valable sur quelques

fonctions de sortie).

On note par K∗ : O −→ Z l’adjoint de K donné par

K∗y∗ =

∫ t

0

S∗
A(s)C∗y∗ds. (2.7)

Considérons un sous-domaine ω ⊂ Ω et soit χω la restriction de fonction définie par

χω : Z = L2(Ω) −→ L2(ω)

z −→ χωz = z |ω
(2.8)

où z |ω est la restriction de z à ω. Son adjoint χ∗
ω : L2(ω) −→ L2(Ω) défini par

(χ∗
ωz)(ξ) =











z(ξ) ξ ∈ ω

0 ξ ∈ Ω \ ω

(2.9)

Rappelons les définitions du concept d’observabilité régionale (voir [45] et [101]).
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2.2 Définitions

Définition 2.1.

1. Le système (2.4) augmenté de l’équation de sortie (2.2) est exactement régionalement

observable sur ω si

ImχωK∗ = L2(ω)

2. Le système (2.4) augmenté de l’équation de sortie (2.2) est faiblement régionalement ob-

servable sur ω si

ImχωK∗ = L2(ω)

On dit aussi que (2.4) augmenté de l’équation de sortie (2.2) est exactement (faiblement)

ω-observable.

3. Si le système (2.4) augmenté de l’équation de sortie (2.2) est faiblement régionalement

observable sur ω, alors z0 est donné par :

z0 = (K∗K)−1K∗y = K†y

où K† désigne le pseudo-inverse de K.

On dit aussi que (2.4) augmenté de l’équation de sortie (2.2) est exactement (faiblement)

ω-observable.

Les caractérisations suivantes ont été étendues au cas régional [102, 106, 101].

2.3 Caractérisations

Proposition 2.2.

1. Le système (2.4) augmenté de l’équation de sortie (2.2) est exactement ω-observable si et

seulement si :

Ker χω + Im K∗ = L2(Ω)

ou de façon équivalente, s’il existe γ > 0 tel que

‖ χωz0 ‖L2(ω) ≤ γ ‖ Kz0 ‖L2(0,T,O)

2. Le système (2.4) augmenté de l’équation de sortie (2.2) est faiblement ω-observable si et

seulement si

Ker χω + Im K∗ = L2(Ω)

ou de façon équivalente

Ker Kχ∗
ω

= {0}
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Dans ces résultats, il est clair que :

1. Un système exactement (faiblement) observable est exactement (faiblement) ω-observable.

2. Un système exactement ω-observable est faiblement ω-observable.

3. Un système exactement (faiblement) ω1-observable est exactement (faiblement) ω2-

observable pour tout ω2 ⊂ ω1.

4. Un système qui n’est pas observable (au sens habituel), peut être régionalement observable.

C’est illustré par l’exemple suivant. Considérons le système mono-dimensionnel décrit par

l’équation de diffusion































∂z

∂t
(ξ, t) =

∂2z

∂ξ2
(ξ, t) ]0, 1[× ]0, T [

z(0, t) = z(1, t) = 0 ]0, T [

z(ξ, 0) = z0(ξ) ]0, 1[

(2.10)

où Ω =]0, 1[ et supposons que les mesures sont données par un capteur ponctuel localisé

sur b ∈]0, 1[, ainsi la fonction de sortie est donnée par

y(t) = z(b, t), t ∈]0, T [. (2.11)

L’opérateur A =
∂2

∂ξ2
engendre un semi-groupe (SA(t))t≥0 fortement continu sur L2(Ω)

défini par

SA(t)z =
∞
∑

j=1

eλjt < z, ϕj >L2(Ω) ϕj (2.12)

avec ϕj(ξ) =
√

2 sin(jπξ), ξ ∈]0, 1[ et λj = −j2π2. Si b ∈ IQ, alors le système (2.10) avec

la fonction de sortie (2.11) n’est pas observable sur Ω =]0, 1[ ([45]), mais est régionalement

observable sur ω = [ 14 , 3
4 ] ([50]).

2.4 Observabilité régionale et capteur stratégique

Dans cette section, considérons le système (2.4) augmenté de l’équation de sortie

y(t) = (y1(t), y2(t), . . . , yq(t))

où yi sont les mesures du ième capteur (Di, fi) pour 1 ≤ i ≤ q.

Définition 2.3.

Un capteur (D, f) est ω-stratégique si le système (2.4) augmenté de l’équation de sortie (2.2)

correspondant au capteur considéré, est faiblement observable.
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Définition 2.4.

Une suite de capteurs (Di, fi)1≤i≤q est ω-stratégique s’il existe au moins un capteur (Di0 , fi0)

qui soit ω-stratégique.

Proposition 2.5.

On suppose que sup mn = m < ∞. La suite de capteurs (Di, fi)1≤i≤q est ω-stratégique si et

seulement si :

1. q ≥ m

2. rang Gn = mn, ∀n ≥ 1 où Gn = (Gn)ij =< ϕnj
, fi >L2(Di) (dans le cas ponctuel,

(Gn)ij = ϕnj
(bi)), i = 1, . . . , q et j = 1, . . . , mn.

2.5 La méthode de reconstruction : capteur zone

La construction de l’état peut être obtenue en considérant l’approche suivante. Cette approche

utilisée dérive de la méthode HUM développée par J. L. Lions dans [69] et généralisée par El Jai

et Zerrik dans [50, 51, 52, 53]. Considérons à nouveau le système (2.4)-(2.2) et supposons que

les mesures sont fournies par un capteur zone interne (D, f) avec D ⊂ Ω et f ∈ L2(Ω). Dans ce

cas, la fonction de sortie est donnée par

y(ξ, t) =

∫

D
f(ξ)z(ξ, t)dξ (2.13)

L’état initial peut être décomposé comme suit

z0(ξ) =











z1
0(ξ) ξ ∈ ω

z2
0(ξ) ξ ∈ Ω \ ω

(2.14)

Le problème consiste à reconstruire la composante z1
0 de l’état initial sur ω à partir de la

connaissance de (2.4) et de (2.13). Pour cela, soient G et G des ensembles définis par

G = {g ∈ L2(Ω) tel que g = 0 in Ω \ ω} (2.15)

G = {g ∈ L2(Ω) tel que g = 0 in ω} (2.16)

Il est facile de voir que, ∀(g, ḡ) ∈ G × G :

(g, g) =

∫

Ω
ggdx +

∫

Ω\ω
ggdx = 0

Pour un ϕ0 ∈ G donné, le système






























∂ϕ

∂t
(ξ, t) = Aϕ(ξ, t) Q

ϕ(ξ, 0) = ϕ0(ξ) Ω

ϕ(η, t) = 0 Σ

(2.17)
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admet une solution unique ϕ ∈ L2(Q).

L’application ‖•‖2
G

définie par

ϕ0 ∈ G →‖ ϕ0 ‖2

G
=

∫ T

0

< ϕ(t), f >2
L2(D) dt (2.18)

est une semi-norme sur G. Pour ϕ0 ∈ G, la solution ϕ du système (2.17) permet de considérer

le système suivant































∂Z̄

∂t
(ξ, t) = −A∗Z̄(ξ, t)− < ϕ(t), f >L2(D) f(ξ)χ

D
Q

Z̄(ξ, 0) = 0 Ω

Z̄(η, t) = 0 Σ

(2.19)

de solution Z̄ qui permet de calculer Z̄(ξ, 0).

Soit Λ un opérateur de G dans G
⊥

donné par

Λϕ0(ξ) = P
G
⊥
Z̄(ξ, 0) (2.20)

où P
G
⊥
Z̄(ξ, 0) désigne la projection de Z̄(ξ, 0) sur G

⊥
. Maintenant considérons le système































∂Ψ

∂t
(ξ, t) = −A∗Ψ(ξ, t) − y(., t)f(ξ)χ

D
Q

Ψ(ξ, 0) = 0 Ω

Ψ(η, t) = 0 Σ

(2.21)

qui fournit la solution Ψ et donc Ψ(ξ, 0) en utilisant une mesure à travers y(., t). Maintenant,

si ϕ0 est choisi tel que ϕ conduit à Z̄(ξ, 0) = Ψ(ξ, 0) sur ω, alors le système (2.21) est l’adjoint

du système (2.4)-(2.13) et par conséquent le problème d’observation régionale sur ω équivalent

à résoudre l’équation suivante :

Λϕ0(ξ) = P
G
⊥
Ψ(ξ, 0) (2.22)

Ceci peut être résumé dans le résultat suivant :

Proposition 2.6.

Si le capteur (D, f) est ω-stratégique, alors l’équation (2.22) admet une solution unique ϕ0 ∈ G.

De plus, l’état initial régional à observer sur ω est donné par z1
0 = χωϕ0.

2.5.1 Capteur ponctuel

Retournons au système (2.4)-(2.2). Dans ce cas, la fonction de sortie est donnée par

y(t) = z(b, t) (2.23)



OBSERVABILITÉ RÉGIONALE 27

où b ∈ Ω désigne la localisation du capteur. On considère (2.17) et l’opérateur

ϕ0 ∈ G →‖ ϕ0 ‖2

G
=

∫ T

0

ϕ2(b, t)dt (2.24)

qui définit une semi-norme sur G. On considère ensuite le système






























∂Z̄

∂t
(ξ, t) = −A∗Z̄(ξ, t) − ϕ(b, t)δ(ξ − b) Q

Z̄(ξ, 0) = 0 Ω

Z̄(η, t) = 0 Σ

(2.25)

avec l’opérateur (2.20). On peut considérer le système






























∂Ψ

∂t
(ξ, t) = −A∗Ψ(ξ, t) − y(., t)δ(ξ − b) Q

Ψ(ξ, 0) = 0 Ω

Ψ(η, t) = 0 Σ

(2.26)

Donc, on a l’équation

Λϕ0(ξ) = P
G
⊥
Ψ(ξ, 0) (2.27)

Proposition 2.7.

Si le capteur (b, δb) est ω-stratégique, alors l’équation (2.27) admet une solution unique ϕ0 ∈ G.

De plus, l’état initial régional à observer sur ω est donné par z1
0 = χωϕ0.

2.5.2 Capteur zone frontière

Supposons que le système (2.4) est observé au moyen d’un capteur zone frontière (Γ1, f) qui est

ω-stratégique, avec Γ1 ⊂ ∂Ω et f ∈ L2(Γ1). Alors la fonction de sortie s’écrit

y(ξ, t) =

∫

Γ1

z(ξ, t)f(ξ)dξ (2.28)

Avec ϕ0 ∈ G, on considère l’application

ϕ0 →‖ ϕ0 ‖2

G
=

∫ T

0

< ϕ(t), f >2
L2(Γ1) dt (2.29)

qui définit une semi-norme sur G. La solution Z̄ du système






































∂Z̄

∂t
(ξ, t) = −A∗Z̄(ξ, t) Q

Z̄(ξ, 0) = 0 Ω

∂Z̄

∂νA∗
(ξ, 0) = − < ϕ(t), f >L2(Γ1) χΓ1

Σ

(2.30)
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qui permet de considérer le système






































∂Ψ

∂t
(ξ, t) = −A∗Ψ(ξ, t) Q

Ψ(ξ, 0) = 0 Ω

∂Ψ

∂νA∗
(η, t) = −y(ξ, t)χΓ1

Σ

(2.31)

Dans ce cas, l’état régional à observer z1
0 = χωϕ0 est donné par la solution de l’équation (2.22).

Ainsi, à partir des propositions 2.6 et 2.7, nous avons observé l’état initial sur ω (i.e. z |ω (ξ, 0))

alors nous pouvons observer l’état courant à chaque instant t ≥ 0 en considérant

z |ω (ξ, t) = SA(t) z |ω (ξ, 0), ∀t ≥ 0. (2.32)

2.6 Erreur de reconstruction de l’état

Dans cette section, nous nous intéressons aussi à l’erreur de reconstruction de l’état z |ω (ξ, t)

sur [0,T]. D’abord, nous allons montrer que pour tout ω ⊂ Ω, l’erreur d’observation régionale

sur ω est inférieure à celle sur tout Ω. En effet

Eobs(., t) =‖ z̄(., t) ‖, t ≥ 0 (2.33)

où z̄(ξ, t) est l’erreur d’observation à l’instant t donné par z̄(ξ, t) = z(ξ, t) − z̆(ξ, t). Si nous

considérons les ensembles

WΩ = {z̄(ξ, t) ∈ L2(Q) tel que z̄(ξ, t) = z(ξ, t) − z̆(ξ, t) ∀ξ ∈ Ω}

et

Wω = {z̄(ξ, t) ∈ L2(Q) tel que z̄(ξ, t) = z(ξ, t) − z̆(ξ, t) ∀ξ ∈ ω}

nous avons WΩ ⊂ Wω et alors min
Wω

Eobs(ξ, t) ≤ min
WΩ

Eobs(ξ, t). Il est clair que pour tout ω ⊂ Ω,

l’erreur d’observation régionale sur ω est plus petite que l’erreur d’observation dans Ω. Ainsi,

les propositions 2.6 et 2.7 permettent d’obtenir le lemme suivant :

Lemme 2.8.

Si le système (2.4) avec l’équation de sortie (2.2) est faiblement ω-observable, nous avons le

résultat suivant :

lim
t−→∞

Eobs(., t) ≤ 1√
2
‖ z̄0(.) ‖ ∀t ≥ 0, ξ ∈ ω

Démonstration.

Considérons

z̄(ξ, 0) = z(ξ, 0) − z̆(ξ, 0)
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où

z(ξ, 0) = Λ−1Z̄(ξ, 0), et z̆(ξ, 0) = Λ−1Ψ(ξ, 0).

Avec l’équation (2.33), on a :

Eobs(ξ, 0) =‖ z̄(ξ, 0) ‖L2(ω)=‖ z(ξ, 0) − z̆(ξ, 0) ‖L2(ω)

En utilisant l’équation (2.32), l’erreur d’observation régionale sur l’état courant devient

Eobs(ξ, t) =‖ z̄(ξ, t) ‖L2(ω)=‖ SA(t)z̄(ξ, 0) ‖L2(ω), ∀t ≥ 0, ξ ∈ ω

Ainsi, on peut obtenir

‖ z̄(ξ, t) ‖2
L2(ω) =‖

∑

i=1

e−λit < z̄0, ϕi > ϕi(ξ) ‖2
L2(ω)

=
∑

i=1

e−2λ1t < z̄0, ϕi >2
L2(ω)

=
1 − e−2λ1t

2
< z̄0, ϕi >2

L2(ω)

=
1 − e−2λ1t

2
‖ z̄0(ξ) ‖2

L2(ω)

et donc

lim
t−→∞

Eobs(ξ, t) = lim
t−→∞

‖ z̄(ξ, t) ‖L2(ω) ≤
1√
2
‖ z̄0(ξ) ‖L2(ω), ξ ∈ ω.

Dans le cas où le système considéré (2.4) est augmenté de l’équation de sortie (2.2) donnée par

des mesures diverses (zone, ponctuelle et zone frontière), alors nous avons le même résultat que

le lemme 2.8.

2.7 L’observabilité régionale frontière

Soient Γ ⊂ ∂Ω une partie non vide de mesure positive et Z = H1(Ω) un espace d’état. Con-

sidérons le système


































∂z

∂t
(t) = Az(ξ, t) Q

z(ξ, 0) = z0(ξ) Ω̄

∂z

∂νA
(η, t) = 0 Σ

(2.34)

où Ω̄ est la fermeture de Ω et z(ξ, 0) est supposé inconnu dans H1(Ω̄). Le système (2.34) est défini

avec des conditions aux limites de Neumann
∂z

∂ν
satisfait pour la dérivée normale extérieure. La

fonction de sortie donnée par

y(., t) = Cz(., t)
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où l’opérateur C ∈ L(H1(Ω̄), IRq) dépend de la structure du capteur utilisé. Nous avons vu

que l’observabilité régionale concerne la reconstruction d’état sur un sous-ensemble donné ω du

domaine Ω. Dans cette partie, on considère un cas particulier où ω est un sous-ensemble de la

frontière de ce domaine.

• L’opérateur K est linéaire défini par

K : H1(Ω) → L2(0,∞, IRq)

z → CSA(t)z

dans le cas de capteur zone interne il est borné.

Son adjoint est défini par

K∗ : L2(0,∞, IRq) −→ H1(Ω)

y∗ −→
∫ t

0

S∗
A(τ)C∗y∗(., τ)dτ.

• L’opérateur de trace d’ordre zéro

γ0 : H1(Ω) → H
1
2 (∂Ω)

qui est linéaire, surjective et continu. Son adjoint est désigne par γ∗
0 .

• Pour une région Γ de ∂Ω, soit χΓ un opérateur défini par

χΓ : H
1
2 (∂Ω) −→ H

1
2 (Γ)

z −→ χΓz = z|Γ

où z|Γ est la restriction de z à Γ. L’adjoint de χΓ est noté par χ∗
Γ
.

• Le système (2.34) avec la fonction de sortie (2.2) est dit exactement (respectivement faiblement)

Γ-observable si :

ImχΓγ0K
∗ = H

1
2 (Γ) (respectivement ImχΓγ0K∗ = H

1
2 (Γ)).

• Un capteur (D, f) est dit Γ-stratégique si le système correspondant est faiblement Γ-observable

(Zerrik et Badraoui [103]).

• Considérons le système défini sur Ω =]0, 1[×]0, 1[ par







































∂z

∂t
(ξ1, ξ2, t) =

∂2z

∂ξ2
1

(ξ1, ξ2, t) +
∂2z

∂ξ2
2

(ξ1, ξ2, t) Q

z(ξ1, ξ2, 0) = z0(ξ1, ξ2) Ω̄

∂z

∂ν
(η1, η2, t) = 0 Σ

(2.35)
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0Γ

ξ

ξ

1
Γ

2

0

1

1

Ω

Figure 3: La région Γ à observer.

Soit Γ = [0, 1] × {0} une région de Ω̄ et (Γ0, f) un capteur zone frontière localisé sur Γ0 =

{0} × [0, 1].

Ainsi la fonction de sortie est donnée par

y(ξ, t) =

∫

Γ0

z(ξ1, ξ2, t)f(η1, η2)dξ (2.36)

Par conséquent, le système (2.35)-(2.36) n’est pas faiblement observable sur Ω, mais il est faible-

ment observable sur Γ ([102]).

Remarque 2.9.

Pour le système (2.34)-(2.2), établissons le lien entre l’observabilité régionale interne et frontière.

Dans ce but, soient :

• l’opérateur d’extension (voir [23]).

R : H1/2(∂Ω) −→ H1(Ω)

linéaire continu tel que

γ0Rh(ξ, t) = h(ξ, t), ∀h ∈ H1/2 (∂Ω) . (2.37)

• r > 0 arbitraire et suffisamment petit et on pose

E =
⋃

z∈Γ

B(z, r) et ωr = E ∩ Ω (2.38)

où B(z, r) est la boule unité de rayon r et de centre z(ξ, t) (figure 4).

alors nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.10.

Si le système (2.34)-(2.2) est exactement (respectivement faiblement) observable sur ω̄r, alors il

est exactement (respectivement faiblement) Γ-observable.
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E

Γ

Ω
rω

Figure 4: Domaine Ω, sous-domaine ωr, région Γ

Démonstration.

Pour la démonstration, voir [102].

Remarque 2.11.

Si on décompose l’état z0(ξ) par

z0(ξ) =











z2
0(ξ) ξ ∈ ω̄r

z3
0(ξ) ξ ∈ Ω̄ \ ω̄r

alors, à partir de cette proposition on peut reconstruire la composante z2
0(ξ) d’état initial sur

ωr et obtenir sa trace sur Γ, en considérant différents types de capteurs.

2.7.1 Méthode de reconstruction : cas ponctuel

La méthode utilisée dérive de la méthode citée dans la précédente partie et généralisée au cas

régional frontière dans [102]. Considérons à nouveau le système (2.34)-(2.28) avec les mêmes

hypothèses citées précédemment. Le problème consiste à reconstruire la composante z2
0(ξ) d’état

initial sur ω̄r à partir des connaissances de (2.34)-(2.28). Pour cela, on considère :

G = {g ∈ H1(Ω̄) tel que g = 0 in Ω̄ \ ω̄}

et

G = {g ∈ H1(Ω̄) tel que g = 0 in ω̄}

Pour un ϕ0r ∈ G donné, le système






































∂ϕr

∂t
(ξ, t) = Aϕr(ξ, t) Q

ϕr(ξ, 0) = ϕ0r(ξ) Ω̄

∂ϕr

∂νA
(η, t) = 0 Σ

(2.39)
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L’application

ϕ0r ∈ G →‖ ϕ0r ‖2

G
=

∫ T

0

ϕ2
r(b, t)dt (2.40)

définit une semi-norme sur G. Pour ϕ0r ∈ G, le système (2.39) donne ϕr qui permet de considérer

le système






































∂Ψ1

∂t
(ξ, t) = −A∗Ψ1(ξ, t) − ϕr(b, t)δ(ξ − b) Q

Ψ1(ξ, 0) = 0 Ω̄

∂Ψ1

∂νA∗
(η, t) = 0 Σ

(2.41)

Considérons l’opérateur Λ défini par

Λ : G → G
ϕ0r → PḠ⊥Ψ1(0)

où PḠ⊥Ψ1(0) désigne la projection de Ψ1(0) sur Ḡ⊥. Considérons maintenant le système







































∂Ψ2

∂t
(ξ, t) = −A∗Ψ2(ξ, t) − y(., t)δ(ξ − b) Q

Ψ2(ξ, 0) = 0 Ω̄

∂Ψ2

∂νA∗
(η, t) = 0 Σ

(2.42)

Si ϕ0r donne un ϕr qui conduit à Ψ1(ξ, 0) = Ψ2(ξ, 0) sur Γ, alors le système (2.42) est l’adjoint du

système (2.34)-(2.28). Ainsi, le problème d’observation régionale sur ωr se ramène à la résolution

de l’équation suivante

Λϕ0r(ξ) = P
G
⊥
Ψ2(ξ, 0) (2.43)

Proposition 2.12.

Si le capteur (b, δb) est Γ-stratégique, alors l’équation (2.43) admet une solution unique ϕ0r ∈ G.

De plus, l’état initial régional à observer sur Γ est donné par z1
0 = χΓγ0ϕ0r .

2.7.2 Erreur de reconstruction

On garde les mêmes notations que dans la section précédente, et on a le même résultat, si on

prend

Eobs(., t) =‖ z̄(., t) ‖, t ≥ 0 (2.44)

où z̄(ξ, t) est l’erreur d’observation à l’instant t donné par z̄(ξ, t) = z(ξ, t)− z̆(ξ, t). Considérons

les ensembles

WΩ = {z̄(ξ, t) ∈ H1(Ω̄) tel que z̄(ξ, t) = z(ξ, t) − z̆(ξ, t) ∀ξ ∈ Ω}
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et

WΓ = {z̄(ξ, t) ∈ H1(Ω̄) tel que z̄(ξ, t) = z(ξ, t) − z̆(ξ, t) ∀ξ ∈ Γ}

nous avons WΩ ⊂ WΓ et alors min
WΓ

Eobs(ξ, t) ≤ min
WΩ

Eobs(ξ, t). Il est clair que pour tout Γ ⊂ ∂Ω,

l’erreur d’observation régionale sur Γ est plus petite que l’erreur d’observation dans Ω.

Lemme 2.13.

Si le système (2.34) avec l’équation de sortie (2.2) est faiblement ω-observable, nous avons la

relation suivante :

lim
t−→∞

Eobs(., t) ≤ 1√
2
‖ z̄0(.) ‖ ∀t ≥ 0, ξ ∈ Γ
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Chapitre 3

3 Détectabilité régionale

On a vu dans la chapitre 1 que la détectabilité d’un système est, en quelque sorte, une notion

duale de la stabilisabilité ([20, 45]). Dans cette partie, nous nous intéressons au problème de

la détectabilité dans le cas régional lorsque la région considérée ω est une partie du domaine

Ω. Ainsi, nous établissons le lien entre la structure des capteurs et la détectabilité régionale

asymptotique (respectivement exponentielle). La raison principale d’introduire le concept de la

détectabilité asymptotique (respectivement exponentielle) régionale, est la possibilité de constru-

ire un observateur régional exponentiel pour le système considéré. Nous donnons les résultats

liés à la notion de la stabilisabilité régionale et nous caractérisons la notion de la détectabilité

asymptotique (respectivement exponentielle) régionale du gradient.

3.1 Position du problème

Considérons le système parabolique suivant































∂z

∂t
(ξ, t) = Az(ξ, t) + Bu(t) Q

z(ξ, 0) = z0(ξ) Ω

z(η, t) = 0 Θ

(3.1)

où l’opérateur A un opérateur différentiel d’ordre 2, linéaire, auto-adjoint à résolvante compacte

et un générateur d’un semi-groupe (SA(t))t≥0 fortement continu qui est exponentiellement stable

sur l’espace L2(Ω) et l’ensemble Ω les espaces Z, U et O sont définis comme précédemment. On

pose Q = Ω×]0,∞[, Θ = ∂Ω×]0,∞[. Les mesures sont fournies par la fonction de sortie

y(., t) = Cz(., t) (3.2)

Les opérateurs B : IRp −→ L2(Ω̄) et C : L2(Ω) −→ IRq dépendent de la structure des actionneurs

et des capteurs considérés. La solution du système (3.1) est alors donnée par :

z(ξ, t) = SA(t)z0(ξ) +

∫ t

0
SA(t − τ)Bu(τ)dτ (3.3)

Dans le cas où le système (3.1) est autonome, l’équation (3.3) permet d’écrire

z(ξ, t) = SA(t)z0(ξ).
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Définissons l’opérateur
K : Z −→ O

h −→ CSA(.)h

qui est dans le cas du capteur zone interne linéaire et borné. Son adjoint K∗ : L2(0,∞, IR
q
) −→

L2(Ω) est défini par

K∗y∗ =

∫ t

0

S∗
A(s)C∗y∗ds

Pour la région ω de Ω, l’opérateur χω est défini par

χω : L2(Ω) −→ L2(ω)

z −→ χωz = z |ω

où z |ω est la restriction de z à ω.

Ω
Capteurs

�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�

✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂

ω

✄✁✄✁✄✁✄
✄✁✄✁✄✁✄
✄✁✄✁✄✁✄

☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎

Figure 5: Le domaine Ω, la région ω et les localisations des capteurs.

3.2 Stabilité régionale

On rappelle que le problème de la stabilité est un des aspects les plus importantes dans l’analyse

et le contrôle des systèmes. En gardant les mêmes notations, on se propose d’étendre les résultats

précédents au cas régional.

Définition 3.1.

Un semi-groupe (SA(t))t≥0 est dit exponentiellement régionalement stable sur L2(ω) (ou stable

sur L2(ω)) si pour tout état initial x0(.) ∈ L2(Ω) la solution x(ξ, t) du système autonome associé

à (3.1) converge exponentiellement régionalement vers zéro quand t tend vers ∞. Il est facile de

voir que le système (3.1) est exponentiellement régionalement stable sur ω si et seulement s’il

existe deux constantes positives Mω et αω telles que :

‖ χωSA(.) ‖L2(ω)≤ Mωe−αωt, t ≥ 0 (3.4)
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Si (SA(t))t≥0 est un semi-groupe stable sur L2(ω), alors ∀ z0 ∈ L2(Ω) la solution du système

autonome associé à (3.1) satisfait

‖ z(t) ‖L2(ω) = ‖ χωS(.)z0 ‖L2(ω) ≤ Mωe−αωt ‖ z0 ‖L2(ω)

et donc

lim
t→∞

‖ z(t) ‖L2(ω) = 0

Définition 3.2.

Le système (3.1) est dit régionalement stable sur ω si le semi-groupe (SA(t))t≥0 engendré par

l’opérateur A est exponentiellement régionalement stable sur L2(ω).

Remarque 3.3.

Dans tout ce qui suit un système régionalement stable sur ω sera simplement dit ω-stable.

Remarque 3.4.

Si le système (3.1) est supposé autonome, il est facile de voir que :

1. Un système stable est ω-stable.

2. Un système exponentiellement ω-stable est asymptotiquement ω-stable.

3. Si un système est ω-stable, alors il est ω1-stable pour tout ω1 ⊂ ω.

4. Si (SA(t))t≥0 est un semi-groupe engendré par un opérateur A

SA(t)z =
∑

n≥1

eλnt
mn
∑

j=1

< z, ϕnj
>Z ϕnj

, pour tout z ∈ Z

où (ϕnj
) est une base orthonormale de fonctions propres de A associées aux valeurs propres

(λn), alors pour une région ω donnée, nous avons

‖ χωS(t)z0 ‖2
L2(ω)=

∑

n,m≥1

e(λn+λm)t
mn
∑

j=1

mm
∑

k=1

< z0, ϕnj
>< z0, ϕmk

>< ϕnj
, ϕmk

>L2(ω)

si on prend z0 = ϕn0j0
, alors on obtient

‖ χωS(t)z0 ‖2
L2(ω)= e2λn0 t ‖ ϕn0j0

‖2
L2(ω)

et donc

lim
t→∞

‖ χωS(t)z0 ‖L2(ω) = 0 ⇐⇒ λj0 < 0 ou ‖ ϕn0j0
‖L2(ω)= 0

Si on choisit ω tel que

‖ ϕnj
‖L2(ω) 6= 0, ∀j ≥ 1

par conséquent

lim
t→∞

‖ χωS(t)z0 ‖ = 0 =⇒ λj0 < 0
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Alors dans ce cas, la stabilité exponentielle régionale sur ω est équivalente à la stabilité expo-

nentielle sur Ω.

3.3 Définitions et caractérisations

Définition 3.5.

Le système (3.1) avec la fonction de sortie est dit exponentiellement régionalement détectable

sur ω s’il existe un opérateur

Hω : IRq −→ L2(ω)

tel que (A − HωC) engendre un semi-groupe (SHω(t))t≥0 stable sur L2(ω).

Pour simplifier, un système exponentiellement régionalement détectable sur ω sera dit ω-

détectable. L’importance de cette notion est qu’elle donne la possibilité de reconstruction

asymptotique de l’état régional.

Proposition 3.6.

Supposons que le système (3.1) avec la fonction de sortie (3.2) est ω-détectable, alors le système

dynamique décrit par l’équation parabolique suivante































∂x

∂t
(ξ, t) = Ax(ξ, t) + Bu(t) − Hω(Cx(ξ, t) − y(., t)) Q

x(ξ, 0) = 0 Ω

x(η, t) = 0 Θ

(3.5)

est un observateur exponentiel régional (ou ω-observateur) du système (3.1)-(3.2).

Démonstration.

Soit e(ξ, t) = z(ξ, t) − x(ξ, t) où x(ξ, t) est la solution du système (3.5). D’après les équations

(3.1) et (3.5), nous obtenons

∂e

∂t
(ξ, t) =

∂z

∂t
(ξ, t) − ∂x

∂t
(ξ, t)

= Az(ξ, t) + Bu(t) − Ax(ξ, t) − Bu(t) + HωC(x(ξ, t) − z(ξ, t))

= (A − HωC)e(ξ, t).

Puisque le système (3.1) avec la fonction de sortie (3.2) est ω-détectable, il existe un opérateur

Hω ∈ L(IRq, L2(ω)), tel que l’opérateur (A−HωC) engendre un semi-groupe (SHω(t))t≥0 stable

sur L2(ω) qui satisfait la relation suivante :

∃ Mω, αω > 0 tel que ‖ χωSHω(.) ‖L2(ω) ≤ Mωe−αω(t).
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Finalement, nous avons

‖ e(., t) ‖L2(ω) ≤ ‖ χωSHω(.) ‖
L2(ω)

‖ e0(.) ‖ ≤ Mωe−αω(t) ‖ e0(.) ‖

avec e0(.) = z0(.) − x0(.) et donc e(ξ, t) converge vers zéro quand t −→ ∞.

Ainsi, le système dynamique (3.5) peut être considéré comme un ω-observateur (ω-observateur

identité) pour le système (3.1)-(3.2) sans avoir besoin de la stabilité du système original.

Remarque 3.7.

Notons que :

1. Un système exponentiellement détectable est ω-détectable.

2. Un système exponentiellement ω-détectable est asymptotiquement ω-détectable.

3. Un système ω-détectable est ω1-détectable pour tout ω1 ⊂ ω.

4. L’exemple suivant montre que la réciproque dans le paragraphe 3. n’est pas vraie.

Exemple 3.8.

Considérons le système décrit par l’équation parabolique



























∂z

∂t
(ξ, t) = γ1

∂2z

∂ξ2
(ξ, t) + γ2z(ξ, t) ]0, a[, t > 0

z(0, t) = z(a, t) = 0 t > 0

z(ξ, 0) = z0(ξ) ]0, a[

(3.6)

augmenté de la fonction de sortie

y(t) =

∫

Ω
z(ξ, t)δ(ξ − b)dξ (3.7)

où γ1 > 0, γ2 > 0, a > 0, Ω =]0, a[ et b ∈ Ω est la localisation du capteur (b, δb). Si

b/a ∈ IQ ∩ ]0, a[, alors le capteur (b, δb) est non stratégique pour le sous-système instable du

(3.6) et donc le système (3.6)-(3.7) est non détectable sur ]0, a[ ([45]).

α

b

Ω0 a

ω

β

Figure 6: Le domain Ω, la région ω et la localisation b du capteur (b, δb) .
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Choisissons une région ω =]α, β[⊂]0, a[. Les fonctions propres et les valeurs propres concernant

l’opérateur (γ1
∂2

∂ξ2
+ γ2) sont données par

ϕn(ξ) =

√

2

β − α
sinnπ(

ξ − α

β − α
)

et

λn = γ2 − γ1
n2π2

(β − α)2

Le système (3.6) avec la fonction de sortie (3.7) est ω-détectable si :

b − α

β − α
6∈ IQ ∩ ]0, a[ ([9]).

c’est-à-dire le capteur (b, δb) est ω-stratégique pour le sous-système instable du (3.6).

3.4 Détectabilité régionale et observabilité régionale

On a montré qu’un système qui est exactement observable est détectable ([20],[45]). Ce résultat

peut être étendu au cas régional par le corollaire suivant :

Corollaire 3.9.

Si le système (3.1) avec la fonction de sortie (3.2) est exactement régionalement observable sur

ω, alors il est ω-détectable.

Ce résultat est non constructif parce qu’il est lié au choix de l’opérateur Hω dans le système

(3.5). Ainsi, ce résultat permet d’avoir la relation suivante :

∃ γ > 0 tel que ‖ χωz ‖L2(ω) ≤ γ ‖ CS(.)z ‖L2(0,∞,O), ∀z ∈ L2(ω) (3.8)

Ici encore, cette notion est moins restrictive que l’exacte observabilité régionale.

3.5 Détectabilité régionale et capteurs

Comme dans (El Jai et Pritchard [45]) nous allons développer un résultat de caractérisation

qui lie la détectabilité régionale à la structure de capteurs. Pour ce but, considérons une base

orthonormale dans L2(ω) fournie par les fonctions propres (ϕnj
) associées aux valeurs propres

(λn) de multiplicité mn. Supposons que le système (3.1) admet des J modes instables. Ainsi le

théorème suivant donne une condition suffisante de la détectabilité régionale sur ω.

Théorème 3.10.

Supposons qu’il existe q capteurs (Di, fi)1≤i≤q et que le spectre de l’opérateur A contienne J

valeurs propres non-négatives, alors le système (3.1) avec la fonction de sortie (3.2) est ω-

détectable si et seulement si :
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1. q ≥ m

2. rang Gn = mn, ∀n, n = 1, . . . , J avec

Gn = (Gn)ij =











































































< ϕnj
(.), fi(.) >L2(Di) cas du capteur zone

ϕnj
(bi) cas du capteur ponctuel

< ϕnj
(.), fi(.) >L2(Γi) cas du capteur zone frontière

∂ϕnj

∂ν
(bi) cas ponctuel sur la frontière (mesure du flux)

<
∂ϕnj

∂ν
(.), fi(.) >L2(Γi) cas zone sur la frontière (mesure du flux)

où supmn = m < ∞, i = 1, . . . , q et j = 1, . . . , mn.

Démonstration.

La démonstration est développée dans le cas de zone frontière (mesure de flux). Dans ce cas la

fonction de sortie (3.2) peut être donnée par

yi(ξ, t) =

∫

Γi

∂z

∂ν
(ξ, t)fi(ξ)dξ (3.9)

Sous les hypothèses de la section précédente, le système (3.1) peut être décomposé par les

projections P et I − P sur deux parties, l’une instable et l’autre stable. Le vecteur d’état peut

être donné par z(ξ, t) = [z1(ξ, t) z2(ξ, t)]
tr où z1(ξ, t) est la composante d’état de la partie

instable du système (3.1) qui peut être décrite par






























∂z1

∂t
(ξ, t) = A1z1(ξ, t) + PBu(t) Q

z1(ξ, 0) = z01(ξ) Ω

z1(η, t) = 0 Θ

(3.10)

et z2(ξ, t) est la composante d’état de la partie stable du système (3.1) donné par






























∂z2

∂t
(ξ, t) = A2z2(ξ, t) + (I − P )Bu(t) Q

z2(ξ, 0) = z02(ξ) Ω

z2(η, t) = 0 Θ

(3.11)

L’opérateur A1 est représenté par une matrice d’ordre

(
J

∑

n=1

mn,
J

∑

n=1

mn)
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donné par

A1 = diag [λ1, . . . , λ1, . . . , λJ , . . . , λJ ]

et

PB =
[

Gtr
1 , Gtr

2 , . . . , Gtr
J

]

.

En utilisant la condition (2) de ce théorème, nous déduisons que la suite (Di, fi)1≤i≤q de capteurs

est ω-stratégique pour la partie instable du système (3.1), le sous-système (3.10) est faiblement

ω-observable. Puisqu’il est de dimension finie, alors il est exactement régionalement observable

sur ω. Donc il est ω-détectable. Par conséquent, il existe un opérateur H1
ω tel que (A1 − H1

ωC)

satisfait la relation suivante :

∃ M1
ω, α1

ω > 0 tel que ‖ e(A1−H1
ωC)t ‖L2(ω) ≤ M1

ωe−α1
ω(t)

et alors, nous avons

‖ z1(., t) ‖L2(ω) ≤ M1
ωe−α1

ω(t) ‖ Pz0(.) ‖L2(ω) .

Puisque le semi-groupe engendré par l’opérateur A2 est stable sur L2(ω), il existe donc M̄ω,

ᾱω > 0 tel que

‖ z2(., t) ‖L2(ω) ≤ M̄ωe−ᾱω(t) ‖ (I − P )z0(.) ‖L2(ω)

+

∫ t

0
M̄ωe−ᾱω(t−τ) ‖ (I − P )z0(.) ‖L2(ω)‖ u(τ) ‖ dτ

et ainsi z(ξ, t) −→ 0 quand t −→ ∞. Finalement, le système (3.1)-(3.9) est ω-détectable.

Réciproquement, si le système (3.1) avec la fonction de sortie (3.9) est ω-détectable, alors il

existe un opérateur Hω ∈ L(IRq, L2(ω)), tel que (A−HωC) engendre un semi-groupe (SHω(t))t≥0

fortement continu, stable sur l’espace L2(ω) qui satisfait la relation suivante :

∃ Mω, αω > 0 tel que ‖ χωSHω(.) ‖L2(ω) ≤ Mωe−αω(t)

Ainsi le sous-système (3.10) est ω-détectable et donc il est ω-stable. Rappelons qu’un système

faiblement ω-observable est équivalent à Ker Kχ∗
ω = {0} (voir [50]), c’est-à-dire

Kχ∗
ωz∗(., t) = 0 =⇒ z∗(., t) = 0 .

Pour z∗(., t) ∈ L2(ω), on a

Kχ∗
ωz∗(., t) = (

J
∑

n=1

eλnt
mn
∑

j=1

<
∂ϕnj

∂ν
(.), z∗(., t) >L2(ω) <

∂ϕnj

∂ν
(.), fi(.) >L2(Ω))1≤i≤q

Si Gn 6= mn, pour n, n = 1, . . . , J , il existe (z∗(., t) 6= 0) ∈ L2(ω), tel que Kχ∗
ωz∗(., t) = 0, cela

conduit à
mn
∑

j=1

<
∂ϕnj

∂ν
(.), z∗(., t) >L2(ω) <

∂ϕnj

∂ν
(.), fi(.) >L2(Ω)= 0, 1 ≤ i ≤ q
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Les vecteurs d’état zn peuvent être donnés par

zn(., t) =

[

<
∂ϕn1

∂ν
(.), z∗(., t) >L2(ω), . . . , <

∂ϕnmn

∂ν
(.), z∗(., t) >L2(ω)

]tr

6= 0, 1 ≤ i ≤ q

alors, on obtient Gnzn = 0 pour tout n, n = 1, . . . , J . Par conséquent le sous-système (3.10) est

non faiblement ω-observable et donc la suite (Di, fi)1≤i≤q de capteurs n’est pas ω-stratégique.

Finalement, le système (3.10) est non ω-stable. Alors le rang Gn = mn pour tout n, n = 1, . . . , J

[9].

3.6 Application aux structures des mesures

Dans cette section, nous donnons les résultats spécifiques liés à quelques exemples de struc-

tures de capteurs et nous appliquons ces résultats à des situations différentes du domaine, qui

habituellement tiennent compte des considérations de symétrie. Nous considérons le système

bidimensionnel défini sur Ω =]0, 1[×]0, 1[ sous la forme suivante































∂z

∂t
(ξ1, ξ2, t) =

∂2z

∂ξ2
1

(ξ1, ξ2, t) +
∂2z

∂ξ2
2

(ξ1, ξ2, t) + z(ξ1, ξ2, t) Q

z(η1, η2, t) = 0 t > 0

z(ξ1, ξ2, 0) = z0(ξ1, ξ2) Ω

(3.12)

augmenté avec la fonction de sortie donnée par diverses mesures. Soit ω =]α1, β1[×]α2, β2[ la

région considérée, qui est un sous-ensemble de ]0, 1[×]0, 1[. Dans ce cas, les fonctions propres

du système (3.12) pour les conditions aux limites de Dirichlet sont données par

ϕnm(ξ1, ξ2) =

(

4

(β1 − α1)(β2 − α2)

)1/2

sinnπ

(

ξ1 − α1

β1 − α1

)

sinmπ

(

ξ2 − α2

β2 − α2

)

(3.13)

associées aux valeurs propres

λnm = 1 −
(

n2

(β1 − α1)2
+

m2

(β2 − α2)2

)

π2, n ≥ 1, m ≥ 1. (3.14)

L’ordre de multiplicité des valeurs propres peut être infini, et donc, dans ce cas nous ne pouvons

pas avoir de détectabilité régionale par un nombre fini de capteurs. Cependant, si nous supposons

que

(β1 − α1)
2/(β2 − α1)

2 6∈ IQ (3.15)

alors mn = 1 pour tout n, n = 1, . . . , J et un capteur peut être suffisant pour la détectabilité

exponentielle régionale sur ω ([44],[46]). Dans le cas de conditions aux limites de Neumann ou

mêlées, nous avons des fonctions différentes. Nous illustrons quelques exemples pratiques du

système parabolique linéaire (3.12).
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3.6.1 Cas zone

Considérons le système (3.12) avec la fonction de sortie (3.2) où le support du capteur D est

placé sur Ω (ou ∂Ω).

• Capteur zone interne

Nous discutons ce cas avec des domaines différents :

Cas de la figure 7. La fonction de sortie (3.2) peut être écrite sous la forme

y(t) =

∫

D
z(ξ1, ξ2, t)f(ξ1, ξ2)dξ1dξ2. (3.16)

où D ⊂ Ω désigne la localisation du capteur zone et f ∈ L2(D).

�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�

✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂

ξ

D

ξ

✄☎✄☎✄☎✄
✄☎✄☎✄☎✄
✄☎✄☎✄☎✄

✆☎✆☎✆☎✆
✆☎✆☎✆☎✆
✆☎✆☎✆☎✆

01

1

α β 10

2

1

2

β2

α

0

1

ω

Ω

Figure 7: Domaine Ω, sous-domaine ω et localisation D du capteur zone interne

Dans le cas de la figure 7, les fonctions propres et valeurs propres sont données par les équations

(3.13) et (3.14). On suppose que le support de mesure est rectangulaire avec D = [ξ01 − l1, ξ01 +

l1] × [ξ02 − l2, ξ02 + l2]. Donc on obtient le résultat suivant :

Corollaire 3.11.

Supposons que f1 est symétrique par rapport au plan ξ1 = ξ01 et que f2 est symétrique par rapport

au plan ξ2 = ξ02, alors le système (3.12) avec la fonction de sortie (3.16) n’est pas ω-détectable

si n(ξ01 − α1)/(β1 − α1) et m(ξ02 − α2)/(β2 − α2) ∈ IN pour n, m = 1, . . . , J.

Démonstration.

Si (ξ01−α1)/(β1−α1) et (ξ02−α2)/(β2−α2) ∈ IQ, alors il existe deux entiers n et m, 1 ≤ n, m ≤ J
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tels que n(ξ01 − α1)/(β1 − α1) et m(ξ02 − α2)/(β2 − α2) ∈ IN . Ainsi, nous avons

< ϕnm(ξ1, ξ2), fi(ξ1, ξ2) > =

(

4

(β1 − α1)(β2 − α2)

)1/2

∫ ξ02−l2

ξ02+l2

(

∫ ξ01−l1

ξ01+l1
fi(ξ1, ξ2) sin nπ

(

ξ1 − α1

β1 − α1

)

dξ1

)

sinmπ

(

ξ2 − α2

β2 − α2
dξ2

)

,∀i, 1 ≤ i,≤ 2

Puisque fi est symétrique par rapport au plan ξi = ξi0 et pour tout ξi ∈ [ξi0 − li, ξi0 + li] ou

i, 1 ≤ i ≤ 2, nous obtenons

∫ ξ01−l1

ξ01+l1
sin nπ

(

ξ1 − α1

β1 − α1

)

dξ1 = 0

et
∫ ξ02−l2

ξ02+l2
sinmπ

(

ξ2 − α2

β2 − α2

)

dξ2 = 0

D’après le théorème 3.10, le système (3.12) avec la fonction de sortie (3.16) n’est pas ω-

détectable.

Cas de la figure 8. Considérons le système (3.12)-(3.2). Ainsi, ce système peut être donné par

la forme suivante






























∂z

∂t
(r, θ, t) =

∂2z

∂r2
(r, θ, t) +

∂2z

∂θ2
(r, θ, t) + z(r, θ, t) Q

z(r, θ, 0) = z0(r, θ) Ω

z(1, θ, t) = 0 θ ∈ [0, 2π], t > 0

(3.17)

�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
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✄☎✄☎✄
✄☎✄☎✄
✄☎✄☎✄

✆☎✆☎✆
✆☎✆☎✆
✆☎✆☎✆

✝☎✝☎✝
✝☎✝☎✝
✝☎✝☎✝

✞☎✞☎✞
✞☎✞☎✞
✞☎✞☎✞D

D1

2 θ

ω

Ω

θ 1

Figure 8: Domaine D(0,1), sous-domaine ω et localisations D1, D2 des capteurs zones internes

où Ω = D(0, 1) est défini dans le cas de la figure 8.

Le système (3.17) augmenté avec la fonction de sortie

yi(t) =

∫

Di

z(ri, θi, t)f(ri, θi)dridθi 0 ≤ θi ≤ 2π,
1

2
riω < ri <

1

2
, 2 ≤ i ≤ q (3.18)
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Ainsi, les fonctions propres et valeurs propres concernant la région ω = D(0, rω) ⊂ Ω, ∀rω ∈]0, 1[

sont données par

λnm = −β2
nm n ≥ 0, m ≥ 1 (3.19)

où βnm sont les racines des fonctions de Bessel Jn et

ϕ0m(r, θ) = J0(β0mr) m ≥ 1
ϕnm1(r, θ) = Jn(βnm1r) cos(nθ) n, m1 ≥ 1
ϕnm2(r, θ) = Jn(βij2r) sin(nθ) n, m2 ≥ 1

(3.20)

avec multiplicité mn = 2 pour tout n, m 6= 0 et mn = 1 pour tout i, j = 0. Dans ce cas, la

détectabilité exponentielle régionale sur ω exige au moins deux capteurs zone (Di, fi)2≤i≤q où

Di = (ri, θi)2≤i≤q (voir [45]). Ainsi nous avons le résultat :

Corollaire 3.12.

Supposons que fi et Di sont symétriques par rapport au plan θ = θi, pour tout i, 2 ≤ i ≤ q, alors

le système (3.17)-(3.18) n’est pas ω-détectable si n0(θ1 − θ2)/π ∈ IN pour n0, n0 = 1, . . . , J.

• Capteur zone frontière

Nous considérons le système (3.12) avec les conditions aux limites de Dirichlet et la fonction de

sortie (3.2). Nous étudions ce cas avec des domaines géométriques différents :

Cas de la figure 9. La fonction de sortie (3.3) est donnée par

y(t) =

∫

Γ

∂z

∂ν
(η1, η2, t)f(η1, η2)dη1dη2. (3.21)

où Γ ⊂ ∂Ω est le support du capteur frontière et f ∈ L2(Γ).

η 0
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Γ
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Figure 9: Domaine rectangulaire Ω et localisations Γ, Γ̄ des capteurs zones frontières

Le capteur (D, f) peut être localisé sur Γ = [η01 − l, η01 − l] × {1} (voir figure 9). Alors, nous

avons :



DÉTECTABILITÉ RÉGIONALE 47

Corollaire 3.13.

Si la fonction f est symétrique par rapport au plan η1 = η01 , alors le système (3.12) avec la

fonction de sortie (3.21) n’est pas ω-détectable si n(η01 −α1)/(β1−α1) ∈ IN pour n, 1 ≤ n ≤ J .

Quand le capteur est localisé sur la partie Γ̄ de la frontière avec Γ̄ = [η̄01 − l1, 1] × {0}⋃{1} ×
[0, η̄02 + l2] = Γ1

⋃

Γ2 où Γ̄ ⊂ ∂Ω (voir figure 9), nous obtenons le résultat suivant :

Corollaire 3.14.

Supposons que f1 est symétrique par rapport au plan η1 = η̄01 , et la fonction f|Γ2
est symétrique

par rapport au plan η2 = η̄02 , alors le système (3.12) avec la fonction de sortie (3.21) n’est pas

ω-détectable si n(η̄01 − α1)/(β1 − α1) et m(η̄02 − α2)/(β2 − α2) ∈ IN pour n, m 1 ≤ n, m ≤ J .

Cas de la figure 10. Ici, nous considérons le système (3.17) avec la fonction de sortie

yi(t) =

∫

Γi

∂z

∂ν
(1, θi, t)f(1, θi)dθi 0 ≤ θi ≤ 2π, t > 0. (3.22)

Dans ce cas, il est nécessaire d’avoir au moins deux capteurs zone frontière (Γi, fi)2≤i≤q avec

Γi = (1, θi)2≤i≤q.
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Figure 10: Domaine circulaire et localisations Γ1, Γ2 des capteurs zones frontières

Si la fonction f|Γi
est symétrique par rapport au plan θ = (θi)2≤i≤q (figure 10), alors nous avons:

Corollaire 3.15.

Le système (3.17) avec la fonction de sortie (3.22) n’est pas ω-détectable si n(θ1 − θ2)/π ∈ IN

pour n, 1 ≤ n ≤ J .

3.6.2 Cas ponctuel

Considérons maintenant un capteur ponctuel localisé à l’intérieur du domaine Ω ou sur la

frontière ∂Ω.

• Capteur ponctuel interne
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Nous pouvons discuter les cas suivants :

Cas de la figure 11. Le système (3.12) est augmenté de la sortie

y(t) =

∫

Ω
z(ξ1, ξ2, t)δ(ξ1 − b1, ξ2 − b2)dξ1dξ2. (3.23)

où b = (b1, b2) est la localisation du capteur ponctuel sur Ω. Si (β1 − α1)/(β2 − α2) 6∈ IQ alors

mn = 1. Dans ce cas, un seul capteur (b, δb) peut être suffisant pour la détectabilité exponentielle

régionale sur ω.

Alors nous obtenons :
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Figure 11: Domaine rectangulaire et localisation b du capteur ponctuel interne

Corollaire 3.16.

Le système (3.12) avec la fonction de sortie (3.23) est ω-détectable si n(b1 − α1)/(β1 − α1) et

m(b2 − α2)/(β2 − α2) 6∈ IN, pour tout n, m = 1, . . . , J .

Cas de la figure 12. On considère le système (3.17) avec la fonction définie par

yi(t) =

∫

Ω
z(ri, θi, t)fi(ri, θi)dridθi. (3.24)

où 2 ≤ i ≤ q, 0 ≤ θi ≤ 2π, 1
2riω < ri < 1

2 , t > 0. Les capteurs peuvent être placés aux points

p1 = (r1, θ1) et p2 = (r2, θ2) ∈ Ω.

Corollaire 3.17.

1. Le système (3.17) avec la fonction de sortie (3.24) est ω-détectable si n(θ1 − θ2)/π 6∈ IN

pour tout n = 1, . . . , J.

2. Si r1 = r2, le système (3.17) avec la fonction de sortie (3.24) est ω-détectable si n(θ1 −
θ2)/π 6∈ IN pour tout n = 1, . . . , J .
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Figure 12: Domaine circulaire et localisations p1, p2 des capteurs ponctuels internes

Cas de la figure 13. Considérons le cas où Ω =]0, 1[×]0, 1[ et ω =]α1, β1[×]α2, β2[⊂ Ω.
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Figure 13: Domaine rectangulaire et localisation σ du capteur filament interne

Supposons que l’observation se fait suivant une courbe σ = Im(γ) avec γ ∈ C1(0, 1) (figure 13).

Alors, nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 3.18.

Si l’observation est retrouvée par un capteur filament (σ, δσ) tel que σ est symétrique par rapport

à la droite b, alors le système (3.12)-(3.23) est ω-détectable si n(b1 − α1)/(β1 − α1) et m(b2 −
α2)/(β2 − α2) 6∈ IN, pour tout n, m = 1, . . . , J .

• Capteur ponctuel frontière

Considérons le système (3.12) avec des conditions aux limites de Dirichlet, donc, on peut étudier

les cas suivants :

Cas de la figure 14. Dans ce cas le capteur (b, δb) est localisé sur ∂Ω.

La fonction de sortie donnée par

y(t) =

∫

∂Ω

∂z

∂ν
(η1, η2, t)δ(η1 − 1, η2 − b2)dη1dη2. (3.25)
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Figure 14: Domaine rectangulaire Ω et localisation b du capteur ponctuel frontière

alors, on obtient le résultat suivant :

Corollaire 3.19.

Le système (3.12) avec la fonction de sortie (3.25) est ω-détectable si n(1 − α1)/(β1 − α1) et

m(b2 − α2)/(β2 − α2) 6∈ IN, pour tout n, m 1 ≤ n, m ≤ J .

Cas de la figure 15. Dans ce cas, on considère (3.17) avec la fonction de sortie

yi(t) =

∫

∂Ω

∂z

∂ν
(1, θi, t)f(1, θi)dθ θi ∈ [0, 2π], t > 0. (3.26)

p

✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄
✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄
✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄
✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄
✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄
✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄
✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄
✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄
✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄
✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄
✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄
✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄
✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄
✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄
✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄
✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄☎✄

✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆
✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆
✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆
✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆
✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆
✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆
✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆
✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆
✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆
✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆
✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆
✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆
✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆
✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆
✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆
✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆☎✆

p
2

1

θ 1θ2

ω

Ω

✝☎✝☎✝
✝☎✝☎✝
✞☎✞
✞☎✞

✟
✟
✟
✟

✠
✠
✠
✠

Figure 15: Domaine circulaire et localisations p1, p2 des capteurs ponctuels frontières

Quand les capteurs sont ponctuels placés aux points pi = (1, θi) où θi ∈ [0, 2π] et 2 ≤ i ≤ q,

nous avons alors le résultat suivant :

Corollaire 3.20.

Le système (3.17) avec la fonction de sortie (3.26) est ω-détectable si n(θ1 − θ2)/π 6∈ IN pour
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tout n, 1 ≤ n ≤ J .

3.7 Tableaux récapitulatifs

Dans cette partie, nous présentons sous forme de tableaux les résultats liés à la structure des

capteurs pour la détectabilité exponentielle régionale. En tenant compte du fait que le système

(3.1) a des modes instables finis, les capteurs (Di, fi)1≤i≤q sont ω-stratégiques pour le sous-

système instable concernant ces modes et en supposant que :

(β1 − α1)
2

(β2 − α1)2
6∈ IQ

alors nous avons les cas suivants :
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1. Capteurs zone

Localisations des capteurs zones.
Conditions suffisantes de la non
détectabilié régionale.

D = [ξ01 − l1, ξ01 + l1]× [ξ02 − l2, ξ02 + l2]

(a) f1(resp. f2) symétrique par rapport

au plan ξ1 = ξ01(resp. ξ2 = ξ02),

(b) n(ξ01 − α1)/(β1 − α1) et m(ξ02−
α2)/(β2 − α2) ∈ IN pour n, m =

1, . . . , J.

Di = (ri, θi)2≤i≤q, où

1
2riω < ri < 1

2 , 2 ≤ i ≤ q

(a) fi et Di sont symétriques par

rapport au plan θ = θi pour tout i,

i = 2, . . . , q,

(b) n0(θ1 − θ2)/π ∈ IN pour n0, n0 =
1, . . . , J.

Γ = [η01 − l, η01 − l] × {1}
(a) f est symétrique par rapport au

plan η1 = η01 ,

(b) n(η01 − α1)/(β1 − α1) ∈ IN pour

n, n = 1, . . . , J.

Γ̄ = [η̄01 − l1, 1]×{0}⋃{1}× [0, η̄02 + l2]

(a) f|Γ1
est symétrique par rapport au

plan η1 = η̄01 et f|Γ2
est symétrique par

rapport au plan η2 = η̄02 ,

(b) n(η̄01 − α1)/(β1 − α1) et m(η̄02−
α2)/(β2 − α2) ∈ IN pour n, m =

1, . . . , J.

Γi = (1, θi)2≤i≤q, où 0 ≤ θi ≤ 2π

(a) f|Γi
est symétrique par rapport au

plan θ = (θi) pour tout i, i = 2, . . . , q,

(b) n(θ1 − θ2)/π ∈ IN pour n, n =

1, . . . , J.
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2. Capteurs ponctuels

Localisations des capteurs ponctuels.
Conditions nécessaires de la détectabilié
régionale.

b = (b1, b2) ∈ Ω =]0, 1[×]0, 1[
n(b1−α1)/(β1−α1) et m(b2−α2)/(β2−

α2) 6∈ IN, pour tout n, m = 1, . . . , J .

p1 = (r1, θ1) et p2 = (r2, θ2) ∈ Ω
n(θ1 − θ2)/π 6∈ IN pour tout n, n =

1, . . . , J .

p1 = (r1, θ1) et p2 = (r2, θ2) ∈ Ω où

r1 = r2

n(θ1 − θ2)/π 6∈ IN pour tout n, n =

1, . . . , J .

σ = Im(γ) avec γ ∈ C1(0, 1)

n(b1−α1)/(β1−α1) et m(b2−α2)/(β2−

α2) 6∈ IN pour tout n, m = 1, . . . , J .

b = (b1, b2) ∈ ∂Ω
n(1−α1)/(β1−α1) et m(b2−α2)/(β2−

α2) 6∈ IN, pour tout n, m = 1, . . . , J .

pi = (1, θi) où θi ∈ [0, 2π] et i, i =

2, . . . , q

n(θ1 − θ2)/π 6∈ IN pour tout n, n =

1, . . . , J .

Ces résultats également peuvent être développées avec des conditions aux limites de Neumann.

3.8 Détectabilité régionale du gradient

Dans cette partie, nous considérons une extension de la détectabilité. Il s’agit de la détectabilité

exponentielle régionale du gradient, qui consiste à détecter le gradient d’état courant sur une

partie interne ω du domaine géométrique Ω sur lequel est défini le système.

3.8.1 Système considéré

Z, U,O étant des espaces de Hilbert séparables représentant respectivement les espaces d’état,

de commande et de d’observation avec Z = H1(Ω), U = L2(0,∞; IRp) et O = L2(0,∞; IRq), on

considère le système décrit par l’équation parabolique suivante































∂z

∂t
(ξ, t) = Az(ξ, t) + Bu(t) Q

z(ξ, 0) = z0(ξ) Ω

z(η, t) = 0 Θ

(3.27)
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avec l’équation de sortie

y(., t) = Cz(., t) (3.28)

où l’état z(ξ, t) ∈ H1(Ω).

Soit A un opérateur différentiel d’ordre 2, linéaire, auto-adjoint à résolvante compacte et un

générateur d’un semi-groupe (SA(t))t≥0 fortement continu qui est exponentiellement stable sur

l’espace H1(Ω). Les opérateurs B ∈ L(IRp, Z) et C ∈ L(H1(Ω̄), IRq) dans le cas des capteurs

(actionneurs) zones internes sont linéaires et bornés avec u ∈ L2(0,∞, IRp) et y ∈ L2(0,∞, IRq).

Considérons l’opérateur
K : H1(Ω) −→ L2(0,∞, IR

q
)

z −→ CSA(.)z

qui est dans le cas du capteur zone interne linéaire et borné. Son adjoint K∗ : L2(0,∞, IR
q
) −→

H1(Ω) est défini par

K∗y∗ =

∫ t

0

S∗
A(s)C∗y∗ds.

Pour ω ⊂ Ω, définissons les opérateurs

χ̄ω : (L2(Ω))n −→ (L2(ω))n

z = (z1, . . . , zn) −→ χ̄ωz = (z1|ω , . . . , zn|ω)

où χ̄ωz est la restriction de l’état z(ξ, t) sur ω et ∇ l’opérateur donné par

∇ : H1(Ω) −→ (L2(Ω))n

z −→ ∇z = (
∂z

∂ξ1
, · · · , ∂z

∂ξn
)

avec un adjoint noté par ∇∗. Soit H : L2(0,∞, IR
q
) → (L2(ω))n donné par

H = χ̄ω∇K∗

• Le système (3.27) avec l’équation de sortie (3.28) est dit exactement (respectivement faible-

ment) G-observable dans ω si :

Im H = (L2(ω))n (respectivement Im H = (L2(ω))n).

• Si un système est exactement (respectivement faiblement) ω-observable, alors il est exactement

(respectivement faiblement) G-observable dans ω ([104]).

• Si un système est exactement (respectivement faiblement) G-observable dans ω, alors il est

exactement (respectivement faiblement) G-observable dans ω1 pour tout ω1 ⊂ ω (voir Zerrik et
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al. [104, 107]).

• Si un système est exactement G-observable, alors il est G-détectable. Le problème de cette

section est de savoir comment construire le gradient de l’état courant dans ω.

3.8.2 Définitions et caractérisations

Définition 3.21.

Le semi-groupe (SA(t))t≥0 est dit exponentiellement régionalement gradient stable (ou G-stable)

sur (L2(ω))n s’il existe deux constantes Mω et αω > 0 telles que :

‖ χ̄ω∇SA(.) ‖(L2(ω))n≤ Mωe−αωt, t ≥ 0 (3.29)

Si (SA(t))t≥0 est un semi-groupe G-stable sur L2(ω))n, donc pour tout z0(.) ∈ H1(Ω) la solution

du système autonome associé à (3.27) satisfait :

‖ χ̄ω∇z(., t) ‖(L2(ω))n = ‖ χ̄ω∇S(.)z0(.) ‖(L2(ω))n ≤ Me−αt ‖ z0(.) ‖(L2(ω))n

et donc

lim
t→∞

‖ χ̄ω∇z(., t) ‖(L2(ω))n = 0

Définition 3.22.

Le système (3.27) est dit G-stable sur ω, si l’opérateur A engendre un semi-groupe (SA(t))t≥0

fortement continu qui est G-stable sur (L2(ω))n.
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✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂

Ω ω

Figure 16: Le domaine considéré Ω et la région ω.

Définition 3.23.

Le système (3.27) avec la fonction de sortie (3.28) est dit exponentiellement régionalement

gradient détectable (ou G-détectable) sur ω s’il existe un opérateur

Hω : IRq −→ (L2(ω))n

tel que (A−HωC) engendre un semi-groupe (SHω(t))t≥0 fortement continu qui est G-stable sur

(L2(ω))n.
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La raison principale de présenter le concept de détectabilité exponentielle régionale du gradient

est la possibilité de construire un observateur régional du gradient sur ω (ou G-observateur

régional) pour le système (3.27)-(3.28).

Proposition 3.24.

Supposons que le système (3.27) avec la fonction de sortie (3.28) est G-détectable sur ω, alors

le système dynamique suivant






























∂x

∂t
(ξ, t) = Ax(ξ, t) + Bu(t) − Hω(Cx(ξ, t) − y(ξ, t)) Q

x(ξ, 0) = 0 Ω

x(η, t) = 0 Θ

(3.30)

est un G-observateur régional pour (3.27)-(3.28), si

lim
t→∞

[z(ξ, t) − x(ξ, t)] = 0, ξ ∈ ω.

Démonstration.

Considérons

e(ξ, t) = z(ξ, t) − x(ξ, t) (3.31)

où x(ξ, t) est la solution de (3.30). En dérivant l’équation (3.31) et en insérant les équations

(3.27) et (3.30), nous obtenons

∂e

∂t
(ξ, t) =

∂z

∂t
(ξ, t) − ∂x

∂t
(ξ, t)

= (A − HωC)e(ξ, t)

Puisque le système (3.27) est G-détectable, il existe un opérateur Hω tel que (A−HωC) est un

générateur d’un semi-groupe (SHω(t))t≥0 fortement continu, G-stable sur (L2(ω))n. Alors, nous

avons

‖ χ̄ω∇e(., t) ‖(L2(ω))n = ‖ χ̄ω∇SA(.)e0(.) ‖(L2(ω))n −→ 0 quand t −→ ∞

avec

e0(.) = z0(.) − x0(.)

D’où

lim
t→∞

[z(ξ, t) − x(ξ, t)] = 0, ξ ∈ ω.

Ainsi on peut considérer le système dynamique (3.30) comme un G-observateur identité régional

pour le système (3.27)-(3.28) sans avoir besoin de la stabilité du système original. Cependant,

on peut déduire le résultat suivant :
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Corollaire 3.25.

Si le système (3.27) avec la fonction de sortie (3.28) est exactement G-observable dans ω, alors

il est G-détectable dans ω.

Par conséquent, il existe γ > 0 tel que

‖ χ̄ω∇z ‖(L2(ω))n ≤ γ ‖ CSA(.)z ‖L2(0,∞,O), ∀z ∈ (L2(ω))n (3.32)

Alors, pour des systèmes paraboliques, cette notion est moins restrictive que celle de l’exacte

observabilité régionale.

3.8.3 Capteurs stratégiques et détectabilité régionale du gradient

Dans cette section, nous développons les résultats qui lient la détectabilité exponentielle régionale

du gradient avec les capteurs. Considérons le système (3.27)-(3.28) qui est observé par q capteurs

(Di, fi)1≤i≤q avec Di ⊂ Ω et fi ∈ L2(Di) pour i = 1, · · · , q. Pour cela l’équation de sortie (3.28)

peut s’écrire sous la forme

y(t) = [y1(t), . . . , yq(t)]
tr = [< f1, z(t) >L2(D1), . . . , < fq, z(t) >L2(Dq)]

tr.

• Un capteur (D, f) est dit G-stratégique sur ω si le système lié est faiblement G-observable

sur ω.

• Une suite de capteurs (Di, fi)1≤i≤q est dite gradient stratégique sur ω s’il existe au moins un

capteur (D1, f1) qui est faiblement G-observable sur ω.

Par ailleurs, nous supposons que l’opérateur A admet un système complet de fonctions propres

dans H1(Ω) dénoté par (ϕmj
) associées aux valeurs propres (λm) de multiplicité sm avec

sup sm = s < ∞.

Proposition 3.26.

Si la suite de capteurs (Di, fi)1≤i≤q est G-stratégique sur ω, alors q ≥ m et rang Gm = sm

∀m, m = 1, . . . ,∞ où

Gm = (Gm)ij =



























n
∑

k=1

<
∂ϕj

∂ξk
(.), fi(.) >L2(Di) dans le cas zone

n
∑

k=1

∂ϕj

∂ξk
(bi) dans le cas ponctuel

avec j = 1, . . . , mn.

Démonstration. voir [104].

Dans la précédente proposition, nous avons vu que l’observabilité du gradient sur ω est liée à la

structure des capteurs. De la même manière, nous allons voir que la détectabilié régionale du
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gradient sur ω est aussi liée à la structure des capteurs. Plus précisement, on montre qu’il est

possible de choisir l’opérateur C de telle sorte que le système (3.27) soit G-détectable sur ω. Si

on suppose que le système (3.27) admet des J modes instables, alors on a le théorème suivant :

Théorème 3.27.

Supposons que des informations sont recueillies sur le système par l’intermédiaire de q capteurs

zones (Di, fi)1≤i≤q. Alors le système (3.27) avec la fonction de sortie (3.28) est G-détectable si

les capteurs sont G-stratégiques pour le sous-système instable du (3.28).

Démonstration.

Comme précédemment, on projette le système (3.27) sur ses parties instable et stable. Les

capteurs (Di, fi)1≤i≤q sont G-stratégiques pour la partie instable du système (3.27)






























∂z1

∂t
(ξ, t) = A1z1(ξ, t) + PBu(t) Q

z1(ξ, 0) = z01(ξ) Ω

z1(η, t) = 0 Θ

(3.33)

alors cela conduit à :

1. q ≥ m

2. rang Gm = sm, ∀m, m = 1, . . . , J avec

Gm = (Gm)ij =
n

∑

k=1

<
∂ϕj

∂ξk
(.), fi(.) >L2(Di) dans le cas zone

où j = 1, . . . , sm. Puisque, le sous-système (3.33) est faiblement G-observable et donc il est

G-détectable sur ω. C’est-à-dire qu’il existe un opérateur Hω
1 tel que (A1 − Hω

1 C) engendre un

semi-groupe fortement continu, G-stable sur (L2(ω))n, i. e. :

‖ e(A1−Hω
1 C)t ‖(L2(ω))n ≤ Mω

1 e−αω
1 (t)

avec Mω
1 et αω

1 > 0. Comme la solution du (3.33) est donnée par

z1(ξ, t) = e(A1−Hω
1 C)tz01(ξ, t)

par conséquent

lim
t→∞

‖z1(., t‖(L2(ω))n = 0

Le sous-système






























∂z2

∂t
(ξ, t) = A2z2(ξ, t) + (I − P )Bu(t) Q

z2(ξ, 0) = z02(ξ) Ω

z2(η, t) = 0 Θ

(3.34)
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est G-stable. La solution de (3.34) est donnée par

z2(ξ, t) = SA2(t)z02(ξ, t) +

∫ t

0
SA2(t − τ)(I − P )Bu(τ)dτ (3.35)

Par utilisation de (3.29) on obtient

lim
t→∞

‖z2(., t‖(L2(ω))n = 0

Finalement, nous avons

lim
t→∞

‖z(., t‖(L2(ω))n = 0.

Ce résultat peut être étendu dans le cas des mesures ponctuelles avec

Gm = (Gm)ij =
n

∑

k=1

∂ϕj

∂ξk
(bi)

3.8.4 Application

Considérons le système bidimensionnel défini sur Ω =]0, 1[×]0, 1[ sous la forme































∂z

∂t
(ξ1, ξ2, t) =

∂2z

∂ξ2
1

(ξ1, ξ2, t) +
∂2z

∂ξ2
2

(ξ1, ξ2, t) + z(ξ1, ξ2, t) Q

z(η1, η2, t) = 0 t > 0

z(ξ1, ξ2, 0) = z0(ξ1, ξ2) Ω

(3.36)

avec la fonction de sortie

y(t) =

∫

D
z(ξ1, ξ2, t)f(ξ1, ξ2)dξ1dξ2. (3.37)

où D = [ξ01 − l1, ξ01 + l1]× [ξ02 − l2, ξ02 + l2] ⊂ Ω est la localisation du capteur zone et f ∈ L2(D).

�✁�✁�✁�✂✁✂✁✂✁✂

0 1

1

D ✄✁✄✁✄✁✄✁✄
✄✁✄✁✄✁✄✁✄
✄✁✄✁✄✁✄✁✄
✄✁✄✁✄✁✄✁✄
✄✁✄✁✄✁✄✁✄
✄✁✄✁✄✁✄✁✄
✄✁✄✁✄✁✄✁✄
✄✁✄✁✄✁✄✁✄

☎✁☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎✁☎

✆✝✆✝✆✝✆✝✆✝✆✝✆
✆✝✆✝✆✝✆✝✆✝✆✝✆
✆✝✆✝✆✝✆✝✆✝✆✝✆
✆✝✆✝✆✝✆✝✆✝✆✝✆

✞✝✞✝✞✝✞✝✞✝✞✝✞
✞✝✞✝✞✝✞✝✞✝✞✝✞
✞✝✞✝✞✝✞✝✞✝✞✝✞
✞✝✞✝✞✝✞✝✞✝✞✝✞

ω

Ω

Figure 17: Le domaine Ω, la sous région ω et la localisation D du capteur zone.
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Soit ω =]α1, β1[×]α2, β2[ la région considérée, une partie de ]0, 1[×]0, 1[(figure 17).

Dans ce cas, les fonctions propres du système (3.36) pour des conditions aux limites de Dirichlet

sont données par

ϕnm(ξ1, ξ2) =

(

4

(β1 − α1)(β2 − α2)

)1/2

sin nπ

(

ξ01 − α1

β1 − α1

)

sinmπ

(

ξ02 − α2

β2 − α2

)

associées aux valeurs propres

λnm = −
(

n2

(β1 − α1)2
+

m2

(β2 − α2)2

)

π2, n, m ≥ 1.

et de multiplicité mn = 1. Ainsi, en utilisant le théorème 3.27, alors le système (3.36) avec la

fonction de sortie (3.37) est G-détectable sur ω si et seulement si :

n(ξ01 − α1)/(β1 − α1) et m(ξ02 − α2)/(β2 − α2) 6∈ IN

pour tout n, m = 1, . . . , J . Dans la partie suivante, nous allons donner les résultats duaux

liés à la notion de celle de la stabilisabilité régionale.
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Chapitre 4

4 Reconstruction asymptotique régionale

Dans cette section, nous donnons une approche qui permet de construire un estimateur régional

asymptotique de Tx(ξ, t) sur la région ω ⊂ Ω, basé sur la détectabilité régionale. Cette approche

dérive de l’observateur du type Luenberger tel qu’il a été introduit par Gressang et Lamont [56].

Nous définissons différents types d’observateur régional (cas général, identité et d’ordre-minimal)

pour un système parabolique.

4.1 Observateur de type Luenberger régional : cas général

Considérons le système parabolique suivant































∂z

∂t
(ξ, t) = Az(ξ, t) + Bu(t) Q

z(ξ, 0) = z0(ξ) Ω

z(η, t) = 0 Θ

(4.1)

augmenté de la fonction de sortie

y(., t) = Cz(., t) (4.2)

avec les mêmes hypothèses que dans la sous-section 3.1. Nous allons présenter quelques

définitions concernant ce problème.

Ω
Capteurs

�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�

✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂

ω

✄✁✄✁✄✁✄
✄✁✄✁✄✁✄
✄✁✄✁✄✁✄

☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎

Figure 18: Région ω et localisation des capteurs

Définition 4.1.

Supposons qu’il existe un système dynamique avec l’état x(ξ, t) ∈ X (un espace de Hilbert)
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donné par






























∂x

∂t
(ξ, t) = Fωx(ξ, t) + Gωu(t) + Hωy(., t) Q

x(ξ, 0) = x0(ξ) Ω

x(η, t) = 0 Θ

(4.3)

où Fω est un générateur du semi-groupe (SFω(t))t≥0 fortement continu qui est exponentiellement

stable sur l’espace X et les opérateurs Gω ∈ L(IRp, X) et Hω ∈ L(IRq, X). Le système (4.3)

définit un estimateur régional pour l’état χωTz(ξ, t) si :

1. lim
t→∞

[χωTz(ξ, t) − x(ξ, t)] = 0, ξ ∈ ω.

2. χωT est un opérateur de D(A) dans D(Fω), où z(ξ, t) et x(ξ, t) sont les solutions de

(4.1)-(4.2) et (4.3).

Définition 4.2.

Le système (4.3) spécifie un observateur de type Luenberger régional (ou observateur régional)

pour le système (4.1) avec la fonction de sortie (4.2), s’il satisfait les conditions suivantes :

1. Il existe Mω ∈ L(IRq, L2(ω)) et Nω ∈ L(L2(ω)) tel que MωC + NωχωT = Iω

2. χωTA − FωχωT = GωC et Hω = χωTB.

3. Le système (4.3) détermine un estimateur régional pour χωTz(ξ, t).

Remarque 4.3.

Le but de la construction d’un observateur régional est de fournir une approximation sur l’état

du système (4.3). Cette approximation peut être donnée par l’équation

z(ξ, t) = Mωy(ξ, t) + Nωx(ξ, t). (4.4)

Définition 4.4.

Le système (4.3) est un observateur identité régional pour (4.1) avec la fonction de sortie (4.2)

si χωT = Iω et X = Z.

Définition 4.5.

Le système (4.3) est un observateur d’ordre minimal régional pour (4.1) avec la fonction de sortie

(4.2) si Z = O ⊕ X.
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4.1.1 La méthode de reconstruction

Nous considérons à nouveau le système (4.1) avec la fonction de sortie (4.2) spécifiée sous la

forme suivante


















































∂z

∂t
(ξ, t) = Az(ξ, t) + Bu(t) Q

z(ξ, 0) = z0(ξ) Ω

z(η, t) = 0 Θ

y(ξ, t) = Cz(ξ, t) Q

(4.5)

Le système est défini sur Q = Ω, t > 0, avec la même hypothèse que dans la section précédente.

Soit ω ⊂ Ω un sous-domaine (région) de Ω, on suppose que pour l’opérateur T ∈ L(L2(Ω)),

T̂ = χωT (où χω défini comme (2.8))

il existe un système avec l’état x(ξ, t) tel que

x(ξ, t) = T̂ z(ξ, t) (4.6)

Ainsi, si nous pouvons construire un système qui est un estimateur régional pour x(ξ, t), alors

ce sera aussi un estimateur régional pour T̂ z(ξ, t), c’est-à-dire un estimateur régional de la

restriction de Tz(ξ, t) à la région ω. Les équations (4.2)-(4.6) donnent







y

x






=







C

T̂






z. (4.7)

Si on suppose qu’il existe deux opérateurs bornés linéaires R et S définis par

R : IRq −→ L2(ω) et S : L2(ω) −→ L2(ω)

tel que

RC + ST̂ = I

alors, en dérivant l’équation (4.6), on obtient

∂x

∂t
(ξ, t) = T̂

∂z

∂t
(ξ, t)

= T̂Az(ξ, t) + T̂Bu(t)

= T̂ASx(ξ, t) + T̂ARy(ξ, t) + T̂Bu(t).
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Considérons maintenant le système (qui est destiné à être l’observateur régional)































∂x̂

∂t
(ξ, t) = Fωx̂(ξ, t) + Gωu(t) + Hωy(ξ, t) Q

x̂(ξ, 0) = x̂0(ξ) Ω

x̂(η, t) = 0 Θ

(4.8)

et supposons que :

1. l’opérateur Fω engendre un semi-groupe (SFω(t))t≥0 fortement continu qui est stable sur

l’espace d’état X = L2(ω), on a :

∃ MFω , αFω > 0 tel que ‖ χωSFω(t) ‖L2(ω)≤ MFωe−αFω (t) (4.9)

2. Gω ∈ L(IRp, L2(ω)) et Hω ∈ L(IRq, L2(ω)).

La solution du système (4.8) est donnée par

x̂(ξ, t) = SFω(t)x̂0(ξ) +

∫ t

0
SFω(t − τ)[Gωu(τ) + Hωy(ξ, τ)]dτ (4.10)

Il reste à montrer que, sous certaines hypothèses, l’état du système (4.8) est un estimateur

asymptotique régional de T̂ z(ξ, t).

Théorème 4.6.

Le système dynamique (4.8) est un observateur de Luenberger régional pour le système (4.5),

c’est-à-dire

lim
t→∞

[

T̂ z(ξ, t) − x̂(ξ, t)
]

= 0, ∀ξ ∈ ω (4.11)

si nous avons les conditions suivantes :

1. il existe R ∈ (IRq, L2(ω)) et S ∈ L(L2(ω)) tels que

RC + ST̂ = I (4.12)

2.










T̂A − FωT̂ = HωC

et Gω = T̂B

(4.13)

Démonstration.

Pour x(ξ, t) = T̂ z(ξ, t) et x̂(ξ, t) la solution de (4.8), posons

φ(ξ, t) = x(ξ, t) − x̂(ξ, t) (4.14)
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Par dérivation de (4.14), nous avons

∂φ

∂t
(ξ, t) =

∂x

∂t
(ξ, t) − ∂x̂

∂t
(ξ, t)

= T̂Az(ξ, t) + T̂Bu(t) − Fωx̂(ξ, t) − Gωu(t) − Hωy(ξ, t)

= Fωφ(ξ, t) − Fωx(ξ, t) + T̂Az(ξ, t) − Hωy(ξ, t) + T̂Bu(t) − Gωu(t)

= Fωφ(ξ, t) + [T̂Az(ξ, t) − FωT̂ z(ξ, t) − HωCz(ξ, t)] + [T̂B − Gω]u(t)

= Fωφ(ξ, t) + [T̂A − FωT̂ − HωC]z(ξ, t) + [T̂B − Gω]u(t)

= Fωφ(ξ, t).

Par conséquent

φ(ξ, t) = SFω(t) [T̂ z0(ξ) − x̂0(ξ)].

Maintenant, avec (4.9), nous obtenons

‖ φ(., t) ‖L2(ω)≤ MF e−αF t ‖ T̂ z0(.) − x̂0(.) ‖L2(ω)

et donc nous avons

lim
t→∞

φ(ξ, t) = 0.

Considérons maintenant

ẑ(ξ, t) = Ry(ξ, t) + Sx̂(ξ, t)

d’où
z̃(ξ, t) = z(ξ, t) − ẑ(ξ, t)

= z(ξ, t) − Ry(ξ, t) − Sx̂(ξ, t)

= z(ξ, t) − RCz(ξ, t) − ST̂ z(ξ, t) + S[T̂ z(ξ, t) − x̂(ξ, t)]

= S[T̂ z(ξ, t) − x̂(ξ, t)] = S[x(ξ, t) − x̂(ξ, t)] = Sφ(ξ, t)

(4.15)

Finalement, nous avons

lim
t→∞

ẑ(ξ, t) = z(ξ, t).

A partir de ce théorème, on peut déduire les affirmations suivantes :

1. Les conditions (4.12) et (4.13) du théorème 4.6 garantissent que le système dynamique

(4.8) est un observateur régional du système (4.5).
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Observateur

B C

A

H R

 S

F

  

 

ω

 G

             

  

u z y

 z

  x  x ^ 

z

ω

ω

^ 

 .

.
^ 

+

+ Système

régional

Figure 19: Observateur régional de type Luenberger

2. Un système dynamique qui est observateur de Luenberger, est observateur de Luenberger

régional.

3. Si un système dynamique est observateur régional sur ω, alors il est observateur régional

sur ω1 pour toute partie ω1 de ω. L’exemple suivant montre que la réciproque n’est pas

vraie.

Exemple 4.7.

Considérons le système































∂z

∂t
(ξ1, ξ2, t) =

∂2z

∂ξ2
1

(ξ1, ξ2, t) +
∂2z

∂ξ2
2

(ξ1, ξ2, t) ]0, 1[×]0, 1[, t > 0

z(η1, η2, t) = 0 t > 0

z(ξ1, ξ2, 0) = z0(ξ1, ξ2) ]0, 1[×]0, 1[

(4.16)

augmenté de la fonction de sortie

y(t) =

∫

D
z(ξ1, ξ2, t)f(ξ1, ξ2)dξ1dξ2 = Cz(t) (4.17)

avec Ω =]0, 1[×]0, 1[, D = [ξ01 − l1, ξ01 + l1] × [ξ02 − l2, ξ02 + l2] ⊂ Ω est la localisation du

capteur (D, f) (voir figure 20). L’opérateur C : L2(Ω) −→ IRq est linéaire et borné et l’opérateur
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☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎

✆✝✆✝✆✝✆✝✆✝✆
✆✝✆✝✆✝✆✝✆✝✆
✆✝✆✝✆✝✆✝✆✝✆
✆✝✆✝✆✝✆✝✆✝✆

✞✝✞✝✞✝✞✝✞✝✞
✞✝✞✝✞✝✞✝✞✝✞
✞✝✞✝✞✝✞✝✞✝✞
✞✝✞✝✞✝✞✝✞✝✞

✟
✟
✟
✟
✟

✠
✠
✠
✠
✠ D

Ω
2

10 α

✡✝✡✝✡✝✡✝✡✝✡
✡✝✡✝✡✝✡✝✡✝✡
✡✝✡✝✡✝✡✝✡✝✡
✡✝✡✝✡✝✡✝✡✝✡

☛✝☛✝☛✝☛✝☛✝☛
☛✝☛✝☛✝☛✝☛✝☛
☛✝☛✝☛✝☛✝☛✝☛
☛✝☛✝☛✝☛✝☛✝☛
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Figure 20: Le sous-domaine ω et la localisation D du capteur (D, f)

A =
∂2z

∂ξ2
1

+
∂2z

∂ξ2
2

engendre un semi-groupe (SA(t))t>0) fortement continu sur L2(Ω). Les fonctions

propres (respectivement les valeurs propres) concernant l’opérateur A données par

ϕnm(ξ1, ξ2) = 2 sinnπξ1 sinmπξ2 (respectivement λnm = −(n2 + m2)π2, n ≥ 1, m ≥ 1).

Le système dynamique donné par































∂x

∂t
(ξ1, ξ2, t) = Fx(ξ1, ξ2, t) + Hy(., t) ]0, 1[×]0, 1[, t > 0

x(η1, η2, t) = 0 t > 0

x(ξ1, ξ2, 0) = 0 ]0, 1[×]0, 1[

(4.18)

où F est un générateur du semi-groupe (SF (t))t≥0 fortement continu qui est sur l’espace X =

L2(Ω) et l’opérateur H ∈ L(IRq, X) et il existe R ∈ L(IRq, Z) et S ∈ L(X, Z) avec RC +ST = I

où T ∈ L(Z, X), x(ξ1, ξ2, t) = Tz(ξ1, ξ2, t). Si T = I, R = 0 et S = I alors l’équation

TA − FT = HC devient F = A − HC. Dans ce cas le système (4.18) s’écrit































∂x

∂t
(ξ1, ξ2, t) =

∂2x

∂ξ2
1

(ξ1, ξ2, t) +
∂2x

∂ξ2
2

(ξ1, ξ2, t) − HC(x(ξ1, ξ2, t) − z(t)) ]0, 1[×]0, 1[, t > 0

x(η1, η2, t) = 0 t > 0

x(ξ1, ξ2, 0) = 0 ]0, 1[×]0, 1[
(4.19)

où H est choisi de telle sorte que l’opérateur (A − HC) est un générateur d’un semi-groupe

(SH(t))t>0) fortement continu sur L2(Ω). Si on suppose que le système (4.16)-(4.17) admet des

J modes instables, alors on a le corollaire suivant :
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Corollaire 4.8.

Supposons que f1 est symétrique par rapport au plan ξ1 = ξ01 et que f2 est symétrique par

rapport au plan ξ2 = ξ02 et que nξ01 et mξ02 ∈ IN pour n, m = 1, . . . , J., alors le système

(4.19) n’est pas observateur pour le système (4.16)-(4.17), i.e. : lim
t→∞

z(ξ1, ξ2, t) 6= x(ξ1, ξ2, t).

Démonstration.

Puisque nξ01 et mξ02 ∈ IN pour n, m = 1, . . . , J , alors le capteur (D, f) est non stratégique

pour sous-système instable































∂z1

∂t
(ξ1, ξ2, t) = A1z1(ξ1, ξ2, t) + PBu(t) ]0, 1[×]0, 1[, t > 0

z1(ξ1, ξ2, 0) = z01(ξ1, ξ2) t > 0

z1(η1, η2, t) = 0 ]0, 1[×]0, 1[

(4.20)

il existe un opérateur H1 tel que (A1 − H1C) satisfait la relation suivante :

∃ M1, α1 > 0 tel que ‖ e(A1−H1C)t ‖L2(Ω) > M1eα1(t)

et alors, nous avons

‖ z1(., t) ‖L2(Ω) > M1eα1(t) ‖ Pz0(.) ‖L2(Ω) .

⇒ z1(ξ, t) −→ ∞ quand t −→ ∞. Puisque le semi-groupe engendré par l’opérateur A2 est stable

sur L2(Ω), il existe donc M̄ , ᾱ > 0 tel que

‖ z2(., t) ‖L2(Ω) ≤ M̄e−ᾱ(t) ‖ (I − P )z0(.) ‖L2(Ω)

+

∫ t

0
M̄e−ᾱ(t−τ) ‖ (I − P )z0(.) ‖L2(Ω)‖ u(τ) ‖ dτ

et ainsi z(ξ, t) −→ ∞ quand t −→ ∞. Finalement, le système (4.16)-(4.17) est non détectable

([45]). Si e(ξ1, ξ2, t) = z(ξ1, ξ2, t) − x(ξ1, ξ2, t) où x(ξ1, ξ2, t) est la solution du système (4.19).

D’après les équations (4.16) et (4.19), nous obtenons

∂e

∂t
(ξ1, ξ2, t) =

∂z

∂t
(ξ1, ξ2, t) −

∂x

∂t
(ξ1, ξ2, t)

= A(e(ξ1, ξ2, t)) − HC(e(ξ1, ξ2, t))

= (A − HC)e(ξ1, ξ2, t).

Puisque le système (4.16)-(4.17) est non détectable, il existe un opérateur H tel que (A − HC)

engendre un semi-groupe (SH(t))t>0) fortement continu, non stable sur L2(Ω).
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Finalement le système (4.19) n’est pas observateur pour le système (4.16)-(4.17).

Choisissons une région ω =]0, α[×]0, β[⊂]0, 1[×]0, 1[ où α et β > 0. Dans ce cas, les fonctions

propres ψnm = χωϕnm et les valeurs propres concernant l’opérateur A données par

ψnm(ξ1, ξ2) =
2√
αβ

sin nπ(
ξ1

α
) sinmπ(

ξ2

β
)

et

λnm = −(
n2

α2
+

m2

β2
)π2

Si α2
1/β

2
2 6∈ IQ, alors mn = 1 pour tout n, n = 1, . . . , J et un seul capteur peut être suffisant

pour construire un ω-observateur. Puisque les opérateur A et C sont connus et l’opérateur

Hω : IRq −→ L2(ω) est choisi de telle sorte que (A−HωC) engendre un semi-groupe (SHω(t))t>0)

fortement continu, stable sur L2(ω). Ainsi, nous avons la proposition suivante :

Proposition 4.9.

Supposons que f1 est symétrique par rapport au plan ξ1 = ξ01 et que f2 est symétrique par

rapport au plan ξ2 = ξ02 et que si nξ01/α et mξ02/β 6∈ IN pour n, m = 1, . . . , J., alors le

système






























∂x

∂t
(ξ1, ξ2, t) =

∂2x

∂ξ2
1

(ξ1, ξ2, t) +
∂2x

∂ξ2
2

(ξ1, ξ2, t) − Hω(Cx(ξ1, ξ2, t) − y(t)) ]0, 1[×]0, 1[, t > 0

x(ξ1, ξ2, 0) = 0 ]0, 1[×]0, 1[

x(η1, η2, t) = 0 t > 0
(4.21)

est un ω-observateur pour le système (4.16)-(4.17) si lim
t→∞

z(ξ1, ξ2, t) = x(ξ1, ξ2, t).

Démonstration.

Soit e(ξ1, ξ2, t) = z(ξ1, ξ2, t)−x(ξ1, ξ2, t) où x(ξ1, ξ2, t) est la solution du système (4.19). D’après

les équations (4.16) et (4.17), nous obtenons

∂e

∂t
(ξ1, ξ2, t) =

∂z

∂t
(ξ1, ξ2, t) −

∂x

∂t
(ξ1, ξ2, t)

= A(e(ξ1, ξ2, t)) − HωC(e(ξ1, ξ2, t))

= (A − HωC)e(ξ1, ξ2, t).

avec e0(ξ1, ξ2) = z0(ξ1, ξ2) − x0(ξ1, ξ2) si nξ01/α et mξ02/β 6∈ IN pour n, m = 1, . . . , J , alors

le système (4.16) avec la fonction de sortie (4.17) est ω-détectable ([9]), il existe un opérateur

Hω ∈ L(IRq, L2(ω)), tel que l’opérateur (A−HωC) engendre un semi-groupe (SHω(t))t≥0 stable

sur L2(ω) qui satisfait la relation suivante :

∃ Mω, αω > 0 tel que ‖ χωSHω(.) ‖L2(ω) ≤ Mωe−αω(t).
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et pour tout e0(ξ1, ξ2) ∈ L2(Ω), nous avons

‖ e(., t) ‖L2(ω) ≤ ‖ χωSHω(.) ‖
L2(ω)

‖ e0(.) ‖ ≤ Mωe−αω(t) ‖ e0(.) ‖

Par conséquent

lim
t→∞

e(ξ1, ξ2, t) = lim
t→∞

[z(ξ1, ξ2, t) − x(ξ1, ξ2, t)] = 0, ξ ∈ ω.

et le système dynamique (4.21) est un ω-observateur pour le système (4.16)-(4.17).

Dans la reconstruction régionale asymptotique d’état, on peut considérer divers types de mesures.

Cas des mesures zones

Dans ce cas, nous considérons le système (4.5) avec la fonction de sortie (1.4)



















































∂z

∂t
(ξ, t) = Az(ξ, t) + Bu(t) Q

z(ξ, 0) = z0(ξ) Ω

z(η, t) = 0 Θ

y(., t) =< z(., t), fi(.) >L2(Di) Q

(4.22)

où Di ⊂ Ω représente les supports spatiaux des capteurs et fi ∈ L2(Di) définit les répartitions

spatiales des capteurs. Maintenant, on suppose qu’il existe un opérateur T̂ tel que

x(ξ, t) = T̂ z(ξ, t)

Donc, l’observateur régional peut être décrit par































∂x̂

∂t
(ξ, t) = Fωx̂(ξ, t) + Gωu(t) + Hω < z(., t), fi(.) >L2(Di) Q

x̂(ξ, 0) = x̂0(ξ) Ω

x̂(η, t) = 0 Σ

(4.23)

dont la solution est représentée par l’équation

x̂(ξ, t) = SFω(t)x̂0(ξ) +

∫ t

0
SFω(t − τ)[Gωu(τ) + Hω < z(., τ), fi(.) >L2(Di)]dτ

Ainsi, nous obtenons la proposition suivante :

Proposition 4.10.

Si les conditions suivantes sont satisfaites :



RECONSTRUCTION ASYMPTOTIQUE RÉGIONALE 71

1. l’opérateur Fω engendre un semi-groupe (SFω(t))t≥0 fortement continu qui est stable sur

L2(ω).

2. il existe R ∈ L(IRq, L2(ω)) et S ∈ L(L2(ω)) tels que

RC + ST̂ = I

3.










T̂A − FωT̂ = HωC

et Gω = T̂B

alors, le système dynamique (4.23) est un observateur régional pour (4.22).

Remarque 4.11.

Dans le cas des mesures ponctuelles et zones frontières on a des résultats analogues avec la

fonction de sortie

y(., t) = z(bi, t) dans le cas ponctuel

et

y(., t) =< z(., t), fi(.) >L2(Γi) dans le cas zone frontière

4.1.2 Erreur de reconstruction

Pour le système (4.5) et l’observateur régional défini par (4.8), nous avons montré comment

reconstruire un estimateur asymptotique régional. Une conséquence intéressante de l’estimation

asymptotique régionale est que pour tout ω ⊂ Ω, l’erreur de reconstruction sur ω est inférieure

à l’erreur de reconstruction sur tout Ω. Soit

EL(., t) =‖ z̃(., t) ‖, t ∈]0,∞[ (4.24)

où z̃(ξ, t) est l’erreur de reconstruction à l’instant t donné par

z̃(ξ, t) = z(ξ, t) − ẑ(ξ, t)

alors, il est clair que les ensembles

ΦΩ = {z̃(ξ, t) ∈ L2(Q) tel que lim
t→∞

z̃(ξ, t) = 0 ∀ξ ∈ Ω}

et

Φω = {z̃(ξ, t) ∈ L2(Q) tel que lim
t→∞

z̃(ξ, t) = 0 ∀ξ ∈ ω}

satisfont ΦΩ ⊂ Φω et alors

min
Φω

EL(ξ, t) ≤ min
ΦΩ

EL(ξ, t).
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4.2 Observateur identité régional

Dans ce cas, on considère T̂ = I et Z = X, et donc l’équation (4.13) devient

Fω = A − HωC

où A et C sont connus. Ainsi, l’opérateur Hω doit être choisi de telle sorte que l’opérateur Fω

engendre un semi-groupe (SFω(t))t≥0 fortement continu qui est stable sur L2(ω).

4.2.1 La méthode de reconstruction : mesures ponctuelles

Considérons le système (4.1)-(1.5) avec le système dynamique suivant































∂x̂

∂t
(ξ, t) = Ax̂(ξ, t) + Bu(t) + Hω(z(bi, t) − Cx̂(ξ, t)) Q

x̂(ξ, 0) = 0 Ω

x̂(η, t) = 0 Θ

(4.25)

Ainsi, la condition suffisante pour l’existence d’observateur identité régional est formulée dans

la proposition suivante :

Proposition 4.12.

Supposons que le système (4.1) avec la fonction de sortie (1.5) soit ω-détectable, alors le système

dynamique (4.25) est l’observateur identité régional pour le système (4.1)-(1.5), autrement dit,

on a :

lim
t→∞

[z(ξ, t) − x̂(ξ, t)] = 0, ξ ∈ ω.

Démonstration.

Notons

e(ξ, t) = z(ξ, t) − x̂(ξ, t)

où z(ξ, t) est la solution du système (4.1)-(1.5). En dérivant e(ξ, t), on obtient

∂e

∂t
(ξ, t) =

∂z

∂t
(ξ, t) − ∂x̂

∂t
(ξ, t)

= Az(ξ, t) + Bu(t) − Ax̂(ξ, t) − Bu(t) − Hω(z(bi, t) − Cx̂(ξ, t))

= (A − HωC)e(ξ, t)

Comme le système (4.1) avec la fonction de sortie (1.5) est ω-détectable, il existe un opérateur

Hω ∈ L(IRq, L2(ω)), tel que le semi-groupe (SHω(t))t≥0 engendré par (A − HωC) est stable sur

L2(ω), qui satisfait à la relation suivante :

∃ Mω, αω > 0 tel que ‖ χωSHω(.) ‖L2(ω) ≤ Mωe−αω(t)
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Finalement, nous avons

‖ e(., t) ‖L2(ω) ≤ ‖ χωSHω(.) ‖
L2(ω)

‖ e0(.) ‖ ≤ Mωe−αω(t) ‖ e0(.) ‖

où e0(ξ) = z0(ξ) − x̂0(ξ) et donc

e(ξ, t) −→ 0 quand t −→ ∞, ξ ∈ ω.

Si nous considérons ẑ(ξ, t) = x̂(ξ, t), alors nous avons

z(ξ, t) − ẑ(ξ, t) = z(ξ, t) − x̂(ξ, t)
= e(ξ, t)

(4.26)

Par conséquent

lim
t→∞

ẑ(ξ, t) = z(ξ, t).

.
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Figure 21: Observateur identité régional

Mesures zones

Dans ce cas, considérons le système (4.22) avec le système dynamique lié






























∂x̂

∂t
(ξ, t) = Ax̂(ξ, t) + Bu(t) + Hω(< z(., t), fi(.) >L2(Di) −Cx̂(ξ, t)) Q

x̂(ξ, 0) = 0 Ω

x̂(η, t) = 0 Θ

(4.27)
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alors on a :

Proposition 4.13.

Supposons que le système (4.22) soit ω-détectable, alors le système dynamique (4.27) est un

observateur identité régional pour le système (4.1) augmenté de la fonction de sortie (1.4).

Mesures frontière

Maintenant, considérons le système (4.1)-(1.6) avec le système































∂x̂

∂t
(ξ, t) = Ax̂(ξ, t) + Bu(t) + Hω(< z(., t), fi(.) >L2(Γi) −Cx̂(ξ, t)) Q

x̂(ξ, 0) = 0 Ω

x̂(η, t) = 0 Θ

(4.28)

ainsi, on peut déduire le résultat suivant :

Proposition 4.14.

Supposons que le système (4.1) avec la fonction de sortie (1.6) soit ω-détectable, alors le système

dynamique (4.28) est l’observateur identité régional pour le système (4.1)-(1.6).

4.2.2 Erreur de reconstruction

Si on considère le système (4.1)-(1.5) avec l’observateur identité régional (4.25), alors comme

nous avons vu dans la section précédente, nous posons

EL
I (., t) =‖ z̃

I
(., t) ‖, t ∈]0,∞[

où z̃
I
(ξ, t) est l’erreur de reconstruction de l’état à l’instant t donnée par

z̃
I
(ξ, t) = z(ξ, t) − ẑ(ξ, t)

alors les ensembles

ΠΩ = z̃
I
(ξ, t) ∈ L2(Q) tel que lim

t→∞
z̃

I
(ξ, t) = 0 ∀ξ ∈ Ω}

et

Πω = z̃
I
(ξ, t) ∈ L2(Q) tel que lim

t→∞
z̃

I
(ξ, t) = 0 ∀ξ ∈ ω}

vérifient ΠΩ ⊂ Πω et donc

min
Πω

EL
I (ξ, t) ≤ min

ΠΩ

EL
I (ξ, t).

Ces résultats peuvent être développés dans le cas des mesures zones internes ou frontières.
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4.3 Observateur d’ordre minimal régional

Dans ce cas, nous considérons, Z = Z |Ω\ω ⊕ Z |ω . Ainsi, l’observateur d’ordre minimal régional

peut être défini quand la fonction de sortie donne une partie du vecteur d’état dans la sous-région

Ω \ ω et un observateur est défini pour construire la partie inconnue de l’état dans ω.

4.3.1 La méthode de reconstruction : mesures zones

Considérons le système (4.22) et supposons que le vecteur d’état z(ξ, t) est donné par

z =







z1

z2







et que la fonction de sortie mesure la partie z1(ξ, t) du vecteur d’état, alors

y(., t) =< z1(., t), fi(.) >L2(Di) (4.29)

Sous les hypothèses citées précédemment, le système (3.1) peut être décomposé sous la forme

suivante :

A =







A11 A12

A21 A22






, B =







B1

B2






(4.30)

où z1 ∈ Z |Ω\ω, z2 ∈ Z |ω, B1 ∈ L(IRp, Ω\ω) et B2 ∈ L(IRp, Z |ω). En utilisant la décomposition

de (4.30), le système (3.1) peut être écrit sous les formes :































∂z1

∂t
(ξ, t) = A11z1(ξ, t) + A12z2(ξ, t) + B1u(t) Q

z1(ξ, 0) = z01(ξ) Ω

z1(η, t) = 0 Θ

(4.31)

et






























∂z2

∂t
(ξ, t) = A21z1(ξ, t) + A22z2(ξ, t) + B2u(t) Q

z2(ξ, 0) = z02(ξ) Ω

z2(η, t) = 0 Θ

(4.32)

Le problème consiste en la construction d’un observateur de Luenberger régional permettant

d’estimer la partie inconnue z2(ξ, t), c’est-à-dire un observateur identité régional pour le système
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(4.32). A partir de (4.31)-(4.32) considérons le système suivant































∂a

∂t
(ξ, t) = A22a(ξ, t) + [B2u(t) + A21 < z1(., t), fi(.) >L2(Di)] Q

a(ξ, 0) = a0(ξ) Ω

a(η, t) = 0 Θ

(4.33)

avec la fonction de sortie

ỹ(ξ, t) = A12a(ξ, t) (4.34)

A partir de la proposition 4.13, l’observateur identité régional pour le système (4.33)-(4.34)

peut être donné par



















































∂x̂

∂t
(ξ, t) = A22x̂(ξ, t) + [B2u(t) + A21 < z1(., t), fi(.) >L2(Di)]

+Hω[ỹ(ξ, t) − A12x̂(ξ, t)] Q

x̂(ξ, 0) = x̂0(ξ) Ω

x̂(η, t) = 0 Θ

(4.35)

si le système (4.33)-(4.34) est ω-détectable, il existe un opérateur Hω ∈ L(Z |Ω\ω, Z |ω) tel que

(A22−HωA12) engendre un semi-groupe (SHω(t))t≥0 fortement continu exponentiellement stable

sur l’espace Z |ω :

∃ MHω , αHω > 0 tel que ‖ χωSHω(t) ‖L2(ω)≤ MHωe−αHω (t) (4.36)

Par conséquent, nous avons le théorème suivant :

Théorème 4.15.

Si le système (4.33)-(4.34) est ω-détectable, alors

lim
t→∞

[(w(ξ, t) + Hω < z1(., t), fi(.) >L2(Di)) − z2(ξ, t)] = 0, ξ ∈ ω

où y(t) =< z1(., t), fi(.) >L2(Di) est la fonction de sortie et w est solution de l’équation



















































∂w

∂t
(ξ, t) = (A22 − HωA12)w(ξ, t) + [A22Hω − HωA12Hω

− HωA11 + A21] < z1(., t), fi(.) >L2(Di) +[B2 − HωB1]u(t) Q

w(ξ, 0) = w0(ξ) Ω

w(η, t) = 0 Θ.
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Démonstration.

Nous connaissons l’observateur identité régional


















































∂x̂

∂t
(ξ, t) = A22x̂(ξ, t) + [B2u(t) + A21 < z1(., t), fi(.) >L2(Di)]

+Hω[ỹ(ξ, t) − A12x̂(ξ, t)] Q

x̂(ξ, 0) = x̂0(ξ) Ω

x̂(η, t) = 0 Θ

dont la solution est donnée par

x̂(ξ, t) = SHω(t)x̂0(ξ) +

∫ t

0
SHω(t − τ)[B2u(τ)

+A21 < z1(., t), fi(.) >L2(Di) +Hωỹ(ξ, τ)]dτ

(4.37)

A partir des équations (4.31) et (4.34), on a

ỹ(ξ, t) = A12a(ξ, t) =
∂z1

∂t
(ξ, t) − A11z1(ξ, t) − B1u(t) (4.38)

En utilisant (4.37) et (4.38), on obtient

x̂(ξ, t) = SHω(t)x̂0(ξ) +

∫ t

0
SHω(t − τ)Hω

∂z1

∂t
(ξ, τ)dτ +

∫ t

0
SHω(t − τ)[B2u(τ)

+A21 < z1(., t), fi(.) >L2(Di) −HωA11z1(ξ, τ) − HωB1u(τ)]dτ

(4.39)

et on peut trouver
∫ t

0
SHω(t − τ)Hω

∂z1

∂t
(ξ, τ)dτ = Hωz1(ξ, t) − SHω(t)Hωz01(ξ)

+ (A22 − HωA12)

∫ t

0
SHω(t − τ)Hωz1(ξ, τ)dτ

(4.40)

(A22 −HωA12) étant un opérateur fermé et en utilisant les propriétés de l’intégrale de Bochner,

l’équation (4.40) devient
∫ t

0
SHω(t − τ)Hω

∂z1

∂t
(ξ, τ)dτ = Hωz1(ξ, t) − SHω(t)Hωz01(ξ)

+

∫ t

0
SHω(t − τ)(A22 − HωA12)Hωz1(ξ, τ)dτ

(4.41)

En portant (4.41) dans (4.37), nous avons

x̂(ξ, t) = SHω(t)x̂0(ξ) − SHω(t)Hωz01(ξ) + Hωz1(ξ, t)

+

∫ t

0
SHω(t − τ)[A22Hω − HωA12Hω − HωA11 + A21]z1(ξ, τ)dτ

+

∫ t

0
SHω(t − τ)[B2 − HωB1]u(τ)

(4.42)
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Posons

w(ξ, t) = x̂(ξ, t) − Hωy(ξ, t)

avec

w(ξ, 0) = w0(ξ) = x̂0 − Hωz01(ξ)

où y0(ξ) = z01(ξ). Maintenant, on suppose que les opérateurs (A22Hω−HωA12Hω−HωA11+A21)

et (B2 − HωB1) sont fortement continus, par dérivation de (4.42) nous obtenons


















































∂w

∂t
(ξ, t) = (A22 − HωA12)w(ξ, t) + (A22Hω − HωA12Hω − HωA11

+ A21) < z1(., t), fi(.) >L2(Di) +(B2 − HωB1)u(t) Q

w(ξ, 0) = w0(ξ) Ω

w(η, t) = 0 Θ

(4.43)

et donc

∂x

∂t
(ξ, t) − ∂z2

∂t
(ξ, t) = (w(ξ, t) + Hω < z1(., t), fi(.) >L2(Di)) − z2(ξ, t)

= (A22x̂(ξ, t) + B2u(t) + A21 < z1(., t), fi(.) >L2(Di) +Hω(ỹ(ξ, t)

−A12x̂)(ξ, t) − A21z1(ξ, t) − A22z2(ξ, t) − B2u(t)

= (A22 − HωA12)(x̂(ξ, t) − z2(ξ, t))
(4.44)

Avec (4.36), nous avons

‖ x̂(ξ, t) − z2(ξ, t) ‖L2(ω) ≤ ‖ χωSHω(t) ‖L2(ω) ‖ x̂(ξ, 0) − z2(ξ, 0) ‖L2(ω)

≤ MHωe−αHω (t) ‖ x̂(ξ, 0) − z2(ξ, 0) ‖L2(ω)

(4.45)

et donc

lim
t→∞

[x̂(ξ, t) − z2(ξ, t)] = 0

Si on considère ẑ2(ξ, t) = x̂(ξ, t), alors on a

ẑ2(ξ, t) − z2(ξ, t) = x̂(ξ, t) − z2(ξ, t)

D’où

lim
t→∞

ẑ2(ξ, t) = z2(ξ, t).

Alors, à partir de ce résultat, nous déduisons que :
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1. Le vecteur d’état x̂(ξ, t) peut être représenté par

x̂ =







x̂1

x̂2






=







y

w + Hωy







qui estime asymptotiquement le vecteur d’état

z =







z1

z2






.

2. La composante du vecteur x̂2(ξ, t) est un estimateur asymptotique de z2(ξ, t).

3. Le système (4.35) est un observateur d’ordre minimal régional pour le système (4.33)-

(4.34).

4. Si on considère Z |Ω\ω= L2(0,∞; IRq) et Z |ω= X où X est l’espace d’état de l’observateur

régional, alors à partir du théorème 4.15, l’observateur d’ordre minimal régional peut

reconstruire les composantes inconnues de l’état

(zq+1, zq+2, zq+3, ...).

Ainsi, la condition (4.13) du théorème 4.6 est satisfaite, si nous définissons les opérateurs

suivants comme ci-dessous.

S =
[

0 IZ|Ω\ω

]

, T̂ =







Hω

IZ|Ω\ω







et

R =
[

IZ|Ω\ω
Hω

]

, C =







IZ|Ω\ω

0






,

alors, nous obtenons la relation

ST̂ + RC = IZ|Ω\ω
.

4.3.2 Erreur de reconstruction

Supposons que le système (4.35) est un observateur régional d’ordre minimal du système (4.33)-

(4.34). Notons

EL
R(ξ, t) =‖ z̃

R
(ξ, t) ‖, t ∈]0,∞[ (4.46)
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x

z                                                   

+              

.

  

+              

.

+    

.

B

  u
B

2

1

B2

B1

A 22

A

A 21

12

A 11

A 21

A 22

HωA12

Hω
-H ω

H  A    -A    H  -H  A    Hω 11 22 ω ω 12 ω

2

1

2

1

   z                                                2

<<

   z                                                z y

   z                                                
Système

Système

régional

Observateurx 

Figure 22: Observateur d’ordre minimal régional



RECONSTRUCTION ASYMPTOTIQUE RÉGIONALE 81

où z̃
R
(ξ, t) est l’erreur de reconstruction donnée par

z̃
R
(ξ, t) = z2(ξ, t) − ẑ2(ξ, t)

alors, nous avons

ΥΩ ⊂ Υω et min
Υω

EL
R(ξ, t) ≤ min

ΥΩ

EL
R(ξ, t),

si nous considérons les ensembles

ΥΩ = {z̃
R
(ξ, t) ∈ L2(Q) tel que lim

t→∞
z̃

R
(ξ, t) = 0 ∀ξ ∈ Ω}

et

Υω = {z̃
R
(ξ, t) ∈ L2(Q) tel que lim

t→∞
z̃

R
(ξ, t) = 0 ∀ξ ∈ ω}

Remarque 4.16.

Considérons l’erreur d’observabilité régionale donnée dans le lemme 2.8 par

lim
t−→∞

Eobs(., t) ≤ 1√
2
‖ z̄0(.) ‖, ξ ∈ ω

où Eobs(ξ, t) défini par (2.33) et l’erreur d’observabilité asymptotique satisfaisant

lim
t−→∞

EL(., t) = 0, ξ ∈ ω

où EL(., t) défini par (4.24), alors cela montre que, pour t assez grand,

EL(., t) ≤ Eobs(., t)

C’est à dire l’erreur de l’observateur régional est plus faible que celle de l’observation régionale.

4.4 Capteurs et observateur régionaux

Le problème d’observateur régional peut être étudié par l’opérateur d’observation C, ce qui signi-

fie que nous pouvons caractériser l’observateur régional par le choix des structures des capteurs.

Pour cela, supposons que des information soient recueillies sur le système par l’intermédiaire de

q capteurs (Di, fi)1≤i≤q (zones, ponctuels, intérieurs ou frontières).

4.4.1 Cas identité régional

Une condition suffisante pour caractériser l’observateur identité régional à travers la structure

des capteurs est donnée par le résultat suivant :
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Proposition 4.17.

Si les capteurs (Di, fi)1≤i≤q sont ω-stratégiques pour le sous-système






























∂z1

∂t
(ξ, t) = A1z1(ξ, t) + PBu(t) Q

z1(ξ, 0) = z01(ξ) Ω

z1(η, t) = 0 Θ

(4.47)

alors, le système dynamique






























∂x̂

∂t
(ξ, t) = Ax̂(ξ, t) + Bu(t) + Hω(y(ξ, t) − Cx̂(ξ, t)) Q

x̂(ξ, 0) = 0 Ω

x̂(η, t) = 0 Θ

(4.48)

est un observateur identité régional pour le système (4.5).

Démonstration.

Puisque les capteurs (Di, fi)1≤i≤q sont ω-stratégiques pour le sous-système instable (4.47), alors

ce sous-système est faiblement ω-observable. Comme le sous-système (4.47) est de dimension

finie, alors il est exactement ω-observable. Donc, il est ω-détectable. Ce résultat se traduit par :

1. q ≥ m

2. rang Gn = mn, ∀n, n = 1, . . . , J , dans le cas des mesure de l’état du système (cas de

conditions aux limites de type Dirichlet), nous avons :

Gn = (Gn)ij =



























< ϕnj
(.), fi(.) >L2(Di) capteurs zones

ϕnj
(bi) capteurs ponctuels

< ϕnj
(.), fi(.) >L2(Γi) capteurs zones frontières

et dans le cas des mesures du flux (cas de conditions aux limites de type Neumann), nous

avons :

Gn = (Gn)ij =











































<
∂ϕnj

∂ν
(.), fi(.) >L2(Di) capteurs zones

∂ϕnj

∂ν
(bi) capteurs ponctuels

<
∂ϕnj

∂ν
(.), fi(.) >L2(Γi) capteurs zones frontières

où sup mn = m < ∞ et j = 1, . . . , mn. Puisque le sous-système
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





























∂z2

∂t
(ξ, t) = A2z2(ξ, t) + (I − P )Bu(t) Q

z2(ξ, 0) = z02(ξ) Ω

z2(η, t) = 0 Θ

(4.49)

est ω-stable, par conséquent le système (4.5) est ω-détectable. En utilisant les propositions

4.12, 4.13 et 4.14, on obtient le système (4.48) qui est un observateur identité régional pour le

système (4.1) avec la fonction de sortie (4.2).

4.4.2 Exemple

Dans cet exemple on discute deux cas particuliers :

Le cas Dirichlet.

Considérons le système décrit par l’équation parabolique suivante































∂z

∂t
(ξ, t) =

∂2z

∂ξ2
(ξ, t) + z(ξ, t) ]0, 1[, t > 0

z(0, t) = z(1, t) = 0 t > 0

z(ξ, 0) = z0(ξ) ]0, 1[

(4.50)

avec ω =]0, β[ une sous-région de Ω =]0, 1[. Supposons qu’il existe un seul capteur (D, f) avec

ω

Ω

D

10 β

Figure 23: Le domaine Ω, la région ω et la localisation du capteur D.

D = [ξ0 − l, ξ0 + l] ⊂]0, 1[ (voir figure 23). Alors, la fonction de sortie est donnée par

y(ξ, t) =

∫

D
z(ξ, t)f(ξ)dξ (4.51)

Les fonction propres de l’opérateur (
∂2

∂ξ2
+ 1) sont données par

ϕn(ξ) =

(

2

β

)
1
2

sinnπ

(

ξ0

β

)

et les valeurs propres données par

λn = 1 −
(

nπ

β

)2
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Supposons que β2 6∈ IQ, alors dans ce cas, la multiplicité de λn est mn = 1,∀n, n = 1, . . . , J.

Considérons le système dynamique































∂x̂

∂t
(ξ, t) =

∂2x̂

∂ξ2
(ξ, t) + x̂(ξ, t) + Hω(y(ξ, t) − Cx̂(ξ, t)) ]0, 1[, t > 0

x̂(0, t) = x̂(1, t) = 0 t > 0

x̂(ξ, 0) = x̂0(ξ) ]0, 1[

(4.52)

et supposons que le capteur (D, f) est ω-stratégique pour le sous-système instable du (4.50),

alors nous avons le résultat suivant :

Corollaire 4.18.

Le système (4.52) est un observateur identité régional pour le système (4.50)-(4.51) si
∫

D
z(ξ, t)f(ξ)dξ 6= 0.

Cas particulier :

1. cas zone : si f(ξ) est une fonction symétrique par rapport à la droite ξ = ξ0, alors le

système (4.52) est un observateur identité régional pour (4.50)-(4.51) si et seulement si

nξ0/β 6∈ IN pour n, n = 1, . . . , J .

2. cas ponctuel : si f(ξ) = δ(ξ − b) avec D = {b} ∈]0, 1[, alors le système (4.52) est un

observateur identité régional pour (4.50)-(4.51) si et seulement si nb/β 6∈ IN pour n,

n = 1, . . . , J .

Le cas Neumann.

Dans ce cas, le système (4.50) peut être écrit sous la forme suivante



































∂z

∂t
(ξ, t) =

∂2z

∂ξ2
(ξ, t) + z(ξ, t) ]0, 1[, t > 0

∂z

∂ν
(0, t) =

∂z

∂ν
(1, t) = 0 t > 0

z(ξ, 0) = z0(ξ) ]0, 1[

(4.53)

augmentée de la fonction de sortie donnée par

y(ξ, t) =

∫

D

∂z

∂ν
(ξ, t)f(ξ)dξ (4.54)

Les fonctions propres de l’opérateur (
∂2

∂ξ2
+ 1) sont données par

ϕn(ξ) =

(

2

β

)
1
2

cos nπ

(

ξ0

β

)
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On suppose que le système dynamique lié est décrit par


































∂x

∂t
(ξ, t) =

∂2x

∂ξ2
(ξ, t) + x(ξ, t) + Hω(y(ξ, t) − Cx(ξ, t)) ]0, 1[, t > 0

∂x

∂ν
(0, t) =

∂x

∂ν
(1, t) = 0 t > 0

x(ξ, 0) = x0(ξ) ]0, 1[

(4.55)

et que le capteurs (D, f) est ω-stratégique pour le sous-système instable de (4.53), alors nous

avons le résultat suivant :

Corollaire 4.19.

Le système (4.55) est un observateur identité régional pour le système (4.53)-(4.54), si
∫

D
z(ξ, t)f(ξ)dξ 6= 0.

Cas particulier :

1. cas zone : si f(ξ) est une fonction symétrique par rapport à la droite ξ = ξ0, alors le

système (4.55) est un observateur identité régional pour (4.53)-(4.54) si et seulement si

nξ0/β 6∈ IN pour n, n = 1, . . . , J .

2. cas ponctuel : si f(ξ) = δ(ξ − b) avec b ∈]0, 1[, alors le système (4.55) est un observateur

identité régional pour (4.53)-(4.54) si et seulement si nb/β 6∈ IN pour n, n = 1, . . . , J .

4.4.3 Cas d’ordre minimal régional

Une autre condition suffisante pour l’existence d’observateur d’ordre minimal régional peut être

obtenue par la proposition suivante :

Proposition 4.20.

Si la suite de q capteurs (Di, fi)1≤i≤q est ω-stratégique pour le sous-système instable






























∂z1

∂t
(ξ, t) = A11z1(ξ, t) + A12z2(ξ, t) + B1u(t) Q

z1(ξ, 0) = z10(ξ) Ω

z1(η, t) = 0 Θ

(4.56)

alors, le système






























∂x̂

∂t
(ξ, t) = A22x̂(ξ, t) + [B2u(t) + A21y(ξ, t)] + Hω[ỹ(ξ, t) − A12x̂(ξ, t)] Q

x̂(ξ, 0) = x̂0(ξ) Ω

x̂(η, t) = 0 Θ

(4.57)
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est un observateur d’ordre minimal régional pour le système











∂z1

∂t

∂z2

∂t











=







A11 A12

A21 A22













z1

z2






+







B1

B2






u (4.58)

avec la fonction de sortie

y(ξ, t) = z1(ξ, t) (4.59)

Démonstration.

Nous avons des informations sur une partie de l’état z(ξ, t) du système (4.58) fournies par q

capteurs et par la fonction de sortie (4.59). Si les capteurs (Di, fi)1≤i≤q sont ω-stratégiques

pour la partie instable (4.56), alors cette partie est ω-détectable. Si la partie qui reste































∂z2

∂t
(ξ, t) = A21z1(ξ, t) + A22z2(ξ, t) + B2u(t) Q

z2(ξ, 0) = z20(ξ) Ω

z2(η, t) = 0 Θ

(4.60)

est ω-stable, alors le système (4.58) augmenté de la fonction de sortie (4.59) est ω-détectable. Par

conséquent, le résultat découle immédiatement du théorème 4.15. D’où le système dynamique

(4.57) est un observateur d’ordre minimal régional pour (4.58)-(4.59).

4.4.4 Exemple

Considérons le cas où un système d’échange à deux phases est décrit par les équations

paraboliques couplées











































































∂z1

∂t
(ξ, t) = α

∂2z1

∂ξ2
(ξ, t) + β(z1(ξ, t) − z2(ξ, t)) ]0, 1[, t > 0

∂z2

∂t
(ξ, t) = γ

∂2z2

∂ξ2
(ξ, t) + β(z2(ξ, t) − z1(ξ, t)) ]0, 1[, t > 0

z1(ξ, 0) = z01(ξ), z2(ξ, 0) = z02(ξ) ]0, 1[

z1(0, t) = z1(1, t) = 0 t > 0

z2(0, t) = z2(1, t) = 0 t > 0

(4.61)

et considérons une sous-région ω = [β1, β2] ⊂]0, 1[. Supposons qu’il soit possible de mesurer un

des états du système, par exemple z1(ξ, t), en utilisant q capteurs zone (Di, fi)1≤i≤q. La fonction
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de sortie (3.2) est, alors donnée par

yi(ξ, t) =

[

∫

D1

z1(ξ, t)f1(ξ)dξ, . . . ,

∫

Dq

z1(ξ, t)fq(ξ)dξ

]tr

(4.62)

Maintenant, le problème revient à construire asymptotiquement l’état z2(ξ, t). Considérons

∂z

∂t
=











∂z1

∂t

∂z2

∂t











=







A11 A12

A21 A22













z1

z2






(4.63)

où

A11 = α
∂2z1

∂ξ2
+ β, A22 = γ

∂2z2

∂ξ2
+ β

et

A12 = A21 = −βI

A partir de la proposition 4.20, nous pouvons construire un observateur d’ordre minimal pour

le système (4.61)-(4.62) si les capteurs (Di, fi)1≤i≤q sont ω-stratégiques pour le sous-système































∂z1

∂t
(ξ, t) = γ

∂2z1

∂ξ2
(ξ, t) + βz1(ξ, t) − βz1(ξ, t) ]0, 1[, t > 0

z1(0, t) = z1(1, t) = 0 t > 0

z1(ξ, 0) = z01(ξ) ]0, 1[

(4.64)

avec γ = 0.1 et β = 1, on peut obtenir le corollaire suivant :

Corollaire 4.21.

Si les capteurs sont choisis de telle sorte que

∫

Di

z1(ξ, t)fi(ξ)dξ 6= 0, ∀i, 1 ≤ i ≤ q

alors, nous avons

lim
t→∞

[(w(ξ, t) + Hωz1(ξ, t)) + z2(ξ, t)] = 0, ξ ∈ ω

où






















































∂w

∂t
(ξ, t) = γ

∂2w

∂ξ2
(ξ, t) + β(1 + Hω)w(ξ, t)

+ (γ − αHω)
∂z1

∂ξ2
(ξ, t) + β(H2

ω − 1)z1(ξ, t) ]0, 1[, t > 0

w(ξ, 0) = w0(ξ) ]0, 1[

w(0, t) = w(1, t) = 0 t > 0.

(4.65)
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Cas particulier :

1. cas zone : si fi(ξ) est une fonction symétrique par rapport à la droite ξi = ξ0i
, alors le

système































∂x2

∂t
(ξ, t) = 0.1

∂2x2

∂ξ2
(ξ, t) + 0.1x2(ξ, t) + Hω(z1(ξ, t) − Cx2(ξ, t)) ]0, 1[, t > 0

x2(0, t) = x2(1, t) = 0 t > 0

x2(ξ, 0) = x20(ξ) ]0, 1[
(4.66)

est un observateur d’ordre minimal régional pour (4.61)-(4.62) si et seulement si n(ξ0i
−

β1/β2 − β1) 6∈ IN pour n, n = 1, . . . , J .

2. cas ponctuel : si fi(ξ) = δ(ξ − bi) avec Di = {bi} ∈]0, 1[, alors (4.66) est un observateur

d’ordre minimal régional pour (4.61)-(4.62) si et seulement si n(bi − β1/β2 − β1) 6∈ IN

pour n, n = 1, . . . , J .

Dans le cas de Neumann, le système (4.61) décrit par



















































































∂z1

∂t
(ξ, t) = α

∂2z1

∂ξ2
(ξ, t) + β(z1(ξ, t) − z2(ξ, t)) ]0, 1[, t > 0

∂z2

∂t
(ξ, t) = γ

∂2z2

∂ξ2
(ξ, t) + β(z2(ξ, t) − z1(ξ, t)) ]0, 1[, t > 0

z1(ξ, 0) = z01(ξ), z2(ξ, 0) = z02(ξ) ]0, 1[

∂z1

∂ν
(0, t) =

∂z1

∂ν
(1, t) = 0 t > 0

∂z2

∂ν
(0, t) =

∂z2

∂ν
(1, t) = 0 t > 0

(4.67)

est lié avec



































∂x2

∂t
(ξ, t) = 0.1

∂2x2

∂ξ2
(ξ, t) + 0.1x2(ξ, t) + Hω(z1(ξ, t) − Cx2(ξ, t)) ]0, 1[, t > 0

∂x2

∂ν
(0, t) =

∂x2

∂ν
(1, t) = 0 t > 0

x2(ξ, 0) = x20(ξ) ]0, 1[

(4.68)

on peut facilement déduire le résultat suivant :
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Corollaire 4.22.

1. Capteurs zones : si fi(ξ) est une fonction symétrique par rapport à la droite ξi = ξ1i
,

alors le système (4.68) est un observateur d’ordre minimal régional pour (4.67)-(4.62) si

et seulement si n(ξ1i
− β1/β2 − β1) 6∈ IQ pour n, n = 1, . . . , J .

2. Capteurs ponctuels : si fi(ξ) = δ(ξ − bi) avec bi ∈]0, 1[, alors (4.68) est un observateur

régional d’ordre minimal pour (4.67)-(4.62) si et seulement si n(bi−β1/β2−β1) 6∈ IQ pour

n, n = 1, . . . , J .

4.5 Observateur régional et système bouclé

Le problème qui surgit naturellement est celui du système en boucle fermée régionale utilisant

l’observateur régional (voir la figure 24). Dans cette section, nous développerons les résultats de

Gressang et Lamont [56] au cas régional en considérant une sous-région donnée ω de Ω.

4.5.1 Contrôle et observateur régional

Considérons maintenant le système (4.5) excité par le contrôle (régional) en contre-réaction

u = −Dω ẑ (4.69)

où Dω est un opérateur linéaire borné : ÃL2(ω) −→ IRp. Le système (4.5)-(4.69) avec l’observateur

de Luenberger régional (4.8) s’écrit


















































































































































∂z

∂t
(ξ, t) = Az(ξ, t) + Bu(t) Q

z(ξ, 0) = z0(ξ) Ω

z(η, t) = 0 Θ

u(t) = −Dω ẑ(ξ, t) Q

y(t) = Cz(ξ, t) Q

ẑ(ξ, t) = Ry(ξ, t) + Sx̂(ξ, t) Q

∂x̂

∂t
(ξ, t) = Fωx̂(ξ, t) + Gωu(t) + Hωy(ξ, t) Q

x̂(ξ, 0) = x̂0(ξ) Ω

x̂(η, t) = 0 Θ

(4.70)
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Considérons une sous-région ω de Ω. Maintenant, les équations précédentes conduisent à



























































































∂z

∂t
(ξ, t) = Az(ξ, t) − BDω ẑ(ξ, t) Q

z(ξ, 0) = z0(ξ) Ω

z(η, t) = 0 Θ

∂x̂

∂t
(ξ, t) = Fωx̂(ξ, t) + Gωu(ξ, t) + HωCz(ξ, t) Q

x̂(ξ, 0) = x̂0(ξ) Ω

x̂(η, t) = 0 Θ

(4.71)

En insérant (4.15) dans la première équation de (4.71), on obtient































∂z

∂t
(ξ, t) = (A − BDω)z(ξ, t) − BDωSφ(ξ, t) Q

z(ξ, 0) = z0(ξ) Ω

z(η, t) = 0 Θ

(4.72)

où φ(ξ, t) = x(ξ, t) − x̂(ξ, t). A partir du théorème 4.6, nous avons alors































∂φ

∂t
(ξ, t) = Fωφ(ξ, t) Q

φ(ξ, 0) = φ0(ξ) Ω

φ(η, t) = 0 Θ

(4.73)

et donc le système entier peut être écrit comme suit











∂z

∂t

∂φ

∂t











=







A − BDω BDωS

0 Fω













z

φ






(4.74)

Cependant, avec la conséquence précédente, nous avons le résultat suivant :

Proposition 4.23.

Le spectre du système entier (4.74) est la réunion du spectre du système en boucle fermée

régionale (4.72) et du spectre de l’observateur régional (4.8).

Démonstration.

Compte tenu du résultat précédent et comme A, B, Dω et S sont supposés être des opérateurs
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linéaires bornés, alors la théorie des perturbations implique que l’opérateur

Aω =







A − BDω BDωS

0 Fω







engendre un semi-groupe fortement continu. Donc la résolvante ρ(Aω) est non vide et peut être

exprimée par

ρ(Aω) = ρ(A − BDω)
⋂

ρ(BDωS)

Finalement nous avons

σ(Aω) = σ(A − BDω)
⋃

σ(BDωS)

où σ(Aω) dénote le spectre de Aω.

Observateur

-D

+

+

C
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H R

 S

F

  

  G

             

  

B
z                                                   y

    x                                                

z
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u
.

.
^ ω

ω

ω

ω

   z                                                

    x                                                ^ 
régional

Système

Figure 24: Système en boucle fermée régionale
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4.5.2 Contrôle et observateur identité régional

Reprenons le système (4.5) qui est excité par un contrôle (régional) en contre-réaction (4.69)

obtenue par utilisation d’un observateur identité régional



















































































































































∂z

∂t
(ξ, t) = Az(ξ, t) + Bu(t) Q

z(ξ, 0) = z0(ξ) Ω

z(η, t) = 0 Θ

y(t) = Cz(ξ, t) Q

u(t) = −Dω ẑ(ξ, t) Q

ẑ(ξ, t) = x̂(ξ, t) Q

∂x̂

∂t
(ξ, t) = Ax̂(ξ, t) + Bu(t) + Hω(y(ξ, t) − Cx̂(ξ, t)) Q

x̂(ξ, 0) = x̂(ξ) Ω

x̂(η, t) = 0 Θ

(4.75)

en portant l’équation (4.69) et (3.2) dans le système (4.75), nous obtenons



























































































∂z

∂t
(ξ, t) = Az(ξ, t) − BDω ẑ(ξ, t) Q

z(ξ, 0) = z0(ξ) Ω

z(η, t) = 0 Θ

∂x̂

∂t
(ξ, t) = Aωx̂(ξ, t) − BDω ẑ(ξ, t) − HωC(x̂(ξ, t) − z(ξ, t)) Q

x̂(ξ, 0) = x̂0(ξ) Ω

x̂(η, t) = 0 Θ

(4.76)

En introduisant (4.26) et en utilisant les propositions 4.12, 4.13 et 4.13, nous avons



RECONSTRUCTION ASYMPTOTIQUE RÉGIONALE 93























































































∂z

∂t
(ξ, t) = (A − BDω)z(ξ, t) − BDωe(ξ, t) Q

z(ξ, 0) = z0(ξ) Ω

z(η, t) = 0 Θ

ė(ξ, t) = (A − HωC)e(ξ, t)) Q

e(ξ, 0) = e0(ξ) Ω

e(η, t) = 0 Θ

(4.77)

où e(ξ, t) = z(ξ, t) − x̂(ξ, t). Le système complet (4.77) peut être écrit sous la forme matricielle











∂z

∂t

∂e

∂t











=







A − BDω BDωS

0 A − HωC













z

e






(4.78)

ce résultat permet d’avoir la proposition suivante :

Proposition 4.24.

Le spectre du système complet (4.78) est la réunion du spectre de l’opérateur (A − BDω) et du

spectre de l’opérateur (A − HωC).
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4.5.3 Contrôle et observateur d’ordre minimal régional

Dans cette section, nous étudierons les propriétés du système contrôlé en boucle fermée avec

l’observateur d’ordre minimal régional. Ici, la forme réduite du système (4.5) est donnée par















































































































∂z1

∂t
(ξ, t) = A11z1(ξ, t) + A21z2(ξ, t) + B1u(t) Q

z1(ξ, 0) = z01(ξ) Ω

z1(η, t) = 0 Θ

y(t) = z1(ξ, t) Q

∂z2

∂t
(ξ, t) = A12z1(ξ, t) + A22z2(ξ, t) + B2u(t) Q

z2(ξ, 0) = z02(ξ) Ω

z2(η, t) = 0 Θ

(4.79)

En utilisant les propositions 4.12, 4.13 et 4.13, le système































∂x̂

∂t
(ξ, t) = A22x̂(ξ, t) + [A21y(ξ, t) + B2u(t)] + Hω[ỹ(ξ, t) − A12x̂(ξ, t)] Q

x̂(ξ, 0) = x̂0(ξ) Ω

x̂(η, t) = 0 Θ

(4.80)

est un observateur identité régional pour le système suivant



















































∂a

∂t
(ξ, t) = A22a(ξ, t) + [A21y(ξ, t) + B2u(t)] Q

a(ξ, 0) = a0(ξ) Ω

a(η, t) = 0 Θ

ỹ(ξ, t) = A12a(ξ, t) Q

(4.81)

Le contrôle régional en contre-réaction est donnée par

u = −Dω ẑ (4.82)
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où Bu(t) = A21y(ξ, t) + B2u(t). Le système complet peut être exprimé par































































































































∂a

∂t
(ξ, t) = A22a(ξ, t) + [A21y(ξ, t) + B2u(t)] Q

a(ξ, 0) = a0(ξ) Ω

a(η, t) = 0 Θ

∂x̂

∂t
(ξ, t) = A22x̂(ξ, t) + [A21y(ξ, t) + B2u(t)] + Hω[ỹ(ξ, t) − A12x̂(ξ, t)] Q

x̂(ξ, 0) = x̂0(ξ) Ω

x̂(η, t) = 0 Θ

ỹ(ξ, t) = A12a(ξ, t) Q

ū(t) = −Dωẑ(ξ, t) Q

(4.83)

Le système (4.83) donne


























































































∂a

∂t
(ξ, t) = A22a(ξ, t) − BDω ẑ(ξ, t) Q

a(ξ, 0) = a0(ξ) Ω

a(η, t) = 0 Θ

∂x̂

∂t
(ξ, t) = A22x̂(ξ, t) − BDω ẑ(ξ, t) + Hω[A12a(ξ, t) − A12x̂(ξ, t)] Q

x̂(ξ, 0) = x̂0(ξ) Ω

x̂(η, t) = 0 Θ

(4.84)

Le système (4.84) peut alors être décrit sous la forme matricielle







ż2

ε̇






=







(A22 − BDω) BDω

0 (A22 − HωA12)













z2

ε






(4.85)

où ε(ξ, t) = x̂(ξ, t) − z2(ξ, t). Ainsi, nous avons le résultat suivant :

Proposition 4.25.

Le spectre du système complet (4.85) est la réunion du spectre de l’opérateur (A22 −BDω) et du

spectre l’opérateur (A22 − HωA12).
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Chapitre 5

5 Observateur de Luenberger régional : cas frontière

Dans ce chapitre, nous considérons le problème de l’observabilité asymptotique régionale dans

lequel la région considérée est située sur la frontière du domaine Ω. Nous établissons différentes

approches pour la reconstruction asymptotique de l’état sur une région Γ de ∂Ω.

5.1 Formulation du problème

Considérons un système distribué défini avec les données suivantes :

• Un ouvert Ω de IRn, régulier borné de frontière ∂Ω.

• Une partie non vide Γ ⊂ ∂Ω, de mesure positive.

• Posons Q = Ω×]0,∞[, Θ = ∂Ω×]0,∞[.

• Les espaces Z = H1(Ω), U = L2(0,∞, IRp),O = L2(0,∞, IRq) considérés dans ce chapitre sont

des espaces de Hilbert séparables et désignent respectivement les espaces d’état, de contrôle et

d’observation.

• A est un opérateur différentiel du second ordre, linéaire, auto-adjoint à résolvante compacte

qui engendre un semi-groupe fortement continu (SA(t))t≥0 sur Z = H1(Ω). Le système considéré

est décrit par l’équation parabolique suivante



































∂z

∂t
(ξ, t) = Az(ξ, t) + Bu(t) Q

z(ξ, 0) = z0(ξ) Ω̄

∂z

∂ν
(η, t) = 0 Θ

(5.1)

Les mesures peuvent être obtenues par l’utilisation de capteurs zones, ponctuels ou lignes qui

peuvent être placés à l’intérieur de Ω (ou sur la frontière ∂Ω) (voir [45, 50]). La fonction de

sortie est

y(., t) = Cz(., t) (5.2)

où les opérateurs B ∈ L(IRp, H1(Ω)) et C ∈ L(H1(Ω̄), IRq) dépendent de la caractérisation des

actionneurs et des capteurs. Sous les hypothèses précédentes, le système (5.1) a une solution

unique donnée par

z(ξ, t) = SA(t)z0(ξ) +

∫ t

0
SA(t − τ)Bu(τ)dτ. (5.3)

Le problème consiste à construire un estimateur régional de Tz(ξ) sur Γ. Considérons les points

suivants :
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• L’opérateur K linéaire, défini par

K : H1(Ω) → L2(0,∞, IRq)

z → CSA(.)z

et dans le cas de capteur zone interne il est borné, son adjoint noté par

K∗ : L2(0,∞, IRq) −→ H1(Ω)

y∗ −→
∫ t

0

S∗
A(τ)C∗y∗(., τ)dτ.

• L’opérateur trace d’ordre zéro

γ0 : H1(Ω) → H
1
2 (∂Ω)

qui est linéaire, surjectif et continu. Son adjoint est désigné par γ∗
0 .

• Pour une région Γ de ∂Ω, soit χΓ l’opérateur défini par

χΓ : H
1
2 (∂Ω) −→ H

1
2 (Γ)

z −→ χΓz = z|Γ

où z|Γ est la restriction de z à Γ. L’adjoint de χΓ est noté par χ∗
Γ
.

5.2 Détectabilité régionale frontière

La raison principale de présenter la détectabilité exponentielle régionale frontière sur une région

donnée Γ est la possibilité d’observer asymptotiquement (exponentiellement) l’état courant du

système original. Par la suite, nous introduisons les définitions et caractérisations concernant la

notion de détectabilité régionale sur Γ.

mesures

Ω

Γ

�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁��✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁��✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁��✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁��✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁��✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�

✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂

✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄
✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄
✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄
✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄
✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄
✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄
✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄
✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄
✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄
✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄
✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄

☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎

✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆
✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆
✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆
✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆
✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆
✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆
✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆

✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝
✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝
✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝
✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝
✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝
✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝
✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝

Figure 25: Détection de l’état régional frontière sur Γ

Définition 5.26.

Le semi-groupe (SA(t))t≥0 est dit exponentiellement stable sur l’espace H
1
2 (∂Ω) (ou stable sur
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H
1
2 (∂Ω)) si pour tout état initial z0 ∈ H1(Ω) la solution z(ξ, t) du système autonome correspon-

dant de (5.1) converge exponentiellement vers zéro quand t tend vers ∞. Il est facile de voir que

le système (5.1) est exponentiellement stable sur ∂Ω si et seulement s’il existe deux constantes

positives M∂Ω et α∂Ω telles que :

‖ γ0SA(t) ‖
H

1
2 (∂Ω)

≤ M∂Ωe−α∂Ωt, t ≥ 0

Si (SA(t))t≥0 est un semi-groupe stable sur H
1
2 (Ω), alors ∀ z0 ∈ H1(Ω) la solution du système

autonome associé à (5.1) satisfait

‖ γ0z(t) ‖
H

1
2 (∂Ω)

= ‖ γ0S(.)z0 ‖
H

1
2 (∂Ω)

≤ M∂Ωe−α∂Ωt ‖ z0 ‖
H

1
2 (∂Ω)

et donc

lim
t→∞

‖ γ0z(t) ‖
H

1
2 (∂Ω)

= 0

Définition 5.27.

Le système (5.1) avec la fonction de sortie (5.2) est dit détectable sur ∂Ω s’il existe un opérateur

H∂Ω : IRq −→ H
1
2 (∂Ω)

tel que (A − H∂ΩC) engendre un semi-groupe (SH∂Ω
(t))t≥0 stable sur H

1
2 (∂Ω).

Les définitions précédentes peuvent être étendues au cas régional de la manière suivante :

Définition 5.28.

Le semi-groupe (SA(t))t≥0 est dit exponentiellement régionalement stable sur H
1
2 (Γ) (ou sta-

ble sur H
1
2 (Γ)) si pour tout état initial z0 ∈ H1(Ω) la solution z(ξ, t) du système autonome

correspondant de (5.1) converge exponentiellement vers zéro quand t tend vers ∞.

Définition 5.29.

Le système (5.1) est dit régionalement stable sur Γ (ou Γ-stable), si le semi-groupe engendré par

A est stable sur H
1
2 (Γ).

Remarque 5.30.

Un système est Γ-stable si et seulement s’il existe MΓ et αΓ > 0 telles que :

‖ χΓγ0SA(.) ‖
H

1
2 (Γ)

≤ MΓe−αΓt, t ≥ 0 (5.4)

Si (SA(t))t≥0 est un semi-groupe stable sur H
1
2 (Γ), alors ∀ z0 ∈ H1(Ω) la solution du système

autonome associé à (5.1) vérifie

‖ χΓγ0z(t) ‖
H

1
2 (Γ)

= ‖ χΓγ0SA(.)z0 ‖
H

1
2 (Γ)

≤ MΓe−αΓt ‖ z0 ‖
H

1
2 (Γ)
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et donc nous avons

lim
t→∞

‖ χΓγ0z(t) ‖
H

1
2 (Γ)

= 0

Définition 5.31.

Le système (5.1) avec la fonction de sortie (5.2) est dit régionalement détectable sur Γ (ou

Γ-détectable) s’il existe un opérateur

HΓ : IRq −→ H
1
2 (Γ)

tel que (A − HΓC) engendre un semi-groupe (SHΓ
(t))t≥0 stable sur H

1
2 (Γ).

Proposition 5.32.

Supposons que le système (5.1) avec la fonction de sortie (5.2) est Γ-détectable, alors le système

dynamique décrit par l’équation parabolique suivante































∂x

∂t
(ξ, t) = Ax(ξ, t) + Bu(t) − HΓ(Cx(ξ, t) − y(., t)) Q

x(ξ, 0) = 0 Ω

x(η, t) = 0 Θ

(5.5)

est observateur régional frontière sur Γ (ou Γ-observateur) pour (5.1)-(5.2) si

lim
t→∞

[z(ξ, t) − x(ξ, t)] = 0, ξ ∈ Γ.

Démonstration.

Considérons e(ξ, t) = z(ξ, t) − x(ξ, t) où x(ξ, t) est la solution du système (5.5), nous avons

∂e

∂t
(ξ, t) =

∂z

∂t
(ξ, t) − ∂x

∂t
(ξ, t)

= Az(ξ, t) − Ax(ξ, t) + HΓC(x(ξ, t) − y(., t))

= (A − HΓC)e(ξ, t)

avec

e(ξ, 0) = z(ξ, 0) − x(ξ, 0)

Si l’opérateur HΓ est tel que le semi-groupe (SHω(t))t≥0 engendré par (A−HΓC) soit stable sur

H
1
2 (Γ), alors :

∃ MΓ, αΓ > 0 tel que ‖ χΓγ0SHΓ
(.) ‖

H
1
2 (Γ)

≤ MΓe−αΓ(t).

et donc

‖ e(., t) ‖
H

1
2 (Γ)

≤ ‖ χΓγ0SHΓ
(.) ‖

H
1
2 (Γ)

‖ e(., 0) ‖ ≤ MΓe−αω(t) ‖ e(., 0) ‖
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Finalement, le système dynamique (5.5) est un Γ-observateur pour le système (5.1)-(5.2).

Remarque 5.33.

1. Un système exponentiellement Γ-détectable est asymptotiquement Γ-détectable.

2. Un système Γ-détectable est Γ1-détectable pour tout Γ1 ⊂ Γ.

A partir de ces résultats, on peut déduire qu’il existe γΓ > 0 tel que

‖ χΓγ0z ‖
H

1
2 (Γ)

≤ γΓ ‖ CSA(.)z ‖L2(0,∞,O), ∀z ∈ H
1
2 (Γ)

5.3 Capteurs et détectabilité régionale frontière

Dans cette partie, nous caractérisons la détectabilité régionale frontière en employant la struc-

ture des capteurs et nous donnons une condition suffisante pour la notion de la détectabilité

exponentielle régionale sur Γ.

5.3.1 Préliminaires

Ici, nous présentons une méthode qui permet la détection de l’état courant x(ξ, t) sur Γ, basé

sur la détectabilité régionale interne. En utilisant la remarque 2.9, nous avons la proposition

suivante :

�✁�✁�✁�✁�✁�✁��✁�✁�✁�✁�✁�✁��✁�✁�✁�✁�✁�✁��✁�✁�✁�✁�✁�✁�
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂

✄✄☎
☎

capteurs

E

Ω✆✝✆✝✆✝✆✆✝✆✝✆✝✆✆✝✆✝✆✝✆✆✝✆✝✆✝✆✆✝✆✝✆✝✆✆✝✆✝✆✝✆✆✝✆✝✆✝✆✆✝✆✝✆✝✆✆✝✆✝✆✝✆✆✝✆✝✆✝✆✆✝✆✝✆✝✆✆✝✆✝✆✝✆

✞✝✞✝✞✝✞✞✝✞✝✞✝✞✞✝✞✝✞✝✞✞✝✞✝✞✝✞✞✝✞✝✞✝✞✞✝✞✝✞✝✞✞✝✞✝✞✝✞✞✝✞✝✞✝✞✞✝✞✝✞✝✞✞✝✞✝✞✝✞✞✝✞✝✞✝✞✞✝✞✝✞✝✞

✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟
✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟
✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟
✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟
✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟
✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟
✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟
✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟
✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟
✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟
✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟✁✟

✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠
✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠
✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠
✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠
✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠
✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠
✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠
✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠
✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠
✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠
✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠✁✠

ω ✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡
✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡
✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡
✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡
✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡
✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡✁✡

☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛
☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛
☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛
☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛
☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛
☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛✁☛

r

Γ

Figure 26: Sous-domaine ωr, région Γ et capteurs

Proposition 5.34.

Si le système (5.1) avec la fonction de sortie (5.2) est exponentiellement régionalement détectable

sur ω̄r, alors il est Γ-détectable.

Démonstration.

Soit z(ξ, t) ∈ H
1
2 (Γ) et z̄(ξ, t) son relèvement dans H

1
2 (∂Ω). En utilisant l’équation (2.37) et le

théorème de trace, il existe Rz̄(ξ, t) ∈ H1(Ω) ([23]) à support borné tel que

γ0(Rz̄(ξ, t)) = z̄(ξ, t).
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Puisque le système (5.1) avec la fonction de sortie (5.2) est exponentiellement régionalement

ω̄r-détectable, alors il est exponentiellement régionalement ωr-détectable (Ref. [11]). Ainsi, il

existe un opérateur Hωr : IRq −→ H1(ωr) donné par

Hωry(., t) = χωrK
∗y(., t)

tel que (A − HωrC) un opérateur engendre un semi-groupe (SHωr
(t))t≥0 est exponentiellement

régionalement stable sur H1(ωr). Pour tout z ∈ O, nous avons alors

χωrK
∗y(., t) = χωrRz̄(ξ, t)

d’où

χΓ(γ0χ
∗
ωr

χωrK
∗y)(., t) = z(ξ, t).

et par conséquent il existe un opérateur

HΓ = χΓ(γ0χ
∗
ωr

χωrK
∗y) : IRq −→ H

1
2 (Γ)

tel que (A−HΓC) engendre un semi-groupe stable sur H
1
2 (Γ). Finalement le système (5.1)-(5.2)

est Γ-détectable.

5.3.2 Une condition suffisante pour la détectabilité régionale frontière

Dans cette section, nous caractérisons le concept de la détectabilité régionale frontière en relation

avec les structures de capteurs. Dans ce but, nous considérons que le système (5.1) avec des

mesures prises par q capteurs, alors la fonction de sortie (5.2) est donnée par

yi(., t) = (y1(., t), . . . , yq(., t))

Dans le cas de capteurs ponctuels, on a

yi(., t) = z(bi, t) avec bi ∈ Ω̄ pour 1 ≤ i ≤ q.

et dans le cas où les capteurs zones sont localisés sur la frontière

yi(t) =

∫

Γi

z(η, t)fi(η)dη avec Γi ⊂ Ω̄ pour 1 ≤ i ≤ q.

Supposons qu’il existe un système complet de fonctions propres (ϕmj
) de A dans H1(Ω) associées

aux valeurs propres λm de multiplicité km et que k = sup km soit fini. Si les fonctions (ψmj
)

définies par ψmj
(ξ) = χΓγ0ϕmj

(ξ), admettent un système complet sur H
1
2 (Γ) et si le système

(5.1) a des J modes instables, alors nous avons le théorème suivant :

Théorème 5.35.

Supposons qu’il existe q capteurs (Di, fi)1≤i≤q et que le spectre de l’opérateur A contienne J

valeurs propres non-négatives. Le système (5.1) avec la fonction de sortie (5.2) est Γ-détectable

si et seulement si :
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1. q ≥ k

2. rang Gm = km, ∀m, m = 1, . . . , J avec

Gm = (Gm)ij =



























< ϕmj
(.), fi(.) >L2(Di) cas zone sur la frontière

ϕmj
(bi) cas ponctuel sur la frontière

< ϕmj
(.), fi(.) >L2(Γi) cas zone sur la frontière

où j = 1, . . . , km.

Démonstration.

La démonstration est présentée dans le cas des capteurs ponctuels. Ainsi, la fonction de sortie

(5.2) est écrite sous la forme

yi(t) =

∫

Ω
z(ξ, t)δi(ξ − bi)dξ, i = 1, . . . , q (5.6)

Sous les suppositions citées dans ce chapitre, le système (5.1) peut être décomposé par



































∂z1

∂t
(ξ, t) = A1z1(ξ, t) + PBu(t) Q

z1(ξ, 0) = z01(ξ) Ω̄

∂x1

∂ν
(η, t) = 0 Θ

(5.7)

où z1(ξ, t) est la composante d’état de la partie instable du système (5.1) et



































∂z2

∂t
(ξ, t) = A2z2(ξ, t) + (I − P )Bu(t) Q

z2(ξ, 0) = z02(ξ) Ω̄

∂z2

∂ν
(η, t) = 0 Θ

(5.8)

où la composante d’état de la partie stable du système (5.1), P et I − P sont les projections

des sous-systèmes instable (respectivement stable) de (5.1). Ainsi, le vecteur d’état peut être

donné par z(ξ, t) = [z1(ξ, t) z2(ξ, t)]
tr et l’opérateur A1 est représenté par une matrice de l’ordre

(
J

∑

m=1

km,
J

∑

m=1

km) défini par

A1 = diag [λ1, . . . , λ1, . . . , λJ , . . . , λJ ] et PB =
[

Gtr
1 , Gtr

2 , . . . , Gtr
J

]

.

En employant la condition (2) de ce théorème, nous déduisons que la suite (Di, fi)1≤i≤q de

capteurs est Γ-stratégique pour la partie instable du système (5.1), le sous-système (5.7) est
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faiblement Γ-observable et puisqu’il est de dimension finie, alors il est exactement Γ-observable.

Par conséquent il est Γ-détectable, i. e. il existe un opérateur H1
Γ tel que (A1 − H1

ΓC) est un

générateur de semi-groupe stable sur H
1
2 (Γ), ce qui signifie :

∃ M1
Γ, α1

Γ > 0 tel que ‖ e(A1−H1
ΓC)t ‖

H
1
2 (Γ)

≤ M1
Γe−α1

Γ(t), ∀t

alors, nous avons

‖ z1 ‖
H

1
2 (Γ)

≤ M1
Γe−α1

Γ(t) ‖ Pz0 ‖
H

1
2 (Γ)

, ∀t

puisque le semi-groupe engendré par l’opérateur A2 est stable, alors il existe M 2
Γ, α2

Γ > 0

vérifiant
‖ z2 ‖

H
1
2 (Γ)

≤ M2
Γe−α2

Γ(t) ‖ (I − P )z0 ‖
H

1
2 (Γ)

+

∫ t

0
M2

Γe−α2
Γ(t−τ) ‖ (I − P )z0 ‖

H
1
2 (Γ)

‖ u(τ) ‖ dτ

et donc z(ξ, t) converge vers zéro quand t −→ ∞. Ainsi, le système (5.1)-(5.6) est Γ-détectable.

Réciproquement, si le système (5.1) avec la fonction de sortie (5.6) est Γ-détectable, alors il existe

un opérateur HΓ ∈ L(IRq, H
1
2 (Γ)) tel que (A − HΓC) engendre une semi-groupe (SHΓ

(t))t≥0

stable sur l’espace H
1
2 (Γ), alors :

∃MΓ, αΓ > 0 tel que ‖ χΓSHΓ
(.) ‖

H
1
2 (Γ)

≤ MΓe−αΓ(t)

D’où le sous-système (5.7) est Γ-détectable et par conséquent il est Γ-stable ([11]). Rappelons

qu’un système est faiblement Γ-observable ([103]), i. e. Kγ∗
0χ∗

Γz∗ = 0 =⇒ z∗ = 0. Pour

z∗ ∈ H
1
2 (Γ), nous avons

Kγ∗
0χ∗

Γz∗ = (
J

∑

m=1

eλmt
km
∑

j=1

< ϕmj
, γ∗

0χ∗
Γ
z∗ >Γ < ϕmj

, δbi
>Di

)i=1, ... ,q

= (
J

∑

m=1

eλmt
km
∑

j=1

< χΓγ0ϕmj
, z∗ >Γ < ϕmj

, δbi
>Di

)i=1, ... ,q

= (
J

∑

m=1

eλmt
km
∑

j=1

< ψm̄j
, z∗ >Γ < ϕmj

, δbi
>Di

)i=1, ... ,q

Si Gm 6= km, pour m, m = 1, . . . , J , alors il existe (z∗ 6= 0) ∈ H
1
2 (Γ), tel que Kγ∗

0χ∗
Γz∗ = 0,

cela amène à km
∑

j=1

< ψm̄j
, z∗ >Γ < ϕmj

, δbi
>Di

= 0, i = 1, . . . , q

Les vecteurs d’état zm donnés par

zm =
[

< ψm1 , z
∗ >Γ, . . . , < ψmkm

, z∗ >Di

]tr
6= 0, i = 1, . . . , q

alors on obtient Gmzm = 0 pour tout m, m = 1, . . . , J. Finalement on déduit que le sous-

système (5.7) est non faiblement Γ-observable. Par conséquent le sous-système (5.7) est non

Γ-stable. Alors le rang Gm = km, pour m, m = 1, . . . , J .
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5.4 Observateur de Luenberger régional frontière

Dans cette section, nous proposons une approche qui permet de déterminer un estimateur

régional asymptotique pour l’état courant Tz(ξ, t) sur Γ, basé sur l’observateur régional interne.

Cette approche est une extension du chapitre précédent. Pour cela, considérons le système

(5.1)-(5.2) avec le système dynamique lié


























∂x

∂t
(ξ, t) = Fω̄rx(ξ, t) + Gω̄ru(ξ, t) + Hω̄ry(ξ, t) Q

x(ξ, 0) = x0(ξ) Ω̄

x(η, t) = 0 Θ

(5.9)

où Fω̄r engendre un semi-groupe (SFω̄r
(t))t≥0 fortement continu qui est exponentiellement

régionalement stable sur L2(ω̄r), Gω̄r ∈ L(IRp, L2(ω̄r)) et Hω̄r ∈ L(IRq, L2(ω̄r)).

Proposition 5.36.

Si le système dynamique (5.9) est un observateur régional sur ω̄r pour le système (5.1)-(5.2),

alors il est un Γ-observateur.

Démonstration.

On utilise la même hypothèse dans la proposition 5.34 tel que x(ξ, t) ∈ H
1
2 (Γ) et x̄(ξ, t) ∈

H
1
2 (∂Ω), ainsi il existe Rx̄(ξ, t) ∈ H1(Ω) à support borné tel que

γ0(Rx̄(ξ, t)) = x̄(ξ, t).

Puisque le système (5.9) est un observateur asymptotique régional sur ω̄r, alors on peut déduire

que :

1. le système dynamique (5.9) est un observateur régional sur ωr, il existe un système dy-

namique avec x(ξ, t) ∈ H1(ωr) tel que

χωrTz(ξ, t) = χωrRx̄(ξ, t)

et donc nous avons

χΓ(γ0χ
∗
ωr

χωrTz)(ξ, t) = x(ξ, t). (5.10)

Les équations (5.2) et (5.10) permettent d’obtenir






y

x






(ξ, t) =







C

χΓ(γ0χ
∗
ωr

χωrT )






z(ξ, t)

et par conséquent il existe deux opérateurs R et S tels que

RC + S(χΓγ0χ
∗
ωr

χωrT ) = I.
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2. il existe un opérateur Fω̄r qui est régionalement stable sur H1(ωr), alors il est régionalement

stable sur Γ. D’où le système dynamique (5.9) est un observateur régional sur Γ.

5.4.1 Reconstruction asymptotique régionale frontière : cas général

Nous considérons à nouveau le système distribué (5.1) avec la fonction de sortie (5.2) donnés

par














































∂z

∂t
(ξ, t) = Az(ξ, t) + Bu(t) Q

z(ξ, 0) = z0(ξ) Ω̄

∂z

∂νA
(ξ, t) = 0 Θ

y(ξ, t) = Cz(ξ, t) Q

(5.11)

supposons que pour T ∈ L(H1(Ω)) il existe un système avec x(ξ, t) ∈ H1(Ω) tel que

x(ξ, t) = χΓγ0χ
∗
ωχωTz(ξ, t) (5.12)

et soit TΓ = χΓγ0χ
∗
ωχωT défini par

TΓ : D(A) ⊂ H1(Ω) −→ D(F ) ⊂ H
1
2 (Γ)

z(ξ, t) −→ TΓz(ξ, t) = x(ξ, t)

où FΓ ∈ L(H
1
2 (Γ)) et TΓ ∈ L(H1(Ω), H

1
2 (Γ)). Ainsi, nous avons







y

x






=







C

TΓ






z

S’il existe deux opérateurs R et S tels que R : IRq −→ H
1
2 (Γ) et S : H

1
2 (Γ) −→ H

1
2 (Γ), cela

permet d’avoir les relations suivantes z(ξ, t) = Ry(ξ, t)+Sx(ξ, t) et RC+STΓ = I ce qui conduit,

par dérivation de (5.12), à

∂x

∂t
(ξ, t) = TΓ

∂x

∂t
(ξ, t)

= TΓAz(ξ, t) + TΓBu(t)

= TΓASx(ξ, t) + TΓARy(ξ, t) + TΓBu(t)

Cela suggère de considérer le système dynamique (l’observateur)


































∂x̂

∂t
(ξ, t) = FΓx̂(ξ, t) + GΓu(t) + HΓy(ξ, t) Q

x̂(ξ, 0) = x̂0(ξ) Ω̄

∂x̂

∂νA
(η, t) = 0 Θ

(5.13)
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qui satisfait l’estimation asymptotique désirée sous les hypothèse convenables. Nous avons le

résultat :

Théorème 5.37.

Supposons que FΓ engendre un semi-groupe (SFΓ
(t))t≥0 stable sur H

1
2 (Γ), et qu’il existe R ∈

L(IRq, H
1
2 (Γ)) et S ∈ L(H1/2(Γ)) tels que

RC + STΓ = I

alors le système (5.13) est un Γ-observateur pour le système (5.12) c’est-à-dire :

lim
t→∞

[TΓz(ξ, t) − x̂(ξ, t)] = 0, ξ ∈ Γ

S’il existe GΓ et HΓ satisfaisant :










TΓA − FΓTΓ = HΓC

et GΓ = TΓB

(5.14)

Démonstration.

Soit e(ξ, t) = x(ξ, t) − x̂(ξ, t), alors par dérivation on obtient

∂e

∂t
(ξ, t) =

∂x

∂t
(ξ, t) − ∂x̂

∂t
(ξ, t)

= TΓAz(ξ, t) + TΓBu(t) − FΓx̂(ξ, t) − GΓu(t) − HΓy(ξ, t)

= FΓe(ξ, t) + [TΓA − FΓTΓ − HΓC]z(ξ, t) + [TΓB − GΓ]u(t)

= FΓe(ξ, t)

Ainsi e(ξ, t) = SFΓ
(ξ, t)[TΓz0(ξ) − e0(ξ)] et nous avons

‖ e(ξ, t) ‖
H

1
2 (Γ)

≤ MFΓ
e−αFΓ

t ‖ TΓz0(ξ) − e0(ξ) ‖
H

1
2 (Γ)

qui donne lim
t→∞

e(ξ, t) = 0.

Maintenant avec ẑ(ξ, t) = Ry(ξ, t) + Sx̂(ξ, t) nous avons

z̃f (ξ, t) = z(ξ, t) − ẑ(ξ, t) = z(ξ, t) − Ry(ξ, t) − Sx̂(ξ, t)

= z(ξ, t) − RCz(ξ, t) − STΓz(ξ, t) + S[TΓz(ξ, t) − x̂(ξ, t)]

= S[TΓz(ξ, t) − x̂(ξ, t)] = S[x(ξ, t) − x̂(ξ, t)] = Se(ξ, t)

et finalement lim
t→∞

ẑ(ξ, t) = z(ξ, t).

Remarque 5.38. Pour tout Γ ⊂ ∂Ω, l’erreur d’observation régionale sur Γ est plus petite que

l’erreur d’observation sur ∂Ω. Soit

ELf (., t) =‖ z̃(., t) ‖, t ∈]0,∞[
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où z̃f (ξ, t) = z(ξ, t)− ẑ(ξ, t) est l’erreur d’observation frontière à chaque instant t et de la même

manière au cas interne, considérons

E∂Ω = {z̃f (ξ, t) ∈ H
1
2 (∂Ω) tel que lim

t→∞
z̃f (ξ, t) = 0 ∀ξ ∈ ∂Ω}

et

EΓ = {z̃f (ξ, t) ∈ H
1
2 (∂Ω) tel que lim

t→∞
z̃f (ξ, t) = 0 ∀ξ ∈ Γ}

nous obtenons E∂Ω ⊂ EΓ et donc

min
E

Γ

ELf (., t)) ≤ min
E∂Ω

ELf (., t)).

Nous déduisons que pour n’importe quel Γ ⊂ ∂Ω, l’erreur d’observation régionale sur Γ est plus

petite que l’erreur sur ∂Ω. Dans les sections suivantes, nous caractérisons l’existence des divers

Γ-observateurs par les différents paramètres liés à la structure des capteurs :

5.4.2 Observateur identité régional frontière

Si on considére TΓ = I et Z = X, alors la relation (5.14) du théorème 5.37 devient

FΓ = A − HΓC

où A et C sont connus. Ainsi, l’opérateur HΓ doit être choisi tel que l’opérateur FΓ soit un

générateur d’un semi-groupe (SFΓ
(t))t≥0 stable sur H

1
2 (Γ). Considérons le système dynamique



























∂x̂

∂t
(ξ, t) = Ax̂(ξ, t) + Bu(t) + HΓ(y(ξ, t) − Cx̂(ξ, t)) Q

x̂(ξ, 0) = 0 Ω

x̂(η, t) = 0 Θ

(5.15)

Cela peut être appelé le Γ-observateur identité pour le système (5.11). La condition suffisante

pour cet observateur est formulée dans la proposition suivante :

Proposition 5.39.

Si le système (5.1) augmenté de la fonction de sortie (5.2) est faiblement Γ-observable pour le

sous-système instable, alors le système dynamique (5.15) est Γ-observateur identité pour (5.11).

Démonstration.

Posons eI(ξ, t) = x(ξ, t)− x̂(ξ, t) où z(ξ, t) est la solution du système (5.11). En dérivant eI(ξ, t),

on obtient

∂eI

∂t
(ξ, t) =

∂x

∂t
(ξ, t) − ∂x̂

∂t
(ξ, t)

= Az(ξ, t) + Bu(t) − Ax̂(ξ, t) − Bu(t) − HΓC(z(ξ, t) − x̂(ξ, t))

= (A − HΓC)eI(ξ, t)
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Puisque le système (5.1) avec la fonction de sortie (5.2) est faiblement Γ-observable, cela montre

la relation suivante :

1. q ≥ k

2. rang Gm = km, ∀m, m = 1, . . . , J avec

Gm = (Gm)ij =











< ϕmj
(.), fi(.) >

H
1
2 (Di)

cas capteur zone

ϕmj
(bi) cas capteur ponctuel

(5.16)

alors le système (5.11) est Γ-détectable, il existe un opérateur HΓ ∈ L(IRq, H
1
2 (Γ)) tel que

(A − HΓC) engendre un semi-groupe (SHΓ
(t))t≥0 fortement continu, stable sur H

1
2 (Γ) qui

satisfait :

∃ MΓ, αΓ > 0, ‖ χΓSHΓ
(.) ‖

H
1
2 (Γ)

≤ MΓe−αΓ(t)

Finalement, nous avons

‖ eI(., t) ‖
H

1
2 (Γ)

≤ ‖ χΓSHΓ
(.) ‖

H
1
2 (Γ)

‖ z0(.) ‖ ≤ MΓe−αΓ(t) ‖ z0(.) ‖

et donc eI(ξ, t) −→ 0 quand t −→ ∞, ξ ∈ Γ. Considérons ẑ(ξ, t) = x̂(ξ, t), alors nous avons

z(ξ, t) − ẑ(ξ, t) = z(ξ, t) − x̂(ξ, t) = eI(ξ, t)

Par conséquent

lim
t→∞

ẑ(ξ, t) = z(ξ, t).

Remarque 5.40.

Considérons

ELf
I (., t) =‖ eI(., t) ‖, t ∈]0,∞[

où eI(ξ, t) = z(ξ, t)−ẑ(ξ, t) est l’erreur d’observation identité régionale frontière à chaque instant

t. Soient

EI
∂Ω = {eI(ξ, t) ∈ H

1
2 (∂Ω) tel que lim

t→∞
eI(ξ, t) = 0 ∀ξ ∈ ∂Ω}

et

EI
Γ

= {eI(ξ, t) ∈ H
1
2 (∂Ω) tel que lim

t→∞
eI(ξ, t) = 0 ∀ξ ∈ Γ}

alors nous avons EI
∂Ω ⊂ EI

Γ
et donc

min
EI

Γ

ELf
I (., t) ≤ min

EI
∂Ω

ELf
I (., t).
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5.4.3 Observateur d’ordre minimal régional frontière

L’observateur d’ordre minimal régional frontière est utilisé quand la fonction de sortie fournit

des mesures d’une partie du vecteur d’état sur la région Ω̄\Γ, alors un observateur est nécessaire

pour construire la partie inconnue de l’état sur la région Γ. Dans ce cas Z = Z |Ω̄\Γ ⊕ Z |Γ, le

système (5.1) peut être décomposé par :

A =





A11 A12

A21 A22



 , z =





z1

z2



 , B =





B1

B2



 (5.17)

où z1 ∈ Z|Ω̄\Γ
, z2 ∈ Z|Γ , B1 ∈ L(Z|Ω̄\Γ

, IRp) et B2 ∈ L(Z|Γ , IRp). Ainsi, le système (5.1) peut être

décrit sous les formes suivantes :


























∂z1

∂t
(ξ, t) = A11z1(ξ, t) + A12z2(ξ, t) + B1u(t) Q

z1(ξ, 0) = z01(ξ) Ω̄

z1(η, t) = 0 Θ

(5.18)

et


























∂z2

∂t
(ξ, t) = A21z1(ξ, t) + A22z2(ξ, t) + B2u(t) Q

z2(ξ, 0) = z02(ξ) Ω̄

z2(η, t) = 0 Θ

(5.19)

augmenté avec la fonction de sortie

y(ξ, t) = z1(ξ, t) (5.20)

où z(ξ, t) = z1(ξ, t) ⊕ z2(ξ, t).

Dans cette section, le problème revient à définir un Γ-observateur identité pour le système (5.19).

Alors, à partir des équations (5.19)-(5.20) nous avons



























∂z

∂t
(ξ, t) = A22z(ξ, t) + [B2u(t) + A21y(ξ, t)] Q

z(ξ, 0) = z0(ξ) Ω̄

z(η, t) = 0 Θ

(5.21)

avec la fonction de sortie

ỹ(ξ, t) = A12z(ξ, t) (5.22)

Le résultat principal de cette section est représenté dans le théorème suivant :
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Théorème 5.41.

Si le système (5.21) avec la fonction de sortie (5.22) est faiblement Γ-observable pour le sous-

système instable



























∂z2

∂t
(ξ, t) = A21z1(ξ, t) + A22z2(ξ, t) + B2u(t) Q

z2(ξ, 0) = z02(ξ) Ω̄

z2(η, t) = 0 Θ

alors, le système dynamique



























∂x̂

∂t
(ξ, t) = A22x̂(ξ, t) + [B2u(t) + A21y(ξ, t)] + HΓ[ỹ(ξ, t) − A12x̂(ξ, t)] Q

x̂(ξ, 0) = x̂0(ξ) Ω̄

x̂(η, t) = 0 Θ

(5.23)

est un Γ-observateur d’ordre minimal pour (5.21)-(5.22).

Démonstration.

D’après la proposition 5.39, si le système (5.21)-(5.22) est faiblement Γ-observable pour le

sous-système instable, alors q ≥ k et le rang Gm = km, ∀m, m = 1, . . . , J avec

Gm = (Gm)ij =











< ϕmj
(.), fi(.) >

H
1
2 (Di)

cas capteur zone

ϕmj
(bi) cas capteur ponctuel

(5.24)

La solution du système dynamique (5.23) peut être donnée par

x̂(ξ, t) = SHΓ
(t)x̂0(ξ) +

∫ t

0
SHΓ

(t − τ)[B2u(τ) + A21y(ξ, τ) + HΓỹ(ξ, τ)]dτ (5.25)

Remplaçons dans l’équation ci-dessus ỹ(ξ, τ) par

ỹ(ξ, t) = A12z(ξ, t) =
∂z1

∂t
(ξ, t) − A11z1(ξ, t) − B1u(t) (5.26)

nous obtenons

x̂(ξ, t) = SHΓ
(t)x̂0(ξ) +

∫ t

0
SHΓ

(t − τ)HΓ
∂z1

∂t
(ξ, τ)dτ +

∫ t

0
SHΓ

(t − τ)[B2u(τ)

+A21y(ξ, τ) − HΓA11z1(ξ, τ) − HΓB1u(τ)]dτ

(5.27)

Intégrons par parties le premier terme de (5.27)

∫ t

0
SHΓ

(t − τ)HΓ
∂z1

∂t
(ξ, τ)dτ = HΓz1(ξ, t) − SHΓ

(t)HΓz01(ξ)

+ (A22 − HΓA12)

∫ t

0
SHΓ

(t − τ)HΓz1(ξ, τ)dτ

(5.28)
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alors l’équation (5.25) devient

x̂(ξ, t) = SHΓ
(t)x̂0(ξ) − SHΓ

(t)HΓz01(ξ) + HΓz1(ξ, t)

+

∫ t

0
SHΓ

(t − τ)[A22HΓ − HΓA12HΓ − HΓA11 + A21]z1(ξ, τ)dτ

+

∫ t

0
SHΓ

(t − τ)[B2 − HΓB1]u(τ)dτ

(5.29)

Considérons w(ξ, t) = x̂(ξ, t)−HΓy(ξ, t) avec w(ξ, 0) = w0(ξ) = x̂0−Hωz01(ξ), et supposons que

(A22HΓ − HΓA12HΓ − HΓA11 + A21) et (B2 − HΓB1) sont fortement continus et par dérivation

de (5.29), nous avons











































∂w

∂t
(ξ, t) = (A22 − HΓA12)w(ξ, t) + (A22HΓ − HΓA12HΓ − HΓA11

+ A21)y(ξ, t) + (B2 − HΓB1)u(t) Q

w(ξ, 0) = w0(ξ) Ω̄

w(η, t) = 0 Θ

(5.30)

et par conséquent

∂x

∂t
(ξ, t) − ∂z2

∂t
(ξ, t) = (w(ξ, t) + HΓy(ξ, t)) − z2(ξ, t)

= (A22 − HΓA12)(x̂(ξ, t) − z2(ξ, t))

En utilisant (5.24), le système (5.21)-(5.22) est Γ-détectable, et donc il existe un opérateur

HΓ ∈ L(Z|Ω̄\Γ
, Z|Γ), tel que A22 − HωA12 engendre un semi-groupe (SHΓ

(t))t≥0 stable sur Z|Γ :

∃ MHΓ
, αHΓ

> 0 tel que ‖ χΓSHΓ
(.) ‖

H
1
2 (Γ)

≤ MHΓ
e−αHΓ

(t)

Finalement

‖ x̂(., t) − z2(., t) ‖
H

1
2 (Γ)

≤ ‖ χΓSHΓ
(.) ‖

H
1
2 (Γ)

‖ x̂(., 0) − z2(., 0) ‖
H

1
2 (Γ)

≤ MHΓ
e−αHΓ

(t) ‖ x̂(., 0) − z2(., 0) ‖
H

1
2 (Γ)

D’où

lim
t→∞

(x̂(ξ, t) − z2(ξ, t)) = 0

Si on considère

x̂ =





x̂1

x̂2



 =





y

w + HΓy





alors x̂2(ξ, t) estime asymptotiquement z2(ξ, t) et le système (5.23) est un Γ-observateur d’ordre

minimal pour (5.21)-(5.22).
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5.5 Observateur régional frontière et système en boucle fermée

Dans cette section, nous étendons les résultats précédents au cas régional frontière où Γ est un

sous-ensemble de ω̄. Le problème qui surgit naturellement est comment concevoir un système

en boucle fermée régionale en utilisant seulement l’information partielle sur l’état z(ξ, t) fournie

par la fonction de sortie (5.2).

5.5.1 Contrôle et Γ-observateur

Considérons maintenant le système (5.1) qui est excité par

u(t) = −DΓẑ(ξ, t) (5.31)

où DΓ est un opérateur linéaire borné : H
1
2 (Γ) −→ IRp. Ainsi nous avons la proposition

suivante :

Proposition 5.42.

Le système (5.11) excité par le contrôle (5.31) augmenté du Γ-observateur (5.13) s’écrit sous la

forme








∂z

∂t
(ξ, t)

∂e

∂t
(ξ, t)









= AΓ







z(ξ, t)

e(ξ, t)







où

AΓ =







A − BDΓ BDΓS

0 FΓ







et le spectre de AΓ est la réunion du spectre A − BDΓ et du spectre du FΓ.
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Démonstration.

Considérons le système (5.11) avec l’observateur (5.13)



































































































































∂z

∂t
(ξ, t) = Az(ξ, t) + Bu(t) Q

z(ξ, 0) = z0(ξ) Ω̄

z(η, t) = 0 Θ

u(t) = −DΓẑ(ξ, t) Q

y(ξ, t) = Cz(ξ, t) Q

ẑ(ξ, t) = Ry(ξ, t) + Sx̂(ξ, t) Q

∂x̂

∂t
(ξ, t) = Fωx̂(ξ, t) + GΓu(t) + HΓy(ξ, t) Q

x̂(ξ, 0) = x̂0(ξ) Ω̄

x̂(η, t) = 0 Θ

où Γ ⊂ Ω est la région considérée. Maintenant, les équations précédentes peuvent être simplifiées

sous la forme


















































































∂z

∂t
(ξ, t) = Az(ξ, t) − BDΓẑ(ξ, t) Q

z(ξ, 0) = z0(ξ) Ω̄

z(η, t) = 0 Θ

∂x̂

∂t
(ξ, t) = FΓx̂(ξ, t) + GΓu(t) + HΓCz(ξ, t) Q

x̂(ξ, 0) = x̂0(ξ) Ω̄

x̂(η, t) = 0 Θ

(5.32)

En remplaçant ẑ(ξ, t) = z(ξ, t) − Se(ξ, t) dans la première équation de (5.32), cela amène à



























∂z

∂t
(ξ, t) = (A − BDΓ)z(ξ, t) − BDΓSe(ξ, t) Q

z(ξ, 0) = z0(ξ) Ω̄

z(η, t) = 0 Θ
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où φ(ξ, t) = x(ξ, t) − x̂(ξ, t).

A partir du théorème 5.37, nous avons



























∂e

∂t
(ξ, t) = FΓe(ξ, t) Q

e(ξ, 0) = e0(ξ) Ω̄

e(η, t) = 0 Θ

et donc le système entier peut être écrit par









∂z

∂t

∂e

∂t









=







A − BDΓ BDΓS

0 FΓ













z

e







en utilisant la théorie des perturbations, on déduit que l’opérateur AΓ engendre un semi-groupe

fortement continu. Par conséquent, nous avons

σ(AΓ) = σ(A − BDΓ)
⋃

σ(FΓ)

où σ(AΓ) dénote le spectre de AΓ.

Système

-D

+

+

C

A

H R

 S

F

  

  G

             

  

B
   z                                                z                                                   y

    x                                                    x                                                

z

^ 

u

^ 

.

.
^ Γ

Γ

Γ

Γ

Γ observateur-

régional

Figure 27: La boucle fermée régionale frontière
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5.5.2 Cas identité

Dans ce cas, nous avons la proposition suivante :

Proposition 5.43.

Le système (5.11) excité par le contrôle (5.31) augmenté du Γ-observateur identité (5.15) s’écrit

sous la forme










∂z

∂t
(ξ, t)

∂eI

∂t
(ξ, t)











= ĀΓ







z(ξ, t)

eI(ξ, t)







où

ĀΓ =







A − BDΓ BDΓS

0 A − HΓC







et le spectre de ĀΓ est la réunion du spectre A − BDΓ et du spectre du A − HΓC.

Démonstration.

Considérons le système (5.11) avec le système lié, le Γ-observateur identité (5.15) peut être écrit

sous la forme


















































































































































∂z

∂t
(ξ, t) = Az(ξ, t) + Bu(t) Q

z(ξ, 0) = z0(ξ) Ω̄

z(η, t) = 0 Θ

y(ξ, t) = Cz(ξ, t) Q

u(t) = −DΓẑ(ξ, t) Q

ẑ(ξ, t) = x̂(ξ, t) Q

∂x̂

∂t
(ξ, t) = Ax̂(ξ, t) + Bu(t) + HΓ(y(ξ, t) − Cx̂(ξ, t)) Q

x̂(ξ, 0) = x̂(ξ) Ω̄

x̂(η, t) = 0 Θ

(5.33)
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En utilisant l’équation (5.33) et en remplaçant ẑ(ξ, t) = z(ξ, t) − eI(ξ, t) nous avons



























































































∂z

∂t
(ξ, t) = (A − BDΓ)z(ξ, t) − BDΓeI(ξ, t) Q

z(ξ, 0) = z0(ξ) Ω̄

z(η, t) = 0 Θ

∂eI

∂t
(ξ, t) = (A − HΓC)eI(ξ, t)) Q

eI(ξ, 0) = eI
0(ξ) Ω̄

eI(η, t) = 0 Θ

(5.34)

où eI(ξ, t) = z(ξ, t) − x̂(ξ, t). A partir de (5.34), le système global peut être donné sous forme

matricielle suivante











∂z

∂t

∂φ̄

∂t











=







A − BDΓ BDΓ

0 A − HΓC













z

eI






(5.35)

et σ(AΓ) = σ(A − BDΓ)
⋃

σ(A − HΓC).

5.5.3 Cas d’ordre minimal

Dans ce paragraphe, nous étudions les propriétés du système en boucle fermée. Ainsi, considérons

à nouveau le système (5.21)-(5.22) et le Γ-observateur d’ordre minimal (5.23). Le contrôle en

contre-réaction peut être donné par

u = −DΓẑ (5.36)

où Bu(t) = A21y(ξ, t) + B2u(t), nous avons le résultat suivant :

Proposition 5.44.

Le système (5.21)-(5.22) excité par le contrôle (5.36) augmenté du Γ-observateur (5.23) s’écrit

sous la forme










∂z

∂t
(ξ, t)

∂eM

∂t
(ξ, t)











= ÂΓ







z(ξ, t)

eM (ξ, t)







où

ÂΓ =





A22 − BDΓ BDΓ

0 A22 − HΓA12




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et eM (ξ, t) = x̂(ξ, t) − z2(ξ, t). Le spectre du ÂΓ est la réunion du spectre (A22 − BDΓ) et du

spectre de (A22 − HΓA12).

Démonstration.

La démonstration est identique à celle de la proposition 5.44.
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6 Conclusion

Le travail réalisé dans cette thèse se situe dans le cadre des mathématique appliquées à

l’automatique théorique. Dans le cas de certains problèmes concrets faisant apparâıtre une

variable d’espace, il s’agit de réaliser des objectifs non pas sur tout le domaine géométrique

définissant le système mais uniquement sur une partie de celui-ci. D’où l’introduction de cer-

tains notions d’analyse asymptotique régionale que nous avons considérées dans ce travail pour

une classe de systèmes distribués. De nombreux concepts d’analyse régionale ont été introduits

pour les sytèmes de dimension infinie dans un espace de Hilbert où la dynamique du système est

gouvernée par des semi-groupes. L’objectif principal de ce travail est de surmonter les difficultés

relatives à la nature géométrique du domaine pour les notions de détectabilité et d’observateur.

Diverses propriétés et caractérisations ont été établies, en particulier en relation avec la structure

des capteurs et des actionneurs :

les problèmes de détectabilité régionale et de détectabilité régionale du gradient ont été examiné.

Divers exemples sur ces concepts ont été donnés pour des systèmes particuliers. On a montré

la possibilité de construire un estimateur asymptotique régional de l’état courant d’un système

parabolique linéaire. On a aussi montré que l’erreur de reconstruction régionale est plus petite

que l’erreur de reconstruction dans le domaine global. Ces résultats ont été étendus au cas

régional frontière.

A travers cette étude, de nombreux problèmes restent ouverts et peuvent constituer un axe de

recherche futur. Citons les problèmes de la stabilisabilité régionale et de l’observation asymp-

totique régionale d’un gradient. Il serait intéressant d’étudier les probèmes de détectabilié

régionale, stabilisabilité régionale et d’observateur régional pour les systèmes non linéaires. Il

serait aussi important d’envisager un travail similaire dans le cas des systèmes stochastiques ou

à retard. La mise en oeuvre numérique des différents résultats est une autre perspective. Le

traitement numérique des différents résultats pourrait alors s’effectuer avec des outils adaptés à

ces concepts et pour la classe de systèmes considérés.
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2001.

[11] R. Al-Saphory, A. El Jai, Sensors characterizations for regional boundary detectability

of distributed parameter systems, International Journal on Sensors and Actuators, Vol

94, No. 1, pp. 1-10, 2001.

[12] R. Al-Saphory, A. El Jai, Asymptotic regional boundary state reconstruction in dis-

tributed parameter systems, Int. J. Appl. Math. and Comp. Sci., submitted 2001.



BIBLIOGRAPHIE 120

[13] R. Al-Saphory, A. El Jai, Sensors and asymptotic ω-observer for distributed diffusion

systems, International Journal of Sensors, Vol. 1, pp. 161-182, 2001.

[14] R. Al-Saphory, Sensors structures and regional exponential detectability, European Con-

trol Conference, ECC 2001, 4-7 September, Porto, Portugal, 2001.

[15] M. Amouroux, N. El Alami, A. El Jai, Comment observer l’état d’un système

parabolique, R.A.I.R.O. Automatique/Systèmes Analysis and Control, Vol. 17, No 4,
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Notations

1. Ensembles

Ω un ouvert borné de IRn, de frontière regulière

ω une région de Ω.

∂Ω frontière de Ω

Γ une région de ∂Ω

IN ensemble des entiers naturels

IR ensemble des nombres réels

IQ ensemble des nombres rationels

supp (f) support de la fonction f

G⊥ orthognormal de G

∅ ensemble vide

2. Fonctions

δb masse de Dirac : ξ ∈ Ω −→






1 si ξ = b

0 sinon

f(., t) fonction : ξ ∈ Ω −→ f(ξ, t)

∂f

∂xi
dérivée partielle de f par rapport à xi

∂f

∂ν
dérivée normale extérieure de f

∇f gradient de f, ∇f =

(

∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

)

∆f Laplacien de f,∆f =
n

∑

i=1

∂2f

∂x2
i

χω fonction restriction à ω
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χΓ fonction restriction à Γ

γ0 application trace d’ordre 0

3. Espaces fonctionnels

L(Z, Y ) espace des fonctions linéaires et continues de Z dans Y

L(Z) L(Z, Z)

Z
′

dual topologique de Z = L(Z, IR ou IC)

L2(Ω) espace des fonctions intégrables de carré sommable sur Ω

L2(0,∞, IRn) espace des fonctions intégrables, f : ]0,∞[−→ IRn tel que

t ∈]0,∞[−→ |f(t)|2 sont intégrable sur ]0,∞[

Hm(Ω) espace de Sobolev d’ordre m, Hm(Ω) = {f ∈ L2(Ω)/Dαf ∈ L2(Ω)}
pour tout α = (α1, . . . , αn) ∈ INn tel que |α| = α1 + . . . + αn ≤ m

et Dα = Dα1
1 , . . . , Dαn

n , Dj =
∂

∂xj

Hm
0 (Ω) espace {f ∈ Hm(Ω)/

∂kf

∂νk
|∂Ω = 0, 0 ≤ k ≤ m − 1}

H−m(Ω) Hm
0 (Ω)

′

H
1
2 (Ω) espace de Sobolev d’ordre 1

2 sur Γ

4. Opérateurs linéaires

Im(K) image de K

rang(K) rang de la matrice de K

Ker(K) noyau de K

D(K) domaine de K

K∗ adjoint de K

K† pseudo-inverse de K
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Ktr transposé de K

PGz projection de z sur G

σ(K) spectre de K

ρ(K) résolvante de K

< x, y >X produit scalaire de x et y dans X

‖x‖X norme de x dans X
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Résumé

Le travail concerne l’introduction de certaines notions d’analyse asymptotique (détectabilité,

stabilisabilité, observateur) régionale pour une classe de systèmes distribués. Diverses propriétés

et caractérisations ont été établies, en particulier en relation avec la structure des capteurs et

des actionneurs.
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ASYMPTOTIC REGIONAL

ANALYSIS FOR A CLASS OF DISTRIBUTED

PARAMETER SYSTEMS

Abstract

The work concerns the introduction of some notions (detectability, stabilizability, observer) in

asymptotic regional analysis for a class of distributed parameter systems. Different properties

and characterizations were established, in particular in connection with sensors and actuators

structure.
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