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اً لوجهاه صامن بين طيات هذا العمل نرجو من الله العلي القديران يتقبله مناا اال      

الكااري.    وان نكااون فااد ولينااا الدااه لااي تقديمااه كمرجاات لمااادم الريا اايات المتقدماا  
 ليُدرس لي فس. ادصاء لي كلي  ادارم والافتصاد 

وكلماات مان درر وعباارات مان  سامى و جلاى لالى من علموا درولاً من ذها       
 عبارات لي العل. 

 الى من صاغو علمه. درولاً ومن لكره. منارم تُنير مسيرم العل. والنجاح      
الااى الوااموت التااي ذاباات لااي كبرياااء لتُنياار كاال اطااوم وتُااذلل كاال عااا ه مُمهاادم      

 الطريه الى ذروم العل.
 هالالاالى من كانوا رسلاً للعل. وا    
  

 الى الاساتذم الكرا.         
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يتمتت عل. الريا يات بجاذبي  ااص  وسدر اااذ وبرياه مبهار لهاو ماادم ايقاا       

الفكر وودذ المواه  وبناء العقول ، وان مادم الريا يات تدال لاي جميات مجاالات 
    الناس من عال. الى عال. اار الديام وتتغلغل بها وتنقل

وبالرغ. من ان الريا يات مادم مووف  ، تميل النفس الى دراساتها والبداف ليهاا     
الا انها لي كثير من الاديان تكون دجر عثرم اما. الكثيرين مناا ، وذلاب بساب  عاد. 

 استيعا  لاصولها ون ريتها وفوانينها
مع  لتُنياار مااا هااو معاات. علااى طلبتنااا ونداانُ لااي هااذا الكتااا  نضماال ان ن اايء ولااو واا

 الاعزاء
تدريس مادة ليعتبر مصدر مساعد في هذا الكتاب  وكانت فكرة تأليف     

قسم الاحصاء في كلية الادارة  /لمرحلة الثانية لطلبة االرياضيات المتقدمة 
حسب منهج وزارة التعليم  ولعدم وجود كتاب منهجي يضم المفرداتوالاقتصاد 
    .حث العلميالعالي والب

علااى عاادد كبياار ماان الامثلاا  التو اايدي  لكاال مو ااوت الكتااا   ويدتااوه هااذاكمااا    
يُطاارح ولااي نهاياا  كاال لصاال توجااد مجموعاا  ماان الاساا ل  لااتبااار مااد  اسااتيعا  

 الطال   
 الكتا  مادم الريا يات المتقدم  لي ثمان لصول وهي بضيجاز:يتناول    

 على المجموعات  الفصل اول : المجموعات والعمليات 
 الفصل الثاني : العلافات وانواعها ومبرهنات تتعله بانوات العلافات  

 الفصل الثالف : الدوال وانواعها
الفصاال الراباات : دقاال الاعااداد الدقيقياا  والعملياا  الثنا ياا  وانواعهااا والزماارم وبعاا  

 مبرهناتها ا ال  الى ااصي  اراميدس ومتراجد  كووي ووارتز 
 س: الغاي  والاستمراري  الفصل الاام

 الفصل السادس: الموتق  وفاعدم لوبيتال ون ري  القيم  الوسطى
 وانواعها ومبرهنات لانوات المتتابعات الفصل السابت  : المتتابعات

  ي  وانواعها وااتبارات التقار  الفصل الثامن  : المتسلسلات اللانها
 

 والله ولي التوليه

 المقدمة
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 مقدمة  1.1

يعتبر مفهوم المجموعة من المفاهيم الاولية الغير قابلة للتعريف لان اي محاولة      

 كلمات مرادفة لها مثلاً اسرة، جملة ، لفيف ، لتعريف المجموعة تؤدي الى استخدام

 تجمع .

 

 المجموعة   1.1

 

هي تجمع من الاشياء المحددة والمعرفة تعريفاً تاماً وكل منها يسمى عنصراً ،       

وعناصرها  الخ..... ،A، B ،C  ،Dمثل  كبيرة لاتينيةف وبحر يرُمز للمجموعاتو

وعادة ما تكُتب هذه العناصر بين . الخ، ..... a   ،b   ،c   ،dف صغيرة وبحر

التي  Aوتوضع فواصل بينها ،فبهذا التعريف نكتب المجموعة  {}قوسين من النوع 

 كالتالي: π,2,0,1-عناصرها 

A={-2,0,1,π}                       

 

 طرق التعبير عن المجموعة  1.1

 توجد طريقتان للتعبير عن المجموعة وهي كما يلي :      

مجموعة بذكر جميع عناصرها وبدون تكرار ، فأذا رمزنا يمكن تعريف ال (1)

 فأن : X( بالرمز basraلمجموعة حروف كلمة )

X={b,a,s,r}                                        

يمكن تعريف المجموعة بذكر الخواص التي تمُيز عناصرها ، فمثلاً وكما في  (2)

 بالشكل : Xالمثال اعلاه يمكن كتابة المجموعة 

 

x} ( حرف من حروف كلمةbasra ) X = { x : 

 .basraحرف من حروف كلمة  x، حيث ان  xهي مجموعة العناصر  Xوالتي تقرأ 

 

 الفصل الأول

  SeTsالمجموعات



 الفصل الاول : المجموعات
 
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     x={3,6,9,12,15,18,21}: اذا كانت  مثال

 . ويمكن كتابتها بشكل اخر 24الاقل من  3تعني مجموعة كل مضاعفات العدد  xفأن 

x}  24قل من الا 3يمثل عدد من مضاعفات العدد   X = { x : 

 

)الانتماء( للتعبير عن علاقة عنصر في المجموعة فأذا  يستخدم الرمز ملاحظة :

 .X عنصر من عناصر المجموعة  aفهذا يعني ان  aXقلنا ان 

 xbبالمثل يمكن التعبير عن عدم انتماء عنصر للمجموعة بالشكل 

 

 x3لكن  2Xفأن         x={2,4,6}لتكن  مثال :
 

 مجاميع الاعداد  1.1

 

في دراستنا العلمية نحتاج للتعامل مع العديد من المجموعات التي كل منها توسيع      

 وامتداد لسابقتها .

مراحل التعليم السابقة ، وفيما يلي تذكير وقد سبق لك عزيزي الطالب دراستها في     

 وتأصيل هذه المجموعات 

 

  Natural Numbersمجموعة الاعداد الطبيعية 1.1.1

وهي مجموعة الاعداد الاساسية المألوف عليها ويرُمز لها بالحرف اللاتيني       

 وتعُرف كالاتي : Nالكبير 

        N={0,1,2,3,4,…..}     

 

 Integer Numbersعداد الصحيحة مجموعة الا 1.1.1

وهي مجموعة الاعداد الطبيعية مضافاً اليها مجموعة الاعداد السالبة ويرُمز لها        

 وتعُرف كالاتي : Zبالحرف 

        ={…..,-2,-1,0,1,2, …..}     Z 

 

 

 



 الفصل الاول : المجموعات
 

 

 
 

 15 
 

 Rational Numbersمجموعة الاعداد النسبية او الكسرية  1.1.1

تي تكون فيها الاعداد على شكل كسر لعددين صحيحين وهي المجموعة ال       

وتعُرف  Q)بسط ومقام ( بشرط ان لا يساوي المقام فيها الصفر ويرُمز لها بالحرف 

 كالاتي :

    a}  وb   0,اعداد صحيحة|{  b
b

a
Q 

  Irrational Numberمجموعة الاعداد الغير نسبية  1.1.1

 وتعُرف كالاتي : Iيرُمز لها بالرمز        

x}        كسر عشري غير منته وغير مدورI={x| 

 

  Real Numberمجموعة الاعداد الحقيقية  1.1.5

وتحتوي على مجموعة الاعداد الطبيعية والاعداد الصحيحة والاعداد النسبية      

 وتعُرف كالاتي : Rوالغير النسبية ويرُمز لها بالحرف 

                                 R=IUQ 

 

 المجموعة الخالية 1.5

 {  }او  وهي المجموعة التي لا تحتوي على اي عنصر ويرمز لها بالرمز     

={x:xعدد صحيح   {xمثال:
2
=-3   ,    

 

هي مجموعة خالية لانه ليس هناك عنصر يحقق  A={x:x<0و {x>0مثال: 

 الشرط المذكور.

 

 : تعتبر المجموعة الخالية مجموعة وحيدة وجزئية من اي مجموعة اخرىلاحظة م

 

 المجموعة الجزئية 1.6

A (Proper subset )مجموعة جزئية من  Bمجموعتين يقال ان  Bو  Aلتكن      

 ويمكن كتابتها رياضياً كالتالي : BAونرمز لها كالاتي : Aاذا كانت محتواة في 

AxBxAB  



 الفصل الاول : المجموعات
 
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ABاذا كانت    وBA   فنقول انB  مجموعة جزئية فعلية منA ونكتب 

  BA  اما اذا كانت .B  ليست مجموعة جزئية منA  فنكتبAB . 

 

  { 2 , 1 , 0 }   مثال :   N   لكن 

          {-1 , 0 , 2 }    N 

 

  ،   C ={3,11,12}    ،B ={5,24}: لتكن المجموعات  التالية : مثال 

A={3,5,11,24}    نلاحظ عند مقارنةB  وC  معA  : انBA  لكن 

 CA   ينتمي الى  لا 12لان العددA. 

 

مجموعة   Aفأن  , A = {x |  -2 < x < 2   عدد صحيح {x: اذا كانت مثال 

 حيث ان  Z Aاي ان  Zجزئية من مجموعة الاعداد الصحيحة 

={…,-2,-1,0,1,2,…}                            Z 

 عداد الطبيعية مجموعة الا Nحيث ان  N Aلاحظ ان 

={0,1,2,3,…}                            N 

 

 لاحط ان      B = {3,6,9}و    A = {2,4,6,8}: لتكن  مثال

B A          وA B 

 

 تساوي المجموعات 1.7

مجموعة جزئية  Aمتساويتين اذا وفقط اذا كانت  Bو  Aيقال ان المجموعتين      

 اي ان :   Aمجموعة جزئية من  Bو  Bمن 

A = B                   A   B         و B   A 

 

 اذا كانت  مثال :

A = { x : (x-2)(x-3) =0  , عدد صحيح    x} 

 B = { 2 , 3 }    و                                                         

 B = { 2 , 3 }و           A = { 2 , 3 }لاحظ ان   



 الفصل الاول : المجموعات
 
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A وان      B         و B   A    اي انA = B   

 

 هل المجموعتان التاليتان متساويتان : مثال:

B={x : xЄN , x
2
-x=0}   ،

 
A={0,1} 

 

معروفة ومحددة ولكن علينا تحديد عناصر المجموعة  Aعناصر المجموعة  الحل :

B :بحل المعادلة المعطاة 

x=1   او  x=0             x(x-1)=0 x
2
-x=  

 A=Bومنه نستنتج ان  B={0,1}اذن 

 

 ( 1-1مبرهنة ) 1.8

 A  Aاي مجموعة هي مجموعة جزئية من نفسها اي ان (1)

        Aهي مجموعة جزئية من اي مجموعة كانت   المجموعة الخالية  (2)

 A  اي ان  
 

  المجموعة المنتهية 1.9
( اذا كانت خالية او انها تحتوي على Finiteيقُال لمجموعة ما انها منتهية )     

 (  .Infiniteر منتهية )عناصر يمكن عدها او حصرها والا فأنها تسُمى غي

 

مجموعة منتهية ، بينما مجموعة    25مجموعة الاعداد الطبيعية الاقل من  A: مثال 

 الاعداد الطبيعية غير منتهية .

A = { 0 , 1 , 2 , 3, … , 24 }                                                

N = { 0 , 1 , 2 , 3 , … }                                                      

 

    Universal Setالمجموعة الشاملة    1.10

هي المجموعة التي تكون كل المجموعات قيد البحث جزئية منها ، ويرمز لها      

 .Uبالرمز 

 

 ،    A = { 1 , 3 , 5 }      ،B = { 2 , 4 , 6 }: اذا كانت    مثال



 الفصل الاول : المجموعات
 
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C = { 1 , 2 , 3 } ملة بالنسبة للمجموعات فأن المجموعة الشاA  ،B  ،C  : هي 

U= { 1 , 2 , 3 ,4 , 5 , 6 }                        

         U= N ={ 0 , 1 , 2 , 3 ,4 , 5 , 6 }او ممكن اخذها   

 

 خصائص المجموعة الجزئية 1.11

1) ΦAU                          

 2)  AA,  

3)AB و   BC        AC    

4)  A=B        AB و BA 

 

   Venn Diagramsين ڤمخططات  1.11

كالدائرة او المستطيل او المربع ويسمى هذا يمكن تمثيل المجموعة بمنحني مغلق     

 ين .ڤالمنحني المغلق بمخطط 

 ين بالشكل ڤيمكن تمثيلها بمخطط  A = { 2 , 4 , 6 , 8 , 10 }مثال : المجموعة   

 

 

 

 

 

 

 

ين لا يمكن اعتبارها برهاناً رياضياً فقط يمكن الاستفادة منها ڤ: مخططات ملاحظة 

 ين من المفاهيم الرياضية .في توضيح برهان او مفهوم مع

 

   Union of setsاتحاد المجموعات  1.11

هو مجموعة العناصر التي  Bمع  Aمجموعة فأن اتحاد  A  ،Bلتكن كل من      

 او الى كليهما ويرمز له بالرمز    Bاو الى  Aتنتمي الى 

A  B : ويعرف رياضياً كما يليx Є B }   او A  B = { x | x Є  

   ×2          ×4 
×8                 ×6 

       ×10 



 الفصل الاول : المجموعات
 
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x Є A او      x Є Bاي ان B              x Є A               

ين كالاتي حيث ان الجزء المظلل ڤيمكن توضيح الاتحاد لمجموعتين بمخططات    

 يمثل الاتحاد :

 
A B 

  B={2,4,6}            ،A={1,2,3,5}: لتكن المجموعتان  مثال

Aفأن: B={1,2,3,4,5,6}  

 

   Intersection of setsتقاطع المجموعات  1.11

هو مجموعة كافة العناصر  Bمع  Aمجموعتين فأن تقاطع  A  ،Bلتكن      

A ويرمز له بالرمز   Bو  Aالمشتركة بين   B ا يلي :وتعُرف كم 

x Є B }   و A   B = { x | x Є A   

x Є A و       x Є Bاي ان  B             x Є A               

 ين كالاتي :ڤيمكن توضيح التقاطع لمجموعتين بمخططات    

 
    

 B={x:xЄN ,x≥11} ،A={x: xЄN,x≥6}: لتكن المجموعتين  مثال

Aاذاً :   B={x: xЄN , x≥11} 

B 
B 

A 
A 

 A   B A   B =B A   B =A   ِ 

A                        B 



 الفصل الاول : المجموعات
 
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 ( 1-1مبرهنة ) 1.15

(1) = A A  A  )قانون التحايد( 

(2) A  =   A  

(3) A  U = U 

(4) A  B = B  A  )قانون التبادل( 

(5) A   (B  C) = (A  B)  C   )قانون التجميع( 

 

 : سنبرهن قانون التبادل والتجميع ويترك للقارئ بقية البراهين . البرهان

A : يجب ان نبرهن  قانون التبادل B   B  A  (a) 

(b) B  A    A  B                                       

(a)  Let  x Є A  B               x Є A  و ا  x Є B                      

 x Є A   او x Є B  

x  Є  B  A 

A اي ان    B   B  A 

 وبنفس الطريقة نفرض ان

(b)    x Є B  A               x Є B   او  x Є A                      

 x Є B   او x Є A  

x  Є  A  B 

B اي ان    A   A  B 

B  ( نحصل على b( و )aمن ) A  = A  B  

 

 جب ان نبرهن : ي قانون التجميع

a)  A  ( B  C )    ( A B )  C 

b)  ( A  B )  C    A  ( B  C ) 

a) Let   x Є A   ( B  C ) 

 باعادة الترتيب

 باعادة الترتيب



 الفصل الاول : المجموعات
 
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   x Є A او x Є ( B  C ) 

   x Є A او x Є  B او x Є C   

  ( x Є A او x Є  B) او x Є C   

    x Є (A  B) او x Є C 

   x Є ( A  B)  C   

A أي ان     ( B  C )    ( A  B )  C 

 (اي انbوبنفس الطريقة نبرهن فرع )

   ( A  B )  C    A  ( B  C ) 

 ( نحصل علىb( و )aاذن من )

   ( A  B )  C  = A  ( B  C ) 

 ( 1-1)مبرهنة  1.16

(1) = A A  A  )قانون التحايد( 

(2)  =    A  

(3) A   U = A 

(4) A  B = B  A  )قانون التبادل( 

(5) A   (B  C) = (A  B)  C   )قانون التجميع( 

 البرهان 

 ( قانون التجميع :5

 يجب ان نبرهن ان

a) A   (B  C)   (A  B)  C 

b) (A  B)  C   A   (B  C)  

      نفرض

a) x  Є  A   (B  C)                                                  

   x Є A و x Є ( B  C ) 

   x Є A  و x Є  B  و x Є C   

  ( x Є A  و x Є  B) و x Є C   

    x Є (A  B)  و x Є C 



 الفصل الاول : المجموعات
 
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   x Є ( A    B)   C   

A   (B  C)   (A  B)  C 

x Є ( A     وبنفس الطريقة نفرض ان :     B)   C   

   x Є ( A    B) و x Є C   

   x Є A  و x Є  B  و x Є C   

    x Є A  و (x Є  B  و x Є C )  

    x Є A  و  x Є  (B   C )  

    x Є A  (B  C) 

 اي ان 

 (A  B)  C   A   (B  C)  

 ( نحصل علىb( و )aاذن من )

 (A  B)  C=  A   (B  C)  

  أمثلة :

A = { x  |  عدد طبيعي زوجي : x }       1                              لتكن )  

= { 0 , 2 , 4 , 6 , …..}                                                      

 x {  =B  |عدد طبيعي فردي   x {و                                            

= { 1 , 3 , 5 , 7 , …}                                                      

 فأن :

A   B = N = {0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , ….}                    

A و    B = {  }  = Φ                                                           

 اذا كانت  (1

A = { x | x ≤ 5  ,  عدد طبيعي  x }    

A = { 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 }                                                  

B = { x | x ≤ 5  ,  عدد اولي  x } 

B = { 2 , 3 , 5 }                                                                 

                                              A ∩ B = { 2 , 3 , 5 } = Bفأن 

 A   B = { 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 } = A                               

 



 الفصل الاول : المجموعات
 
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  Distribution Lows( 1-1مبرهنة ) 1.17

 مجموعة فأن : A   ،B   ،Cلتكن كل من     

1) A ∩ (B   C) = (A ∩ B)   (A∩ C)  

2) A   (B ∩ C) = (A   B) ∩ (A   C) 

 

 ( يجب ان نبرهن 1 البرهان :

A ∩ (B  C)   (A ∩ B)  (A∩ C)  a) 

(A ∩ B)  (A∩ C)   A ∩ (B  C) b) 

  

a) x  Є  A   (B  C) نفرض                                         

   x Є A و x Є ( B  C ) 

   x Є A  و (x Є  B  او x Є C )  

  ( x Є A  و x Є  B) او ( x Є A  و  x Є C )  

    x Є (A  B)  او x Є (A ∩  C ) 

   x Є ( A    B)   ( A   C ) 

A   (B  C)   (A  B)  (A  C) اي ان                   

 

b)                              : وبنفس الطريقة نفرض ان 

                               x Є ( A    B)   ( A   C )  

   x Є ( A    B) او x Є ( A  C)   

   (x Є A  و x Є  B)  او (x Є A  و x Є C) 

    x Є A  و (x Є  B  او x Є C )  

    x Є A  و  x Є  (B   C )  

    x Є A  (B  C) 

 اي ان 

 (A  B) (A  C)   A   (B  C)  

 ( نحصل علىb( و )aمن )



 الفصل الاول : المجموعات
 
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  A  (B C) =  (A   B)  (A  C) 

 برهان الفرع الثاني يتُرك للطالب

 

  Complement Of A Setالمجموعة المتممة  1.18

 

صرها تنتمي الى هي المجموعة التي عنا Aالمجموعة المتممة الى المجموعة       

Aويرمز لها بالرمز  Aولا تنتمي الى  Uالمجموعة الشاملة 
c

 وتعُرف كما يلي  : 

 

A
c 
 = { x | x Є U , x A }                                  

 وتمثل بأشكال فن بالمنطقة المظللة كما هو موضح بالرسم :     

    

 U     

                                               A
c

 

 

 

 

 وان  N: لتكن المجموعة الشاملة مجموعة الاعداد الطبيعية  مثال

A ={0 , 1 , 2 , 3 }                                                

A                                   {..… , 7 , 6 , 5 , 4 } =فأن
c

 

 

 وان Zشاملة مجموعة الاعداد الصحيحة : لتكن المجموعة ال مثال

A = { 0 , 2 , 4 , 6 , 8 , ……}                               

Aفأن 
c
 = { … , -3 , -2 , -1 , 1 , 3 , 5 , 7 , … }       

 

 خصائص المتممة  1.19

1) A
c A=U  ,   2) A

c
∩A=Φ  ,  3)Φ

c
=U   

4) U
c
=Φ   ,        5) ( A

c
)
c
=A 

 

 

A 



 الفصل الاول : المجموعات
 
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  ( 1-5مبرهنة ) 1.10
A        =( Aمجموعة فأن Aلتكن     

c
)
c
  

A         ( A: يجب ان نبرهن  البرهان
c
)
c
    a) 

                                        ( A
c
)
c
   A  b) 

A )       لنفرض                                       
c
)
c
  Є x  (a 

                              x   A
c
             x Є A 

A                                              ( Aاي ان     
c
)
c

 

 (x Є A      bالان ليكن                                          

                              x   A
c
             x Є ( A

c
)
c
 

A )                                               اي ان     
c
)

c
    A 

A     =( Aنحصل على     bو  ) aاذن من )
c
)
c
  

 

 etween Two SetsThe Difference Bالفرق بين المجموعتين  1.11

     

ولا تنتمي الى  Aتسمى المجموعة التي عناصرها جميع العناصر التي تنتمي الى  

B  مجموعة الفرق بينA  وB (ويرمز لها بالرمزB – A وتعُرف بالشكل  ) 

       A – B = {x | x Є A و x B } 

 

 

 

 

مجموعة الاعداد الطبيعية الفردية  N0ية و مجموعة الاعداد الطبيع N: لتكن  مثال

 فأن

N - N0 = { 0 , 2 , 4 , 6 , 8 , 10 , ……}       

 

 A={1,5,6,12,20}، B={3,6,12,18,20}: لتكن المجموعتين : مثال

        A-B={1,5}اذا :

 

A        B 

A - B 
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 خصائص الفرق : 1.11

1) A-A= ,       2) A- =A  ,   3)A-U=  

4) A-B=B-A     A=B     ,   5)A-B=A   A∩ B=  

6) A-B=  AB  

 

  ( 1-6مبرهنة ) 1.11
A – B = Bمجموعتين فأن  Bو  Aاذا كانت      

c
 – A

c
     

 

a) A – B  : يجب ان نبرهن       البرهان    B
c
 – A

c
  

                       b) B
c
 – A

c
   A - B 

    a) x Є A – Bلنفرض                                          

  x B                                      وx Є A  

x Є B
c
xAو                                      

c
  

xAبالترتيب                          
c

x Є Bو  
c

 

                                           x Є (B
c
 - A

c
) 

 

A – B  اي ان                                A
c
 – B

c
  

                      b) x Є B
c
 – A

c
 الان ليكن                                       

  x   A
c
x Є Bو                                   

c
 

x Є A                                      وxB  

 x Є Aو  xBبالترتيب                          

                                             x Є (A - B) 

 

B  A -    Bاي ان                       
c
  -  A

c
 

A – B  =  Bنحصل على   bو ) aمن )
c
 – A

c
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 Morgan's Lows-Deموركان  –قوانين دي    (1-7مبرهنة ) 1.11

 فأن :  Uمجموعتين ضمن المجموعة الشاملة  Bو  Aاذا كانت    

(1) (A  B)
c
 =  A

c
 ∩ B

c
 

(2) (A ∩ B)
c
 = A

c
   B

c
 

 

            : يجب ان نبرهن  (1برهان )
c

∩ B 
c

A c
B) (A a) 

   b) A
c
 ∩ B

c
  (A  B)

c
 

            a) x Є (A  B)
c
 

                          x   (A  B ) 

                          x   A  و  x B 

                          x Є A
c
x Є B   و   

c
 

                           x Є (A
c
 ∩ B

c
) 

 

Aاي ان                              
c
 ∩ B

c
     (A  B)

c
 

   b) x Є A
c
 ∩ B

c
الان ليكن                                                   

            a) x Є A
c
x Є B و 

c
 

                          x    A و x   B   

                          x   (A   B) 

                          x Є (A
  B)

c
 

A)اي ان                                  B)
c

    A
c
 ∩ B

c
      

Aنحصل على           b)(  و )aمن )
c
 ∩ B

c
     =(A  B)

c
 

 ( يتُرك للطالب .2برهان )

 

 
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 هل ان  A = {x Є Z | x = 4k + 3 , k Є  Z }      اذا كانت  :1س

      (a )A Є 2-       (b )A  Є 7  

 

A = {x Є Zاذا كانت            :2س
+
 | x = 2y , y Є Z } 

B = {x Є Z
+
 | x = 2y+1 , y Є Z }                          

 C = {x Є Z
+
 | x = 3y , y Є Z }                              

A∩(B تحقق من صحة العبارة التالية : - أ C)  =  (A∩B) (A∩C) 

A ∩ C      ،B جد     - ب  C 

 

 :مجموعة برهن ان  A  ،Bلتكن كل من  :3س

A ∩ (A - أ
c
  B)  = A ∩ B  

A  - ب  (A  B
c
)
c
 =A B 

 

 مجموعة فأن A ،B  ،Cليكن كل من  :4س

A- (B C) = (A-B)∩(A-C)          

 

 ية :اي من الجمل التالية تحدد مجموعة رياض: 5س

 مجموعة القاعات الكبيرة داخل الكلية. - أ

 .5مجموعة الاعداد الطبيعية التي تقبل القسمة على  - ب

 .2واصغر من  1مجموعة الاعداد الطبيعية التي هي اكبر من  - ت

 مجموعة الطلبة الاذكياء في الكلية. - ث

 

 اذكر عناصر المجموعات التالية:: 6س

(1) A={x:xЄN,3<x<12} 

 ة الفصل الأوللأسئ
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(2) 3≤ x <11}  فردي،B={x:xЄN,x 

(3) C={x:xЄN,4x-3=1} 

(4) D={x:x|ЄN,x+1=0} 

(5) E={x:x=5n-6,nЄN,1≤n<5} 

(6) A={x:xЄN, 12 x =2}   

 

 عبر عن المجموعات التالية بذكر الخواص التي تمُيز عناصرها:: 7س

(1) A={-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2} 

(2) B={0,4,8,12,16,……} 

(3) C={…,-10,-5,0,5,10,…} 

(4) D={1,4,9,16,25,36,49}    

 

 كن المجموعات التالية :لت:  8س

Φ, A={1}, B={1,3}, C={1,3,5}, D={1,2,3,4,5},  

E={1,3,5,7,9}, U={1,2,….,8,9}  

 أملأ الفراغات التالية بالرمز المناسب :

1) Φ…..A , 2)A…..B , 3)B…..C , 4)B…..E ,  

5)C…..D , 6)C…..E, 7)D…..E , 8)D…..U 

 : هل العبارات التالية صحيحة ام خاطئة :9س

(1)a={a}      ,    (2)5Є{5}    ,   (3)9Є{1,3,6,….}   ,    (4)ΦA       

 

(5)AU  ,  (6)ΦЄ{Φ}  ,  (7)4Є{1,2,3,{4}}  , (8)7{3,4,2,{5}} 

 

 ة :والمجموعات التالي U={1,2,…,9}لتكن المجموعة الشاملة  :10س

      A={1,2,3,4,5}         B={4,5,6,7}          C={5,6,7,8,9} 

      D={1,3,5,7,9}         E={2,4,6,8}          F={1,5,9} 

Bو         B∩D جد كل من : - أ D a)            A∩B وb)A B  

A∩C     وc)A C      D∩E  وd)D E            E∩F وE F e) 

D∩F      وf)D F   g)A
c
,B

c
,C

c
,D

c
       h) A-B                       
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l) B-A                k)D-E           j)F-D         i) A∩(B E)        

m)(A-E)
c 
              n)(A∩D)

c
-B               o)(B∩F)  (C∩E) 

 جد ما يلي :  -ب

           b)(A
c Φ)  A       a)(A B)∩B

c             
 c)A∩B∩A

c
 

g)(A∩U)  A
c
        f)A B A

c
          e)(A B)

c A
c
∩B  

h)[(A∩B)  (A∩B
c
)  (A

c
∩B)]∩B             

 

A∩Bفن طلل  مجموعتين باستخدام اشكال Bو  Aلتكن  : 11س
c

(B-A)و  
c

في  

 a)A∩B ≠ Φ   ,   b)A∩B=Φ  ,  c)BAكل من الحالات التالية :  

 

نون دي موركان باستخدام اشكال بين قانون توزيع التقاطع على الاتحاد وقا :12س

 ؟فن

A)بين ان :  :13س B)∩(A B
c
)=A  

A-B=A∩Bاذا كان  :14س
c  

A) اثبت ان: 

 B)-(A∩B)=(A-B)  (B-A) 

 

الرسم التالي يبين ثلاثة مجموعات  :15س

A,B,C : ظلل التالي 

a)A-(B C)          b)A
c
∩(B C)     

         c)A
c
∩(C-B)      

 

 امام العبارات التالية :×( او))ضع علامة): 16س

}}1,0{},1{},0{,{})1,0({)(

}}{{}{)(}{)()(}}{,{})({)(

)()(}}{{}){(













Pvii

ivPvPvi

iiiiii
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اكتب احد الرمزين :17س ,؟التالية بحيث تصبح الجملة صحيحة في الفراغات 

 {ф,{{ф}}}.………{ф}ب(          {ф,{ф}}.………{ф}أ( 

    {ф,{{ф}}}.………{{ф}}د(      {ф,{ф}}.………{{ф}}ج( 

 

 اكمل ما يلي : :18س

    {x:xЄA or xЄB}=.………ب(     {x:xЄA,xЄB}=.………أ(

    { x:x A}=.………د(               {x:x≠x}=.………ج(

 

بين اياً من الجمل الاتية  A={ф,{ф},{1,2},3}اذا كانت المجموعة  :19س

 صحيح واياً منها خطأ:

2ЄA                ф A                   фЄA             {1,2} A 

{ф}A          {ф} ЄA            {{ф}}ЄA             {1,2} ЄA 

 

 مجموعات غير خالية برهن ان : A،B،Cليكن : 20س

1)AB'  اذا كان واذا كان فقطA∩B=ф 6) (A-B)∩B=ф 

CA∩B 7 )(B-A)Aفأن  CA،CB( اذا كان 2
c 

A∩C=ф    A∩(BUC)=A∩B (3  8)AU(AUB
c
)
c
=AUB 

(4  (A∩B)-C=(A-C)∩(B-C) 9)A∩(A
c
UB)A∩B 

5)A∩(A
c
UB)=A∩B 10)A∩(B-C)=(A∩B)-C 

 ؟ B≠Cولكن  AUB=AUCحيث  A،B،Cاعط مثالاً لمجموعات  : 21س

 

          }ф{∩ф       2) }ф{∩}ф{       3 )}}-ф ф{,ф{( 1اوجد : :22س

 

 امام العبارات التالية :×( او))ضع علامة) : 23س

 BCفأن  AUBAUC.اذا كان 1
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 BCفأن  A∩BAUC.اذا كان 2

 B=Cفأن  AUB=AUC.اذا كان 3

 B=Cفأن  A∩BA∩C.اذا كان 4

( C-A)فأن  AB.اذا كان 5 (C-B) 

6.A-(B-C)=(A-B)-C 

 

 ان :مجموعات ، برهن A,B,C,Dاذا كان  :24س

 AUCBUDفأن AB ،CD.اذا  كان 1

 ACفأن AB ،BC.اذا  كان 2

 A=B-Cفأن AB ،C=B-A.اذا  كان 3

4. A∩(BUC)=(A∩B)U(A∩C)  

5.(AUB)'=A'∩B' 

 

 A∩B ،AUBاوجد  A=[0,3)  ،B=(-1,1)اذا كان  :25س

 

A={X:Xاذا كان  :26س
2
≥5X}  ،B={X:|X-2|≥3}  فأوجدA∩B  ،B

c
 ، 

  A-B؟ 

هي المجموعة الخالية،  фهي المجموعة الشاملة،  Uمجموعة ما ، Aلتكن  :27س

U( 1 برهن ان :
c
=ф    2 )ф

c
=U     3 )A∩A

c
=ф    4 )AUA

c
=U     
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 مقدمة  1.1

يُعد مو وت العلافات من الموا يت الاساسي  والمهم  لي ماتلف لروت      
الريا يات ، والعلاف  كما درسها الطال  سابقاً ، تُمثل مجموع  الازواج المرتب  
وهي مجموع  جز ي  من داصل ال ر  الديكارتي لمجموعتين ، ومن المفيد هنا 

 ضنوات العلافات وبع  العمليات الجبري  عليها ان نُذكر الطال  ب
 

     Order Pairالزوج المرتب  1.1

 bو xالمسقط الاول للزوج المرت   aزوج مرت  ديف ان  x = (a,b)يقال ان      
  xالمسقط الثاني للزوج المرت  

    (b,a)لا يساوه الزوج المرت   (a,b)ومن المه. معرل  ان الزوج المرت      
 
      Cartesian Productضرب الديكارتي ال 1.1 

مجموع  غير االي  ، لضن داصل ال ر  الديكارتي  Bو  Aلتكن كل من      
ديف ان  (a,b)هو مجموع  عناصرها لجميت الازواج المرتب   Bو  Aللمجموعتين 

aЄA و  bЄB  ويرمز له بالرمزB ×A   وبعبارم اار 
                  B= {(a,b)| aЄA , bЄB}           ×A 

 
  B ={a,b}و      A={1,2,3,4}: لتكن  مثال
 B= {(1,a),(2,a),(3,a),(4,a),(1,b),(2,b),(3,b),(4,b) }×Aلضن 
 A= {(a,1),(a,2),(a,3),(a,4),(b,1),(b,2),(b,3),(b,4) }×Bو ن 

 A ×B  B ×  Aلاد  ان 

 
  ملاد   :

 Bمن العناصر وان المجموع   mعلى  تدتوه Aاذا كانت المجموع   (1
من  (mn)تدتوه على  B × Aمن العناصر لضن المجموع   nتدتوه على 

من  2(4=)8تدتوه على  B) ×(Aالعناصر   لفي المثال اعلاه المجموع  
 من العناصر   4(2=)8تدتوه على  A×Bالعناصر وان 

 الثانيصل الف

 Relations العلاقات



  :العلاق ات ثانيالفصل ال
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نتهي من تدتوه على عدد غير م Bاو المجموع   Aاذا كانت المجموع    (2
 اي اً تكون غير منتهي   B×Aالعناصر )مجموع  غير منتهي ( لضن 

مجموع  االي  لضن المجموع   Bاو المجموع   Aاذا كانت المجموع   (3
B×A   تكون مجموع  االي 

 
 (  1-1مبرهنة ) 1.1
اذا ولقط اذا  A×B  =B×Aمجموع  غير االي  لضن  Bو  Aلتكن كل من      

A=B  
 A=B          : نفر   البرهان

 A×B  =B×Aاذن  A×A  =A×Aبما ان               
                     A×B  =B×A  وليكنaЄA 

 (bЄB)لكل  B    ×A (a,b) Єالان نفر   
 A×B (a,b)Єوعليه لضن                         

 A           aЄB ,bЄA×B (a,b) Є اذن                  
 a Є B              a Є A         وبما ان            

 B                              Aاذن 

  A  Bوبنفس الطريق  نبرهن ان      
  A=Bاذن            

 

 ( 1-1مبرهنة ) 1.5
 مجموع  لضن : C,B,A اذا كانت كل من     
1)  C)×A )∩ B)×A(= )B∩C×)A 

2) C)×A) U B)×A(= )BUC×)A 

 
 ( يج  ان نبرهن1) البرهان :

                                (C×A)∩(B×A )(B∩C×) A(a) 

                        (B∩C×)A  (C×A)∩(B×A( )b) 

 
(a) (                             ليكنB∩C×)A Є ((a,b        

                                 (B∩C )Є b   وA Є a 

                           (B  ,  b ЄC Є b  و )A Є a 

               (b ЄC   و (a ЄA   وB)Є b   وA Є a   ) 



  :العلاق ات ثانيالفصل ال
 
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C                                     ×A((a,b (وB ×A (a,b) ( 

C)                                        ×B)∩(A ×(a,b)Є(A 

  (B∩C×) A( B×A)∩(C×A)     اذن               

 
(b)             لنفرC) ×B)∩(A × (A Є ((a,b        

            C)×  (a,b) Є (A  وB) × (A Є ((a,b        
          ( b ЄC و (a Є A  (وB Є b   وA Є a) 

                  (  b ЄC    و BЄ b  و )A Є a 

                          (B ∩C )Є b   وA Є a 

                               ((B∩C ×A (a,b) Є 

 اذن

(B∩C)                      ×C)A  ×B)∩(A × (A   
 ندصل على b)و ) a)اذن من )

                            (C×A)∩(B×A )=(B∩C×) A  

 ( يترب البرهان للطال 2لرت )

 
 ( 1-1مبرهنة ) 1.5
 مجموع  لضن : Cو Bو  Aلتكن كل من      

(B∩D)                      ×D)=(A∩C)×B)∩(C×(A 

 : يج  ان نبرهن ان :البرهان 

  (B∩D)                      ×D) (A∩C)×B)∩(C×(a) (A 

                      D) ×B)∩(C×(A  (b) (B∩D)(A∩C) 

 
(a)  نفر  انD)         ×B)∩(C ×(x,y) Є (A 

D)                × (x,y) Є  (CوB) ×(x,y) Є (A 
yЄD)                     وxЄC(و )yЄB  وxЄA) 
yЄD)                     وyЄB(و )xЄC  وxЄA) 

 y Є(B∩D)                            وxЄ(A ∩C) 

(B∩D)                             ×(x,y)Є(A ∩C) 

D)×                (B∩D)اذن   (A∩C)×B)∩(C×(A 
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(b)   الان نفر  انD)        ∩(B ×(x,y) Є (A∩C) 

D)                          × y Є  (BوC) ∩ x Є (A 

yЄD)                     وyЄB(و )xЄC  وxЄA) 
yЄD)                     وxЄC(و )yЄB  وxЄA) 

D)                  ×C   (x,y)Є(وB) ×(x,y)Є(A 
D)                               ×B)∩(C×(x,y)Є(A  

 D) ×B)∩(C×(A  (B∩D)×(A∩C)          اذن 

 ( ندصل على:(bو  (a)اذن من 
 (B∩D)   ×D)=(A∩C)×B)∩(C×(A 
 

 (   1-1مبرهنة ) 1.7
هي مجموع  االي   Φمت المجموع  الاالي   Aال ر  الديكارتي لمجموع       

 Φ = A ×Φ  =Φ × Aاه ان                     

 البرهان :
 A×Φ Є (x,y)مجموع  االي  لضنه يوجد عنصر  A  ×Φاذا ل. يكن 

xЄΦ , yЄA                           
 Aمجموع  االي  لا تدتوه على عناصر اذن يج  ان تكون  Φوهذا تناف  لان 

= Φ                     ×Φ 

 
  Relationالعلاقة  1.8

تسمى  B  ×Aمجموع  لضن اه مجموع  جز ي  من  Bو  Aلتكن كل من     
 لضن Bالى المجموع   Aوع  علاف  من المجم Rعلاف  ، لضذا لر نا ان 

                              B ×R   A 

 ويمكن التعبير عن العلاف  بضدد  الطريقتين التاليتين :
 الطريق  الاولى : كتاب  عناصرها

 الطريق  الثاني  :  عطاء الصف  المميزم لعناصرها لتكت  بالوكل :
 

yЄB,P(x,y)}            وR={(x,y)|xЄA 

 هي الصف  المميزم لعناصرها P(x,y)ديف ان 
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 xRyلضننا نعبر عن هذا الانتماء بالرمز  Rعنصراً لي   (x,y)اذا كان  ملاد   :
  Rاه ان Rعنصراً لي  (x,y)واذا ل. يكن  Rبالعلاف   y يرتبط مت  xويُقر  

(x,y)    ليكتxRy (  ويُقرx  مت لا يرتبطy   بالعلافR ) 

 
 A×A Rاذا كانت  Aعلاف  على المجموع   R : تُسمى  تعريف
مُعرل   Bالى  Aمن  Rوان العلاف    B={4,6,8} و A={2,3,5,7}: لتكن مثال 

لضن   bЄBو  aЄAديف ان   b=a+1ا ذا ولقط اذا كان  aRbكالاتي : 
R={(3,4),(5,6),(7,8)}  

 
مُعرل  على المجموع   Rوالعلاف   A = {1,2,3,4,5,9,16,25}ذا كانت : ا مثال

A  كما يلي aRb  ا ذا ولقط اذا كانb=a
2 

 لضن  a,b Є Aديف ان  
R={(1,1),(2,4),(3,9),(4,16),(5,25)} 

 
 المنطلق والمدى للعلاقة 1.9
  Bالى المجموع   Aعلاف  من المجموع   Rلتكن      

 Rبمنطله العلاف   Rولى من الازواج المرتب  لي تسمى مجموع  العناصر الا
 اه ان : dom Rويُرمز لها بالرمز 

dom R={x : yЄB: (x,y)ЄR}                  
ويُرمز  Rبمد  العلاف   Rتسمى مجموع  العناصر الثاني  من الازواج المرتب  لي 

 اه ان : ran Rلها بالرمز 

ran R={y : xЄA: (x,y)ЄR}                  

  dom R A  ،ran RBونلاد  ان : 

 
علاف  من  R={(1,a),(2,b),(3,a)}و A={1,2,3} ،B={a,b}: اذا كانت  مثال

A  الىB  لضنran R={a,b}   ،dom R={1,2,3} 

 

 ومعرل  كالاتي :لى مجموع  الاعداد الدقيقي  علاف  ع R: اذا كانت  مثال

R={(x,y)
2 :y=x}   لضنdom R=   ،ran R= 
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 The Inverse Relationالعلاقة العكسية  1.10

 Rلضن العلاف  العكسي  لـ Bوع  الى المجم Aعلاف  من المجموع   Rاذا كانت     
 ЄR(a,b)ديف  (b,a)معرل  بمجموع  الازواج المرتب   Aالى  Bهي علاف  من 

Rويرمز لها بالرمز 
-1 

 اه ان
                   R

-1
={(b,a) | (a,b) Є R}   

 
  B={2,4,6}و  A={2,3,5}لتكن  مثال :
                  R={(2,2),(2,4),(3,6)}و 

Rلضن 
-1

= {(2,2),(4,2),(6,3)}             
 

 ( 1-5مبرهنة ) 1.11
R)لضن  Aعلاف  على  Rلتكن     

-1
)

-1
= R 

 
Є (R (x,y)نفر  ان  البرهان :

-1
)

-1
 

(y,x) Є R
-1

              (x,y) ЄR 

R)اه ان       
-1

)
-1  R  

 Є R (x,y)الان ليكن 
Є (R

-1
)

-1
  (x,y)               (y,x) Є R

-1
 

Rاه ان  (R
-1

)
-1

      
R)=اذن 

-1
)

-1
      R 

 
: بما ان العلاف  هي مجموع  لضنه ما يصح على المجموعات يجوز اي اً ملاد   

 على العلافات كالاتداد والتقاطت او الفره بين علافتين 
 اه انه B الى  Aعلاف  من  Qو Rلنفر  ان 

B                                  ×A  Q و B ×A  R 

 لضنه

B      ×A  (R-Q) B; ×A B, R∩Q    ×RUQ A  

 وتُعرف كالاتي : Bالى  Aعلاف  من   R-Qو R∩Qو  RUQاه ان 
(x,y) Є Q}         وB|(x,y)Є R  ٌ ×R∩Q={(x,y) ЄA 

 

(x,y) Є Q}         و B|(x,y)Є R  ٌ ×RUQ={(x,y) ЄA 
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(x,y)   Q}         وB|(x,y)Є R  ٌ ×R-Q={(x,y) ЄA 
 

 علاف  معرل  على مجموع  الاعداد الدقيقي   R ،Q: لتكن كل من مثال 
R|x+y =5}                                    × R={(x,y)ЄR 

R|2x-y =4}                                    × Q={(x,y)ЄR 

 
 R|x+y =5 × R∩Q={(x,y)ЄRو           {2x-y=4 لضنه

     2x-y=4}           و R|x+y =5 × RUQ={(x,y)ЄR 
         R={1,4),(4,1),(2,3),(3,2),(10,-5),(-5,10),…}اه ان 

Q={(1,-2),(2,0),(3,2),(4,4),(5,6),(6,8),(-5,-14),….}       

RUQ={(1,4),(4,1),(2,3),(3,2),(1,-2),(2,0),(4,4),….}      

R∩Q={(3,2) }                                                           
 

 انواع العلاقات  1.11
 Reflexive Relationالعلاقة الانعكاسية  1.11.1

 aЄAاذا ولقط اذا كان لكل  Aنعكاسي  على المجموع  علاف  ا Rتُسمى      
   Є R (a,a)يكون

 
 Symmetric Relationالعلاقة المتناظرة  1.11.1

 اذا ولقط اذا كان   Aعلاف  متنا رم على المجموع   Rتُسمى      
     (a,b) Є R                     (b,a)Є R     
   

 Transitive Relationالعلاقة المتعدية  1.11.1

 اذا ولقط اذا كان  Aعلاف  متعدي  على المجموع   Rتُسمى      
     (a,c) Є R                   (b,c) ЄR   و(a,b)Є R       

 
  Equivalent Relationعلاقة التكافؤ  1.11.1
علاف   Rاذا ولقط اذا كان كانت  Aعلاف  تكالؤ على المجموع   Rتُسمى      

  ري  ومتعدي    انعكاسي  وتنا
 

علاف  متنا رم على مجموع  ما ، برهن على ان العلاف   Tو R: لتكن كل من  مثال
R∩T علاف  متنا رم على نفس المجموع  ؟ 
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    Є R∩T (x,y): لنفر  ان  البرهان

 (x,y) Є T                 و(x,y) Є R 
 علاف  متنا رم R  ،Tوبما ان 
 Є R (y,x)و  Є T (y,x)اذن 

(y,x) Є R∩T                   
 علاف  متنا رم R∩Tاذن 

 
 كالاتي :    Aعلاف  معرل  على  R1 ،R2  ،R3و   A={1,2,3}: اذا كانتمثال 

R1 = {(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1)}                       

R2 = {(1,1),(1,2),(2,2),(2,1)}                                

R3 = {(3,1),(2,2),(3,3),(3,2),(1,1),(1,3)}              

 
 R1( العلاف  1) الدل :

  - R1  علاف  انعكاسي  لان لكلaЄA  يكون(a,a)ЄR1  
  - R1  (1,2)علاف  متنا رم لانهЄR1   (2,1)وЄR1 

 علاف  متعدي  لانه   R1 -ج
              (1,1)ЄR1           (2,1)ЄR1   (1,2)وЄR1 
              (1,2)ЄR1           (2,2)ЄR1   (1,2)وЄR1 

 
 علاف  تكالؤ لانها انعكاسي  ومتنا رم ومتعدي  R1  -د

 R2 ( العلاف  2)    

  R2ليست انعكاسي  لانR2  (3,3)   اذنR2 ليست تكالؤ 
 R3( العلاف  3)   
 - R3  انعكاسي  لانهُ لكلaЄA  يكون(a,a) ЄR3 

 -R3  (3,2)رم لانه ليست متنا Є R3  (2,3)لكن R3  اذنR3  ليست تكالؤ  

 
 بالوكل التالي : Rعلاف  معرل  على مجموع  الاعداد الدقيقي   S: لتكن مثال

S ={(x,y)|x+2y=3}                                  

 تكالؤ  من ديف كونها انعكاسي  ، متنا رم ، متعدي  ،  Sااتبر العلاف  
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 لان  S (2,2)لكن R 2Єليست انعكاسي  لانه  S( 1: )الدل 

X+2y=2+2(2)=2+4=6 3                       
         (2 )S  (1,2-)ليست متنا رم لانه Є S   ٌ 

0=2-2=(1-)2+2لانه   S (2,-1)لكن 3    

        (3 )S (1,2-) ليست متعدي  لان ЄS , (2,
2

1
) ЄS  

 ,S (-1لكن
2

1
 ليست تكالؤ   Sاذن   (

 
 علاف  معرل  على مجموع  الاعداد الصديد  كالاتي : R: لتكن مثال

(x-y)  7يقبل القسم  على       (x,y)ЄR          

 علاف  تكالؤ  Rاثبت ان 
والصفر عدد يقبل القسم   x-x=0لان  Є R(x,x)لضن  xЄZ( بما ان 1: )الدل 
 علاف  انعكاسي   Rاذن   7على 

 اذن 7يقبل القسم  على  x-yاه ان  Є R(x,y)( اذا كان 2)          
                           y-x=-(x-y) 

 علاف  متنا رم Rاذن  Є R(y,x)اذن   7يقبل القسم  على  y-x اذن       
         (3 )(x-y)  و  7يقبل القسم  على(y-z)  لضن 7يقبل القسم  على 

                           x-y+y-z=x-z 

-x)اه انه  7عدد اار يقبل القسم  على  7داصل جمت عددين يقبلان القسم  على 

z)  اذن  7يقبل القسم  على ،R  علاف  متعدي 
 علاف  تكالؤ  Rاه ان 

 
 Antisymmetric Relationالعلاقة التخالفية   1.11

انها علاف  تاالفي  اذا تدقه الورط  Aالمعرل  على المجموع   Rيقال للعلاف       

   (a,b) Є Rو a=b  (b,a)Є R       التالي : 

 
 بالوكل الاتي:  Aعلاف  معرل  على  R وA={1,2,3,4} :اذا كانت  مثال

R={(2,1),(1,2),(4,3)}                    

 علاف  تاالفي  ؟ Rهل ان 

  2 1لكن   ЄR (1,2)و ЄR(2,1)ليست تاالفي  لان   R:  الجوا 
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 Sبالوكل الاتي  Nعلاف  معرل  على مجموع  الاعداد الطبيعي   S: اذا كانت  مثال

={(a,b) Є NxN |a≥b}     لهل انS علاف  تاالفي  ؟ 
 تاالفي    Sاذن  a=bلان   b≥aو a≥b :اذا كان  الجوا 

 
 :بالوكل الاتي Rعلاف  معرل  على مجموع  الاعداد الدقيقي   S: لتكن  مثال

S ={((a,b),(c,d)) Є (RxR)x(RxR) |a+b=c+d}              
 . Aتكون علاف  تكالؤ على  Rلان 

 
 Є RxR (a,b)اذا كان  -:   الدل

   a+b=a+bلضن        

 Є RxR   (a,b)اه ان        
((a,b),(a,b)) Є S            

 علاف  انعكاسي  Sاذن      

 
      Є RxR ((c,d),(a,b)) ( اذا كان 

      Є S ((c,d),(a,b))وكان           
         a+b=c+dلضن         
 c+d=a+bاذن                

    ЄS ((a,b),(c,d))اه ان        

 علاف  متنا رم Sاذن          

 
   Є RxR (e,f),(c,d),(a,b)ج( اذا كان 

      Є S ((c,d),(a,b))و   Є S ((e,f),(c,d))وكان         

          a+b=c+d         
c+d=e+f                    

            a+b = e+fاذن          

    Є S ((e,f),(a,b))اه ان          
 علاف  تكالؤ Sعلاف  متعدي  اه ان  Sاذن 
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 (1-6مبرهنة ) 1.11

 RoR=Rلضن  Aعلاف  تكالؤ على المجموع   Rاذا كانت     

  ЄRoR(x,z): ليكن  البرهان

(y,z) Є R و  y Є A  (x,y) Є R  

  ЄR(x,z)متعدي  اذن  Rبما ان 

 RoRR   ----(aاه ان 
 Є R (X,Y)الان لنفر  

 Є R(x,x)علاف  انعكاسي  اذن  Rوبما ان 

(x,y) Є R و  x Є A  (x,x) Є R  

  Є RoR (x,y)اه ان 

   (R RoR  ----b اذن 

  R= RoRندصل على  (bو  (aمن 

 
  Partial ordered Relationعلاقة الترتيب الجزئي  1.15

انها علاف  ترتي  جز ي اذا ولقط اذا  Aيُقال لعلاف  معرل  على المجموع       
 كانت هذه العلاف  انعكاسي  ومتاالف  ومتعدي  

 
 علاف  ترتي  جز ي ديف ان :  Nالمعرل  على R: بين ان العلاف  مثال 

R={(a,b)Є NxN | a≥b}                       

 aЄNلكل  a≥aانعكاسي  لان  R( 1: ) الدل

         (2 )a≥ b  و        b≥a a=b   R  تاالفي 
         (3 ) b≥c           a≥c   و a≥b   R متعدي 
 R علاف  ترتي  جز ي 

 
Nعلاف  معرل  على  S: لتكن مثال 

+
 بالوكل  

a)}  .يقسN
+
|a/b (b×S={(a,b)ЄN

+
 علاف  ترتي  جز ي؟Sبرهن على ان  

aЄNانعكاسي  لان  S( 1: الدل
+
 , a|a 

2)S  تاالفي  لان b|a            a=b  وa,bЄN
+
 , a|b    

       3 )S متعدي  لان b|c          a|c وa,b,c ЄN
+
 , a|b 

 علاف  ترتي  جز ي   Sاذن 
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  Total ordered Relationعلاقة الترتيب الكلي  1.16

 Rانها علاف  ترتي  كلي اذا كانت  Aيُقال للعلاف  المعرل  على المجموع       
  Є A (b,a)او  Є R (a,b)اما  a,b Є Aتي  جز ي و لكل علاف  تر

 
( علاف  ترتي  كلي  ≥برهن ان علاف  )  A={1,2,3,4,12}: لتكن  مثال

R={(a,b) Є AxA|a≤b}         ؟ 

 
  aЄAلكل  a≤aانعكاسي  لان  R( 1:الدل 
    2)R  تاالفي  لانa≤b وb≤a  لضنa=b 

   3 )R  متعدي  لانa,b,c ЄA  لضنه اذا كانa≤b وb≤c  لضنa≤c 

 علاف  ترتي  جز ي Rاذن 
 2≥1و  3≥1و 4≥1 و 12≥1(لاد  ان 4

  3≥2و 4≥2 و 12≥2                  
 12≥4و  12≥3و                  4≥3 

 R  علاف  ترتي  كلي عليA 

 
 لضن:  A={1,2,3}لتكن  :مثال 

A={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)} ×A 
ليست انعكاسي   Aالمعرل  على المجموع   R={(1,1),(1,3),(2,2)}العلاف  

 ولكنها متعدي  ومتاالف   non-symmetric)وليست متنا رم)
متنا رم وليست  Aالمعرل  على المجموع   Q={(1,1),(1,2),(2,1)}العلاف  

   ، ليست انعكاسي  ؟متعدي  وليست متاالف
متنا رم وليست  Aالمعرل  على المجموع   H={(1,1),(1,2)(2,1)}العلاف  
 (  non-reflexive)(، وليست متاالف  ،ليست انعكاسي  non-transitivمتعدي  )

 
 لضن: Nعلى  ≤هي العلاف   Rمجموع  الاعداد الطبيعي  و N: اذا كانت مثال 

R  علاف  متاالف  لانه اذا كان(x,y)ЄR,(y,x)ЄR  لضنx=y  اه ان 
x≤y , y≤x           x=y   

دي كل عدد طبيعي  ЄR(a,a)لان  aЄNانعكاسي  لانه لكل  Rاي اً العلاف  

 يساوه نفسه 
 R∌(2,1) بينما  ЄR(1,2)ليست متنا رم لان  Rالعلاف  
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، x≤yاذا كان  x,y,zعلاف  متعدي  وذلب لانه لاه ثلاث   عداد طبيعي   Rالعلاف  
y≤z  لضنx≤z : اه ان 

         (x,y)Є Rو(y,z)ЄR            (x,z)ЄR 

 
 كالتالي : Nعلاف  معرل  على  R1  ،R2 ،R3: ليكن كل من  مثال
       N:y|x}         × R1={(x,y)ЄN    

           N:x+y=5}× R2={(x,y)ЄN    
       N:x+2y=14}× R3={(x,y)ЄN    

 
 R1للعلاف  اولاً : بالنسب  

R1  علاف  انعكاسي  وذلب لان كل عنصر من عناصرN  يقبل القسم  على نفسه اه

  xЄN  R1 ∀ (x,x)Єان: 
R1 : ليست متنا رم وذلب على سبيل المثال اذا كان R1 (12,6)Є  لضن 

 R1  (6,12)∉ 12لا تقبل القسم  على  6ولكن  6تقبل القسم  على  12ديف 
R1  متعدي  لانه اذا كان 

         (x,y)Є R 1و (y,z)ЄR2            (x,z)ЄR1 

 
 R2ثانياً: بالنسب  للعلاف  

R2  ليست انعكاسي  لانه يوجدxЄN  بديفx+x≠5 : اه انR2 ∉ (x,x) 

R2  علاف  متنا رم وذلب لانه اذا كانx+y=5 : اه انه لكل R2 x,yЄ   اذا كان
R2Є  (x,y)  لضن(y,x)ЄR2 

R2  (2,3),(3,2)ليست متعدي  لانهЄR2  (3,3)بينما ∉ R2 : ديف 
 5≠3+3بينما    5=5,2+3=3+2

 
 R3ثالثاً: بالنسب  للعلاف  

R3  ليست انعكاسي  لانه يوجدxЄN  بديفx+2x≠14 اه ان (x,x) ∉ R   ًلمثلا

  ∌ R3 (2,2)اه ان  14≠(2)2+2

 R3ليست متنا رم لانه يوجدx,y ЄN  بديفR3  (y,x) ∉     R3 (x,y)Є 

 14≠(4)2+5لان  ∌ R3 (5,4)بينما  14=(5)2+4لان  Є  R3 (4,5)مثلاً 

 R3 : (4,5)ليست متعدي  لانهЄ R3,(6,4) Є R3   ولكنR3 (6,5) ) ∉  
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: اذا كانت  مثال











 Z
ba

ZZbaR
2

علاف  معرل  على مجموع  الاعداد ),(:

  Zعلاف  تكالؤ على المجموع   Rلضن  Zالصديد  

 
 كاسي  لانانع R: العلاف   البرهان

       ZaRaaZaZa
aa




),(
2

 

Zوهذا يعني ان  ЄR(a,b)نفر  ان 
ba




2
Zولكن هذا يؤده الى ان  

ab




2
 

 علاف  متنا رم Rوهذا يبرهن ان  ЄR(a,b)وبالتالي لضن 

Zkوهذا يعني ان  ЄR ,(b,c)ЄR(a,b)نفر  ان 
cb

Zh
ba







2
,

2
 

لذلب 

RcaZbkh
ca

Zkh
cbba










),()(
2

)(
22

 

 علاف  تكالؤ Rعلاف  متعدي   ، مما سبه نستنتج ان  R ه ان 

 
  Composition of Relationsتركيب العلاقات    1.17

)تركي   SoRلضن  Zالى  Yعلاف  من  Y  ،Sو Xعلاف  من Rاذا كانت      
 ( تُعرف كما يلي :    Sمت  Rالعلاف  

  (y,z)ЄS}  و SoR ={ (x,z)Є X x Z | yЄY  (x,y) ЄR    

 

}=B={1,2,3,4} Cو  A={a,b,c,d,e}: لتكن  مثال
8

1
,

4

1
,

2

1
علاف  من  Rو  {

A  الىB وS  علاف  منB  الىC : وبالوكل 
R={(a,1),(b,1),(b,2),(c,3),(c,2)}                                     

S={(1, 
2

1
),(4,

8

1
)}                                                             

C                      × SoR={(a, 
2

1
),(b, 

2

1
)}      ;   SoR A  
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 ( 1-7)مبرهنة  1.18
 لضن : Aعلافات على المجموع    T,S,Rلتكن      

 (ToS)oR=To(SoR)                                                 (1)  
 (SUT)oR=(SoR)U(ToR)                                         (2)  

(S∩T)oR  (SoR) ∩(ToR)                                     (3)  

R( اذا كانت 4)  S  لضنToRToS  
(SoR)∩T = Φ           (ToR 

-1
)∩S= Φ  (5)  

 (6 )(SoR)
-1

 = R
-1

o S
-1

 

 
                       oR =To(SoR)(ToS): (1برهان  )

 يج  ان نبرهن :
(a)   (ToS)oR To(SoR) 

(b) (ToS)oR    To(SoR)  

 
(a)  الر  ان(x,w) Є (ToS)oR 

(y,w) Є ToS  وy  (x,y) Є R 

(z,w) Є T    وz  (y,z) Є S  و (x,y) Є R 
(z,w) Є T]    و[(y,z) Є S  و (x,y) Є R 
(z,w) Є T    و (y,z) Є S]  و [(x,y) Є R 

(z,w)Є T و(x,z)ЄSoR  

(x,w) Є To(SoR)  
 oR To(SoR)(ToS) اذن   

 
(b)  الان ليكن(x,y) Є To(SoR)  

(z,w) Є T             وz  (x,z) Є SoR 

(y,z) Є S ,(z,w) ЄT  وy  (x,y) Є R 
(z,w) Є T]    و[(y,z) Є S  و (x,y) Є R 

                  (y,w) Є ToS  و (x,y) Є R 
 (x,w) Є (ToS)oR                               

  oR    To(SoR)(ToS)اه ان   
 oR =To(SoR)(ToS)( ندصل على (bو (a)اذن من 
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                       oR = (SoR)U(ToR)(SUT): (2برهان  )

 يج  ان نبرهن :
 (SUT)oR   (SoR)U(ToR)   (a) 

 (b) (SUT)oR  (SoR)U(ToR) 
(a)  ليكن(x,w) Є (SUT)oR    

 

(y,w) Є (SUT)      وy  (x,y) Є R 
(y,w) Є T]    او[(y,w) Є S  و (x,y) Є R 

(x,y)ЄR , (y,w) Є T    او (y,w) Є S  و (x,y) Є R 
(x,w)Є ToR او(x,w) Є SoR  

(x,w) Є (SoR)U(ToR)  
oR (SUT) اذن     (SoR)U(ToR) 

 
(b)  الان لنضاذ(x,w) Є (SoR)U(ToR)  

(x,w) Є ToR     و  (x,w) Є SoR 

(y,w) Є S   وy  (x,y) Є R    و   (y,w)ЄT  وy  (x,y) Є R  
 

(y,w)ЄT  و(x,y) Є R     او(y,w) Є S  او (x,y) Є R 
  (y,w)ЄT او     (y,w) Є S  و (x,y) Є R 
             (y,w) Є SUT  و (x,y) Є R 

 (x,w) Є (SUT)oR                               

  oR    (SoR)U(ToR)(SUT)اه ان   
 oR =(SoR)U(ToR)(SUT)( ندصل على (bو (a)من 

 
  يُترب للطال ( 3برهان )

 

 ToS    S              ToRR( :4برهان )
 ЄToR(x,w)ليكن    

 (y,w) Є T   وy  (x,y) Є R 
   (y,w) Є T   و(x,y) Є R 

Rلكن  S  من الفر 
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        (x,y) ЄS   (x,y) Є R 
 Є S (x,y)و   ЄT            (x,w) ЄToS(y,w)  اه ان 

 ToRToSاذن 

 
   S= Φ∩:  ( 5برهان )

1-
(SoR)∩T = Φ              (ToR) 

T ∩(SoR)الر  ان     Φ          
  Є (SoR) ∩ T (x,z)بديف ان  (x,z)اذن يوجد 

(x,z) Є T  و(x,z) Є (SoR)   
 بديف ان : yاذن يوجد  Є(SoR) (x,z) بما ان 

(y,z)ЄS و (x,y)Є R  
(x,y) ЄR           (z,y) Є Rمن تعريف العلاف  العكسي  

-1
 

(y,z) Є T                                       و (y,x) Є R
-1

 
(z,y) Є(ToR

-1
)                                           

(z,y) Є S                                                            
(z,y) Є(ToR

-1
    Є S (z,y)و                                    (

(z,y) Є(ToR
-1

) ∩ S                                                

(ToR
-1

) ∩ S Φ                                                
 وبنفس الطريق  نبرهن ان

       (SoR)∩ T  Φ                       (ToR 
-1

)∩S  Φ 
 T = Φ         (ToR∩(SoR)اذن 

-1
)∩S= Φ    

 
(SoR)    ) :6) برهان

-1
 = R

-1
o S

-1
 

 يج  ان نبرهن ان
(a)    (SoR)

-1
   R

-1
o S

-1
 

(b)  (SoR)
-1

         R
-1

o S
-1

 

 
(a)  نفر  ان(z,x) Є (SoR)

-1 

(x,z) Є SoR                                

(y,z) Є S        وy  (x,y) Є R 
(z,y) Є S

-1                
Є R (y,x)و  

-1     
  

       (y,x) Є R
-1     

Є S (z,y) و  
-1

 
(z,x) R

-1
oS

-1
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(SoR)      اذن      
-1

   R
-1

o S
-1

 
(b)  لنفر  ان    (z,x) Є R

-1
o S

-1 

(y,x) Є R
-1

yو        (z,y) Є S
-1

 
(x,y) Є R

                       
Є S (y,z)و  

     
  

        (y,z) Є S
         

  Є R (x,y) و  
(x,z) Є SoR                                

                            (z,x) Є (SoR)
-1                                        

 

(SoR)اذن         
-1

      R
-1

o S
-1

 

(SoR)ندصل على        (b)و (a)من 
-1

 = R
-1

o S
-1

 

 
 (1-8مبرهنة ) 1.19
 RoR=Rلضن  Aلؤ على المجموع  علاف  تكا Rاذا كانت      

    ЄRoR(x,z): ليكن  البرهان

(y,z) Є R        وyЄA  (x,y) Є R 
  ЄR(x,z)متعدي  اذن  Rبما ان 
 RoRR  -------(1)اه ان 

 ЄR(x,y)الان نفرص 

 ЄR(x,x)علاف  انعكاسي  اذن  Rبما ان 

(x,y) Є R        وxЄA  (x,x) Є R 
  ЄRoR(x,y)اه ان 
 RRoR --------(2)اذن 

 RoR=R( ندصل على 2( و)1من )

 

 
 
 
 
 
 
 

 أسئلة الفصل الثاني
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 اذا علمت ان : b و aجد فيم  كل من : 1س

(a+b ,3a+5b) = (a-b , 2a-7b)                   
 

  A={1,3,5,7}  ،B={-2,-9,6}  ، C={x,y,z}اذا كانت : 2س

 جد كلاً مما يلي :
) C×(AUB)   )  C)×C)U(B×(A  )ج (BUC)×(AUB) 
 

 اثبت انAB مجموع  وان  A,B,Cاذا كانت كل من : 3س

 C×CB×A 

 
 بديف تكون : Aلى اه علاف  ع A={1,2,3}لتكن : 4س

 علاف  ترتي  جز ي -ج                         متنا رم وتاالفي  -  

 علاف  ترتي  كلي -د               غير متنا رم وغير تاالفي  -  

 

عرف كل من : العلاف  الانعكاسي  ، العلاف  المتنا رم ، العلاف  المتعدي  ، : 5س

 ف  الترتي  الكليعلاف  التكالؤ ، علاف  الترتي  الجز ي  ، علا
 
 برهن ان : Yالى  Xعلافتين من  Tو  Sلتكن  : 6س

  - S∩T)
-1

 =S
-1

∩T
-1

             )- (SUT)
-1

 =S
-1

 UT
-

 

 

 S∩Tلهل ان العلاف   Xعلاف  متعدي  على المجموع   Tو  Sلتكن كل من : 7س

 علاف  متعدي  ؟
 
 اذب ؟بين ان العبارات التالي  ك Aعلافتين على المجموع   SوRلتكن :8س
 تكون اي اً تاالفي  ؟ RUSعلاف  تاالفي  لضن  Rو Sاذا كانت  -  

 تكون متعدي  ؟  RUSمتعدي  لضن Sمتعدي  و Rاذا كانت  -  

 

 جد كل من:  x={1,2,3}  ،y={4,5}لتكن  :9س
 - y×x      -x×y      ج-x×x       د- y×y 
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، ديف   A={a,b,c}  ،B={x,y,z} ،C={1,2,3}لتكن : 10س
R={(a,x),(a,y),(b,z),(c,x)}  علاف  منA  الىB  و
Q={(x,1),(y,3),(z,4),(x,2)}  علاف  منB  الىC  :جدQoR   

 

IiiRاذا كانت : 11س }{ : عا ل  علافات برهن ان 

Ran(URi)=U(ran Ri)   ,   dom(URi)=U(dom Ri)       
 
  ن :مجموعات برهن  A,B,Cعلاف  ، وليكن  R,Qليكن كل من  :12س
     - RQ  اذا ولقط اذاR

-1Q
-1  

 A×B R-1لضن  B×A Rاذا كان-     

  C×QoR Aلضن  C×B Qو  B×A Rاذا كان  -ج  
dom R-dom Q -د    dom(R-Q) 

ran R-ran Q -هـ     ran(R-Q) 

 
 مجموع  برهن ان : A,B,Cليكن كل من  :13س

 B×B)=A×B)o(A×(Aلضن  A∩B≠Фاذا كان  - 

 Ф B)= ×B)o(A×(Aلضن  A∩B=Фاذا كان  - 

 C× A B)= ×C)o(A×(A لضن B≠Ф اذا كان  -ت

A - ف
-1

×B)
-1

=B
-1

× (A 

 
 برهن ان : Aعلافتين على المجموع  غير الاالي   R  ،Qاذا كان :14س

) dom(RUQ)=(domR)U(domQ)                        
) ran(RUQ)=(ranR)U(ranQ)                                

 
 برهن ان : Aعلى المجموع   تعلافا P,Q,R,Sلتكن  :15س
QPاذا كان -   ،SR   لضنQoSPoR  

 -  QP  11  اذا لقطواذا   QP 
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 برهن ان: Aعلافات على المجموع   J,G,Hليكن  :16س
) (G-H)

-1
=G

-1
-H

-1
            )(G∩H)

-1
=G

-1
∩H

-1
                      

)(GUH)
-1

=G
-1

UH
-1

 ج          Go(H-J) (GoJ)-(GoH)(د         

 
ادرس  نوات العلافات المعطام ليما يلي من ديف الانعكاس والتنا ر  :17س

 والتعده :
 {x كما يلي: Aالعلاف  المعرل  على  Rمجموع  سكان مدين  ما ولتكن  Aلتكن  - 

 y: R={(x,y)اخ                            
 على مجموع  الاعداد الدقيقي   >العلاف  - 

 علاف  التساوه على مجموع  الاعداد الدقيقي -ج
 
 كالؤ ا. لا ؟تليما  يلي بين ما اذا كان العلافات المعطام علافات  :18س
 -R={(4,3),(3,4),(2,1),(1,2),(4,4),(3,3),(2,2),(1,1)}  المعرل  على

 {1,2,3,4}المجموع  
 -R={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(e,e),(a,c),(c,a),(b,d),(b,e), (d,b), 

(d,e),(e,b),(e,d)}       المعرل  على المجموع{a,b,c,d,e} 
 

 لي التمارين التالي  كون علاف  لها الاواص المذكورم : :19س
متعدي  لقط  -متنا رم لقط          ف-انعكاسي  لقط     ت-ليست انعكاسي       - 
متنا رم ومتعدي  لقط      -انعكاسي  ومتنا رم لقط     خ-ومتعدي  لقط   حانعكاسي   -ج
 علاف  تكالؤ-د
 
علاف  متعدي   Rبرهن انه اذا كانت  Aعلاف  على المجموع   Rلتكن  :20س

 ث. و ح ما اذا كان العكس صديح ا. لا؟ RoR=Rوانعكاسي  لضن 

 
 Aعلى  Qلكل علاف   برهن ان Aعلاف  انعكاسي  على المجموع   Rلتكن  :21س

 QRoQ  ،QQoRلضن 
 

علاف   Rوبفر  ان  Aعلاف  على المجموع   R,Qلتكن كل من  :22س

اذا ولقط اذا  RQعلاف  انعكاسي  ومتعدي  ، برهن ان :  Qانعكاسي  ،
RoQ=Q ؟ 
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علاف   RoQبرهن ان  Aتكالؤ على المجموع   علاف  R,Qلتكن كل من  :23س
 ؟ RoQ=QoRاذا ولقط اذا  Aتكالؤ على 

 
علاف   RUQبرهن ان  Aعلاف  تكالؤ على المجموع   R,Qلتكن كل من  :24س

 ؟ RoQRUQ ،QoRRUQاذا ولقط اذا  Aتكالؤ على 

 
 Aعلافتين على  Q,Tولتكن  Aالمجموع  علاف  تكالؤ على  Rلتكن  :25س

 ؟ RQ  ،RTا ذا كانت RQoTبرهن ان 

 
برهن ان  Aعلاف  تكالؤ على المجموع   R,Q ،RoQلتكن كل من  :26س

RoQ=QoR ؟ 

 
 {Aكالتالي Sعلى  R كل الدول لي فارم الريقيا ، عرلت العلاف  Sلتكن  :27س

 علاف  متاالف  ؟ R، هل  B :R={(A,B)تدد بـ

 
علاف  انعكاسي    Rبرهن ان N:b ×R={(a,b)ЄNيقس.  {aليكن  :28س

 ومتاالف  ؟
U(B∩X(A∩X)برهن  ان المعادل   :29س

c
)=Ф      لها دل اذا ولقط اذا كان

BA
c   وان اه مجموعX   تدقه العلافBXA

c  ،  تكون دلاً للمعادل

X=(BUT)∩Aكما يلي : Xبرهن انه من الممكن التعبير عن 
c

اي   Tديف  

 مجموع  ؟
 
 Rبديف تكون  Zمعرل  على المجموع   T,Q,Rاذكر  مثل  لعلافات  :30س

 Tت متنا رم ، بينما انعكاسي  ومتعدي  وليس Qانعكاسي  ومتنا رم وليست متعدي  ،

 متنا رم ومتعدي  وليست انعكاسي  ؟
 

)},(:2{ ليكن  :31س yxZnNNyxR n برهن انR 

 مجموع  الاعداد الصديد ( Zمجموع  الاعداد الطبيعي  ، Nعلاف  تكالؤ )ديف 

 
 وليكن  Sعلاف  انعكاسي  ومتعدي  على المجموع   Rليكن  :32س
    S: (a,b),(b,a)ЄR}×T={(a,b)ЄS  برهن انT علاف  تكالؤ ؟ 
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علاف  تكالؤ اذا  Rبرهن ان  Bعلاف  انعكاسي  على المجموع   Rلتكن  :33س
 ؟ ЄR(b,c)يؤده الى ان  ЄR(a,c),(a,b)ولقط اذا 

 
Zليكن :34س

+
Zمجموع  الاعداد الصديد  الموجب  وليكن  

+
× A=Z

+
، عرلت 

علاف  تكالؤ  Rان برهن ad=bc}:R={((a,b),(c,d))كالتالي  Aعلى  Rالعلاف  
 ؟ Aعلى المجموع  

 
اذا كانت هذه  Aاه مجموع  : ( هل يوجد اه علاف  عكسي  لي  Aليكن  :35س

 العلاف  تمثل دال  ؟
 اذا كانت هذه العلاف  تمثل دال  ؟ A ( هل يوجد اكثر من علاف  عكسي  لي    

 
ن صد  ما هل علاف  توابه المثلثات لي المستو  تكون علاف  تكالؤ؟ بره :36س

 تقول ؟

RRعلاف  متنا رم اذا ولقط اذا  Rبرهن ان  :37س 1
 ؟ 

 

RoRRعلاف  متنا رم ومتعدي  اذا ولقط اذا  Rبرهن ان  :38س 1

 ؟ 

 
 معرل  بالجمل   Aعلاف  على R عا ل  من المجموعات ، Aاذا كانت  :39س

 
متاالف   –متنا رم  –: انعكاسي  Rا اذا كانت (، ددد مYمنفصل  عن Xالمفتود  )

 غير متعدي ؟ –غير متنا رم  –غير انعكاسي   -متعدي –

برهن ان  :40س











 Z
ba

ZZbaR
5

:),(
22

علاف  تكالؤ على  

 ؟  Zمجموع  الاعداد الصديد  

برهن ان  :41س











 Z
ba

ZZbaR
5

2
علاف  تكالؤ على مجموع   ),(:

 ؟  Zالاعداد الصديد  

 
يوجد  aЄAوليكن لكل  Aعلاف  متنا رم ومتعدي  على المجموع   Rليكن  :42س

bЄA  بديف(a,b)ЄR  برهن انR علاف  تكالؤ ؟ 
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، Aعلاف  متعدي  وغير انعكاسي  على المجموع  غير الاالي   Rليكن  :43س
 ليست دال  ؟  Rبرهن ان 

 
 ات التالي  :، نافش صد  العبارAعلافتان على المجموع   R ،Qاذا كان  :44س
 متنا رم  RUQمتنا رم لضن  Qمتنا رم ،  Rاذا كان -1
 انعكاسي   RUQاه علاف  لضن  Qانعكاسي  ،  Rاذا كان -2
 متعدي   RUQمتعدي  لضن  Qمتعدي  ،  Rاذا كان -3
RURلضن  Qانعكاسي  ،  Rاذا كان -4

-1
≠ф  متنا رم 

R∩Rمتنا رم لضن  Rاذا كان -5
-1

=ф   
 متعدي   R∩Qمتعدي  لضن  Qي  ،متعد Rاذا كان -6
 انعكاسي   R∩Qانعكاسي  ،  RUQانعكاسي  لضن  Qانعكاسي  ، Rاذا كان  -7

 
معرل  بالجمل  المفتود   Aعلاف  لي  Rعا ل  من المجموعات ، Aاذا كان  :45س
(x  منفصل  عنy: ددد اذا ما كانت ) 
 متاالف -3متنا رم       -2انعكاسي       -1

 
 اذا ما كان : Rمن العلافات  اه نوت :46س
1-R∩R

-1
=ф        2- R=R

-1
 

 
 N(:xكل من الجمل المفتود  التالي  تعرف علاف  بين الاعداد الطبيعي   :47س

( ، ددد ما اذا x+3y=12هو مربت عدد ما(، ) x،y( ،)داصل  ر  yاكبر من 

 ؟كانت كل علاف  من العلافات السابق  : انعكاسي  ، متنا رم ، متعدي  
 
R={(x,y):y≥xبين ما اذا كانت العلاف   :48س

2
المعرل  على مجموع  الاعداد  {

 علاف  انعكاسي  او متعدي  او متنا رم ؟ IRالدقيقي  

 
 ، A:x≤y}  ×R={(x,y)ЄAوليكن  A={3,6,9,12,15}ليكن  :49س

A:x≥y}  ×Q={(x,y)ЄA ، 
y} يقبل القسم  علىA:x ×T={(x,y)ЄA  لي اوجد : العنصر الاصغرA 

 ؟ T,Q,Rبالنسب  لكل من العلافات 
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 وليكن A={3,5,6,9,10,12,13}ليكن  :50س
 A:x≤y}  ×R={(x,y)ЄA ، A:x≥y}  ×Q={(x,y)ЄA ، 

y} يقبل القسم  علىA:x ×T={(x,y)ЄA  اوجد : العنصر الاكبر ليA   بالنسب
 ؟ T,Q,Rلكل من العلافات 

 
علاف  انعكاسي   R برهن ان IN:b× R={(a,b)ЄINيقس. {aليكن  :51س

 ومتاالف  ؟
 
U(B∩X(A∩X)برهن ان المعادل   :52س

c
)=ф اذا لقط لها دل اذا وB A

c
  

 كما يلي : X برهن انه من الممكن التعبير عن ، دلاً للمعادل  تكون
X=(BUT)∩A

c 
 اي  مجموع  ؟ Tديف  

 
 :برهن ان  Aعلافات على المجموع   J,G,Hليكن  :53س
 ) (G-H)

-1
=G

-1
-H

-1
       ) (G-H)

-1
=G

-1
∩H

-1
 

(GUH)ج( 
-1

=G
-1

UH
-1

 Go(H-J) (GoJ)-(GoH)د(      

 
Gبرهن ان  Aعلاف  ترتي  جز ي على المجموع   Gليكن  :54س

-1 
تكون اي اً 

؟Aعلاف  ترتي  جز ي للمجموع  
 

 

ليما يلي بين ما اذا :55س
 

 م علافات تكالؤ ا. لا ؟كانت العلافات المعطا

 
) R={(4,3),(3,4),(2,1),(1,2),(4,4),(3,3),(2,2),(1,1)}  المعرل  على

  {1,2,3,4}المجموع  

 
) R={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(e,e),(a,c),(c,a),(b,d),(b,e), 

(d,b),(d,e),(e,d),(e,b)}   المعرل  على المجموع{a,b,c,d,e}  

 
تكون علاف  تكالؤ او علاف   Zالعلافات الاتي  على  بين ما اذا كان كل من :56س

 ترتي  جز ي او علاف  ترتي  كلي او لا تكون اه نوت من الانوات المذكورم :
1.R={(x,y):x+yЄR} 3.R={(x,y):x+y<2} 5.R={(x,y):x=y} 

2.R={(x,y):xy>0} 4.R={(x,y):x
2
+y

2
=1

} 

6.R={(x,y):x<y} 
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علاف  تكالؤ او علاف  ترتي   Zفات الاتي  على بين ما اذا كان كل من العلا :57س

 جز ي او علاف  ترتي  كلي او الاف ذلب :
 R={(x,y):x-y 1  3.R={(x,y):xy≥0} 5.R={(x,y):x≤y}عدد زوج{

2.R={(x,y):2x+y=10} 4.R={(x,y):x
2
+y

2
=9} 6.R={(x,y):x<y} 

 
 لضن : Aعلاف  عكسي  على مجموع   Rاثبت انه اذا كانت  :58س
     DR=RR=A  
 
 لي التمارين التالي  كون علاف  لها الاواص المذكورم : :59س

  ( ليست انعكاسي       (انعكاسي  لقط   ج(متنا رم لقط   د(متعدي  لقط
 هـ(انعكاسي  ومتعدي  لقط       و(انعكاسي  ومتنا رم لقط   

 ز(متنا رم ومتعدي  لقط         ه(علاف  تكالؤ 
 
 فات التالي  المعرل  على مجموع  الاعداد الدقيقي :ااتبر العلا: 60س

R={(x,y)|(x-1)
2
+y

2
=4}                 

S={(x,y)|y≤ 0}                                     
 
 لي التمارين التالي  كون علاف  لها الاواص المذكورم : :61س

 ( متنا رم لقطج( انعكاسي  لقط       ) (ليست انعكاسي     ) )
 انعكاسي  ومتنا رم لقط  )و(انعكاسي  ومتعدي  لقط   )هـ()( متعدي  لقط   د)
 علاف  تكالؤ)ه(     متنا رم ومتعدي  لقط )ز(   
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    مقدمة 1.1

سندرس في هذا الفصل نوعاً مهماً من العلاقات ، والتي تسمى بالدوال او      

 عديدة في العلوم المختلفة. التطبيقات ، ولهذه الدوال أهمية كبيرة في تطبيقات

 

 الدالة      1.1

 Aدالة من  f، يقُال ان Bالى المجموعة  A≠ Φعلاقة من المجموعة  fاذا كانت      

 ويرمز لذلك بالرمز  Bيوجد عنصر وحيد في  A اذا كان لكل عنصر في  Bالى 

f: A       B  اي انf  دالة منA   الىB : اذا وفقط اذا كان 

 

1) f ن علاقة مA  الى  (f AxB) B 

 Є f (x,y)بحيث ان  yЄBيوجد  x ЄAلكل  (2

 x1 Є Aلكل    y1=y2 فأن y2=f(x1)و  y1=f(x1)اذا كان  (3

بحيث ان  Bيوجد عنصر وحيد في  Aاي انه لكل عنصر في المجموعة       

y=f(x)  

 

 مدى الدالة : 1.1

 Dfويرمز لها بالرمز  f (Domain of) تسمى منطلق الدالة Aالمجموعة     

و  CBواذا كانت  f ((Co.domain of fتسمى مستقر الدالة  Bوالمجموعة 

f:A      C  فأن المجموعةC  تسمى مدى الدالةf (Range of f)   ويرمز لها

 .Rfبالرمز 

 

 

 

 

 

 Rf={f(x)| xЄA}اي ان             

 

 

 الثالثالفصل 

  The Functions الدوال

A B 

C 
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 :  الدالة بيان  1.1

دالة فأن المجموعة التي عناصرها جميع الازواج المرتبة  f:A     Bلتكن       

((x,y  فيAxB  تسمى بيان الدالة ويرمز لها بالرمزG  وتعُرف: 

{(x,y) Є AxB|y=f(x)}   G= 

 

 تساوي الدوال : 1.5

 اذا كان  f=gفيقال ان  g:A       Bو  f:A       Bاذا كانت        

f(x)=g(x); x Є A                                        

f(x) بحيث ان  Aفي  xواذا وجد على الاقل عنصر واحد       g(x)  فيقال انf 

f ويكتب  gلا تساوي   g  . 

 و  B={1,2,3} و A={a,b,c,d,e}: لتكن مثال 

f1={(a,1),(b,2),(d,3),(e,3)}                                                    

f2={(a,1),(b,1),(c,1),(d,1),(d,2),(e,3)}                                   

f3={(a,1),(b,1),(c,2),(d,2),(e,2)}                                            

f4={(a,1),(b,1),(c,2),(d,3),(e,3)}                                            

 ؟ Bالى  Aاي من العلاقات اعلاه هي دالة من 

 الحل :

 

 

 

 

 

 

  

لا يرتبط مع اي عنصر من عناصر  cЄAليست دالة لان العنصر  f1لاحظ ان      

 . Bالمجموعة 

 

 

      

 

 

 

A              f1              B    

1 
2 
3 

a 
b 
c 
d 
e 

A              f2              B    

1 
2 
3 

a 
b 
c 
d 
e 
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 له صورتين مختلفتين . dЄAليست دالة لان العنصر  f2ايضاً 

 

 

 

 

  

 

 

 

الذي لا يقُابل اي عنصر من  3ЄBغم من ان العنصر هي دالة على الر f3اما العلاقة 

 ، اي ان مستقر الدالة لا يساوي مداها.Aعناصر المجموعة 

 

 

 

 

 

 

 

 دالة وفيها المستقر يساوي المدى. f4لاحظ ان 

 

 Bالى  Aعلاقة من  fولتكن  B={3,7,11,19,16}و  A={1,3,5,9}: لتكن  مثال

 ؟ Bالى  Aتمثل دالة من  f هل ان f={(x,y)|y=2x+1}معرفة بالشكل:

 

 

 

 

 

 

 

 اي ان : Bيرتبط مع عنصر وحيد في A : لاحظ ان كل عنصر في الحل 

f ={(1,3),(3,7),(5,11),(9,19)}         

  Bالى  Aدالة من  fاي ان 

A              f4              B    

a 
b 
c 
d 
e 

a 
b 
c 
d 
e 

A              f3              B    

A              f              B    

1 
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7 

11 
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 , B={3,7,11} f={(x,y)|y=2x+1}و   A={1,3,5,9}: لتكن مثال 

 ؟ Bالى  Aمثل دالة من ثُ  f، هل ان  Bالى  Aعلاقة معرفة من fو

 

 

 

 

 

 

 

 اي ان  Bليست له صورة في  9ЄAليست دالة لان العنصر   f: الحل

f(9)   y ;   yЄB         

 

 انواع الدوال : 1.6

 

 Onto)او  Surjective Functionالدالة الشاملة )  1.6.1

 دالة شاملة اذا وفقط اذا كان المستقر = مدى الدالة f:A      Bتسمى الدالة 

 (Rf =B)  : او بشكل اخرyЄB ,  xЄA  y=f(x)      

 

 دالة شاملة ؟ fهل ان  f(x)=2xومعرفة بالشكل  f:N        N: لتكن  مثال

 

لاعداد الفردية الموجودة في مستقر الدالة ليست صوراً ليست شاملة لان ا f:  الحل

 f(x))المنطق( لعناصر المنطلق وفقاً للدالة او 4 ;  xЄN)المستقر( 4ЄN 

 

 ية( ومجموعة الاعداد الحقيق R)  f:R        R: لتكن  مثال

  f={(x,y) | y=5x+1}  هل انf شاملة ؟ 

 

 دالة شاملة لان  f:  الحل

ولنضع  yЄBلنفرض 
5

1


y
x  حيث انx ЄA  فأنf(x)=5x+1  

y
y

xf 


 1
5

1
yЄB , xЄA اذن  )(5 y=f(x)       ايf الة شاملة.د 

A              f              B    
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9 
  

3 
7 
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f={(x,y)|y=xوان  B=Rو   A={x ЄR|x≥0}: لتكن مثال
2
+1}   

 شاملة ؟ fهل ان 

   (∞,Rf={yЄB|y≥1}=[1ليست شاملة ، وذلك لان  f:  الحل

 Rf  R    او بمعنى اخر-3ЄB  f(x)  -3 xЄA   

 

 دالة شاملة ؟ fهل ان ، xЄRلكل  f(x)=xدالة معرفة بالشكل f:R      R: لتكن مثال

 )المستقر( yЄR    : نعم لانه )المنطلق(    الحل  xЄR    

f(x)=y                                           
 

 One-One)او  (Injective Functionالدالة المتباينة  1.6.1

 

 دالة متباينة اذا تحقق الشرط التالي :     f:A        Bتسمى الدالة 

f(x1) = f(x2)             x1=x2    حيث انx1,x2 ЄA 

المستقر اي  اي ان العناصر المختلفة في المنطلق يجب ان يكون لها صور مختلفة في

x1ان  x2         F(x1)   f(x2)   

 

 معرفتين كالاتي : f,g:A       Bو  A={3,5,8}   ،B={1,2,4,6}اذا كانت: مثال

 f={(3,1),(5,4),(8,2)}  ،g={(3,2),(5,2),(8,4)} 

 اي الدالتين متباينة ؟

 

 

    

 

 

 

 x1,x2 ЄAدالة متباينة لانه لكل   f: لحلا

x1 x2         F(x1)   f(x2)   لاحظ انf(3)=1,f(5)=4,f(8)=2   

لانه  متباينةليست  g، لكن الدالة Bله صورة مختلفة في  Aاي ان لكل عنصر في 

g(3)=g(5)=2    

 Bلهما نفس الصورة في  Aه يوجد عنصرين مختلفين في اي ان

 

A              f              B    

3 
5 
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معرفة  Bالى  Aدالة من  fو A={xЄR|-2≤x≤5}  ،B=R: اذا كانت  مثال

f={(x,y)ЄAxB|y=xبالشكل  
3
 دالة متباينة ؟f ، هل ان  {

 

    f(x1) = f(x2)متباينة لان اذا فرضنا  f:  الحل

 x1
3
=x2

3
          x1=x2 فأنf(x1)=f(x2)           x1=x2 وعليه فأنf .دالة متباينة 

 

g(x)=3xدالة معرفة بالشكل  g:[-2,2]         R: لتكن مثال 
2
اختبر فيما اذا   1+

 شاملة ؟ gكانت الدالة 

 فأن   x1=-2  , x2=2ليست شاملة لان لو اخذنا  g:  الحل

g(x1)=g(-2)=13          

g(x2)=g(2)=13               اي انg(x1)=g(x2)     لكنx1    x2 

x1 بحيث ان  x1,x2 Є Aاي انه يوجد عنصران مختلفان       x2  لكن

g(x1)=g(x2)   اذنf ليست متباينة 

 

 One-One Correspondenceالدالة المتقابلة  1.6.1
 دالة متباينة وشاملة. fكانت دالة تقابلاً اذا وفقط اذا  f:A       Bتسمى الدالة    

 

 مُعرفة بالشكل :f:A        B و B={1,2,3,4}و  A={a,b,c,d}: لتكن مثال 

f= {(a,3),(b,1),(c,4),(d,2)}          لاحظ انf  دالة متباينة )لكل عنصر فيA 

دالة متقابلة  fدالة شاملة )المستقر = المدى( اذن  f( و Bيوجد صورة واحدة فقط في 

. 

 

 

 

 

 

 

 B={2,4,6,8,. . .}و  A={1,3,5,7,. . .}: اذا كانت   مثال

 f = {(x,y) Є AxB |y=2x} دالة مُعرفة بالشكل :f:A        B و       

 بين فيما اذا كانت تقابل ؟       

فلا يوجد  y=4لا تكون تقابلاً لانه ليست شاملة ، فأذا أخذنا  f: لاحظ ان  الحل

 .f(x)=4يث بح Aفي  xعنصر 

A              f              B    

a 
b 
C 
d 

1 
2 
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 دالة مُعرفة بالشكل :g:A        B : لتكن مثال

 g={(x,y) Є AxB |y=x+1} 

 دالة متقابلة ؟ gمعرفتين في المثال اعلاه ، هل ان  Bو Aو        

 

يكون صورة  Bتقابل لانها شاملة ومتباينة ، حيث ان كل عنصر في  g:  الحل

 دالة شاملة . gوان المستقر = المدى ، اذن  Aلعنصر واحد في 

 

 Identity Functionالدالة الذاتية  1.6.1
 

 xЄAلكل  f(x)=xاذا وفقط اذا كان  Aدالة ذاتية على  f:A       Aتسمى الدالة     

 .Aللدلالة على الدالة الذاتية على   IAويستخدم الرمز 

 

 تية.دالة ذا f:A       Aاذن  f={(1,1),(3,3),(5,5)} و A={1,3,5}: لتكن  مثال

 

 

 

  

 

 

 Constant Functionالدالة الثابتة  1.6.5
 

بحيث لكل  Bفي  bدالة ثابتة اذا وفقط اذا وجد عنصر  f:A      Bتسُمى الدالة      

xЄA  يكونf(x)=b. 

 

اي ان   f={(x,y)ЄRxR|f(x)=2}ومعرفة بالشكل  f:R     R: لتكن مثال 

f(x)=2  لكلxЄR  اذنf دالة ثابتة 

 

 دالة ثابتة فأن : f:A        Bاذاكانت  ملاحظة :

 غير متباينة. fمحتوية على اكثر من عنصر فأن  Aاذا كانت  (1

 غير شاملة . fمحتوية على اكثر من عنصر فأن  Bاذا كانت  (2

 

 

1 
3 
5 
 

1 
3 
5 
 

A              f              A    
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 Inclusion Functionدالة الاحتواء  1.6.6
بدالة  f:A     Bفتسمى الدالة  Bمجموعة جزئية غير خالية من  Aاذا كانت    

 . xЄAلكل  f(x)=xالاحتواء اذا وفقط اذا كان 

 

 fهل ان  f={(x,y)ЄNxZ|y=x}دالة معرفة كالاتي :  f:N       Z: لتكن  مثال

 دالة احتواء ؟

 دالة احتواء .fفأن  xЄR  لكل f(x)=xوان  NZ: بما ان  الحل

 

 الة معرفة كالاتي :د f1:[-2,2]        R: اذا كانت مثال 

f={(x,y)ЄAxB|y=x}          هل انf دالة احتواء 

 [2,2-]: بما ان الحل    R  وf(x)=x  فأنf دالة احتواء 

 

 دالة احتواء فأن : f:A        B: لتكن  ملاحظة

 f=IAفأن  A=Bاذا كانت  (1

2)  f دالة متباينة 

 دالة غير شاملة ؟ fفأن  ABاذا كانت   (3

 

 Absolute Value Function  دالة القيمة المطلقة    1.6.7
 بالشكل : Rدالة معرفة على  f و A=B=Rلتكن     

f={(x,y)ЄRxR|y=|x|} : اي ان 

y=f(x)=








0;

0;

xx

xx
       ،f  تسُمى دالة القيمة المطلقة 

 

 Inverse Functionالدالة العكسية  1.6.8
fدالة متقابلة فأن  f:A       Bلتكن     

-1
:B       A . تسمى دالة عكسية 

 

ومعرفة  Bالى  Aعلاقة من  A={a,b,c,d}  ،B={2,3,5}  ،f: لتكن  مثال

 f={(a,2),(c,3),(b,2),(d,5)} بالشكل الاتي :

 ولها العلاقة العكسية  Bالى  Aدالة من  fلاحظ ان 

f
-1

={(2,a),(2,b),(3,c),(5,d)}      
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fلاحظ ان  
-1

 له صورتين مختلفتين. 2لان العنصر  Aالى  Bليست دالة من  

fويعود سبب كون 
-1

التي هي ليست متباينة اي انها ليست  fليست دالة الى الدالة  

 تقابل .

 

 

 

 

 

 

 

 g={(a,1),(b,2),(c,3)}و   B={1,2,3,5}و A={a,b,c}: لتكن  مثال

gلها  العلاقة العكسية
-1

={(1,a),(2,b),(3,c)}    

 

gلاحظ ان 
-1

ليس له صورة في  5ЄBوذلك لان العنصر  Aالى  Bليست دالة من  

A  وهذا يعود لكونg .ليست شاملة 

 

  

 

 

 

 

مما تقدم اعلاه يمكننا ان نستنتج ان الدالة العكسية تكون موجودة فقط عندما تكون      

 الدالة الاولى متقابلة .

 

Є f (x,y)، اذا وفقط اذا كان   Є f (x,y) دالة فأن : f:A        B: لتكن  ملاحظة
-1

  

x=fاذا وفقط اذا كان  y=f(x)وبعبارة اخرى 
-1

(y)  

 

 معرفة كالاتي : ℝعلاقة على  f: لتكن  مثال

f = {(x,y) Є ℝ×ℝ |  y= x
3
 } 

 اذن :  

f
-1

 = {(x,y) Є ℝ×ℝ |  x= y
3
 } 

A              f              B    

a 
b 
C 
d 
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b 
C 

1 
2 
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A              g              B    
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ℝ           ℝ: fبما ان 
-1

ℝ           ℝ: fدالة اذن الدالة  
 

 لها معكوس 

 

 معرفة كالاتي : ℝعلاقة على  g: لتكن  مثال

g = {(x,y) Є ℝ×ℝ |  y= x
2
 } 

 اذن :  

g
-1

 = {(x,y) Є ℝ×ℝ |  x= y
2
 } 

 هي علاقة عكسية

 

ℝ           ℝ: g بينما 
-1

  x=4 , y1=2 , y2=-2وذلك لو فرضنا ان دالة ليس  

Є g (2-,4)فان 
-1

  ˄ (4,2) Є  g
-1    

 

ℝ           ℝ : gوعلية تكون الدالة    2 ≠  2-ولكن 
  

 ليس لها معكوس  

 

 تثغطي المبرهنة التالية الشرط الكافي والضروري الى الدالة لكي بكون لها معكوس

 

 (1-1مبرهنة ) 1.7

 تقابلاُ . f : A        Bعكسية اذا وفقط اذا  f : A       Bتكون الدالة       

 

 البرهان 

fدالة عكسية اذن  f : A       Bنفرض ان  
-1

 : B       A  يكون دالة ، لكي يكونf 

: A       B  تقابلاً فيجب ان نبرهن على انه دالة متباينة وشاملة ، سنبرهن اولاً على

  f(x)=f(x1)حيث ان  Aعنصران في  xو  x1انه دالة متبايتة لذا نفرض ان 

            f(x)=f(x1)= yنفرض ان و

 

 Є  f ˄ (x1,y) Є   f  (x,y)اذن      

 ومن تعريف العلاقة العكسية يكون :

(y,x)  Є  f
-1

 ˄ (y,x1) Є   f
-1

 

fبما ان 
-1

 علاقة تابعية  

 فاذن 

(y,x)  Є  f
-1

 ˄ (y,x1) Є   f
-1

                x=x1 
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دالة شاملة لذا  f : A       B، سنبرهن على ان دالة متباينة  f : A       Bاذن يكون 

fوبما ان  Bعنصر في  yنفرض ان 
-1

 : B       A تطبيق 

∈ 𝑥 𝜖 𝐴∃اذن  (𝑦, 𝑥) ∈  𝑓−1  

∈ 𝑥 𝜖 𝐴∃اي انه 𝑦 = 𝑓(𝑥) 
 تطبيقاً شاملً  f : A       Bوعليه تكون الدالة 

 
 لى التطبيق تقابل وسنبرهن ع f : A       Bوبصورة معاكسة نفرض ان 

f : A       B   معكوس 

fاي يجب ان نبرهن على ان 
-1

 : B       A  يكون دالة 

 

 Bعنصر في  y)أ( نفرضان 

 دالة شاملة  f : A       Bبما ان      

∈ 𝑥 𝜖 𝐴∃اذن     𝑓(𝑥) = 𝑦 

 

∈ 𝑥 𝜖 𝐴∃اي انه  (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑓 

∋ (x,y)ولكن  𝑓 → (𝑦, 𝑥) ∈  𝑓−1 

∈ 𝑥 𝜖 𝐴∃اذن  (𝑦, 𝑥) ∈ 𝑓−1 

B =dom fاي ان  
-1 

 

f)ب( لكي نبرهن على ان 
-1

 : B       A علاقة تابعية نفرض ان : 
 (y,x1)  Є  f

-1
 ˄ (y,x2) Є   f

-1
                 

Є  f  (x1,y)اذن  
 
 ˄ (x2,y) Є   f                 

f(x1)  =  yاي ان 
 
 ˄   f(x2) =y                

 

      f(x1) = f(x2)وعليه يكون 

 دالة متباينة  f : A       Bوبما ان 

 x1 =x2اذن  

 

Є  f  (y,x1)اي ان   
-1

 ˄ (y,x2) Є   f
-1

                x1=x2 

fاذن 
-1

 يكون علاقة دالية 

fوعليه يكون 
-1

 : B       A دالة 
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 (1-2مبرهنة ) 8.1

fدالة عكسية فأن   f : A       Bاذا كان 
-1

 : A       B . ًشاملا 

 

fدالة معكوسة فمن التعريف   f : A       B  نفرض ان : البرهان 
-1

 : A       B 

 يكون دالة .

f  وسنبرهن الان على ان
-1

 : A       B   تقابل 

 

 بحيث : Bعنصر في  yو  y1نفرضان كلاً من )أ( 

    f
-1

(y) =f
-1

(y1)    

fونفرض ان    
-1

(y) =f
-1

(y1) = x 

ϵ f  ˄ (y1,x) ϵ f (y,x)اذن   
-1   

 

 

 ومن تعريف العلاقة النظيرة ينتج ان : 

 (y,x) ϵ f  ˄ (x,y1) ϵ f
     

 

  y = f(x) ˄ y1 = f(x)اي ان 

 y = y1اذن    

fاذن الدالة 
-1

 : A       B متباين 

 

 Aعنصر في  x)ب( نفرض ان 

 دالة فيوجد   f : A       Bبما ان    

  ∃𝑦 𝜖 𝐵 ∋ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑓 
 ومن تعريف العلاقة النظيرة نستنتج ان :  

(𝑦, 𝑥) ∈ 𝑓−1 
 

∈ 𝑦 𝜖 𝐵∃اي انه    (𝑦, 𝑥) ∈ 𝑓−1 

∈ 𝑦 𝜖 𝐵∃وبعبارة اخرى     𝑓−1(𝑦) = 𝑥 

fاذن تكون الدالة 
-1

 : B       A  ًشاملا 

 

 (1-1(مبرهنة  9.1

 دالة عكسية فأن :  f : A       Bاذا كان     

f)أ( 
-1

 o f = IA  

f o f)ب( 
-1

 = IB 
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 البرهان 

 دالة معكوسة   f : A       B)أ( بما ان 

f ذن ا   
-1

 : B       A يكون دالة 

fوان     
-1

 o f : A       A  يكون دالة 

 

 f(x) = yوان  Aعنصر في  xنفرض ان 

(f
-1

 o f) (x) = f
-1

(f(x))        

(f
-1

 o f) (x) = f
-1

(y)        

          =  x             

 دالة  IA  :  A        Aبما ان 

   IA(x) = xاذن 

∋ x  ∀اي ان  A , (𝑓−1 o f)(x) =  𝐼𝐴(x)   

 فمن مبرهنة سابقة ينتج ان : 

                        f
-1

 o f = I 

 البرهان فرع )ب( للطالب .يترك 

 

  المجموعة النظيرة  1.10
   

فأن مجموعة جميع  Bمجموعة جزئية من  Dدالة ولتكن  f : A      Bليكن        

تسُمى المجموعة النظيرة  Dالتي تنتمي صورة كل عنصر منها الى   Aالعناصر في 

 f : A      B ( ،The inverse image of D underبفعل الدالة  Dالى 

 f : A      B) ويرمز لها بالرمز )f
-1

(D)  

 

 وبعبارة اخرى :

f
-1

(D) = {x ϵ A| f(x) ϵ D}                       

 

تحتوي على  Bمجموعة جزئية  من  Dدالة وان  f:A        B: اذا كان  ملاحظة

fفسوف نستعمل الرمز    D = {b}حد فقط مثلاً  عنصر وا
-1

(b)  بدلاً من الرمز 

f
-1

{(b)}  وذلك لغاية الاختصار 

 

 دالة    f :  ℝ       ℝاذا كان  : مثال

∋ 𝑥 ∀بحيث   ℝ   𝑓(𝑥) =  𝑥2 + 1      
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fفان  
-1

(17) ={xϵ A | f(x)=17} 

= { xϵ A | x
2
 +1 =17} 

={-4,4}                       

 

fكذلك       
-1

({5,10}) = { x ϵ A | f(x) ϵ{5,10}} 

={xϵA | x
2
+ 1 = 5 ν x

2
 + 1 =10} 

={-2,2,-3,3}
                                           

  

 

 (1-1(مبرهنة  11.1

 Yمجموعة جزئية من المجموعة  C ,Dدالة ولتكن كل من  f : X      Yليكن      

fفان  C =Dفاذا كان 
-1

(C) = f
-1

(D) 

 

 :البرهان 

 C = Dنفرض ان 

x ϵ fونفرض ان 
-1

 (C) 

x ϵ fفمن تعريف الصورة النظيرة فان 
-1

(D)    اذن 

x ϵ f
-1

(C)           x ϵ f
-1

(D)                              

 اي ان 

(1)    f
-1

(C) ⊊ 𝑓−1(𝐷)              

 

 بصورة مماثلة ينكن برهنة 

(2)    f
-1

(D) ⊊ 𝑓−1(𝐶)              

 ( ان : 2( و)1ينتج من )

     f
-1

(C) = 𝑓−1(𝐷)                

 

𝑓−1(D)            f = كاناذا  ملاحظة :
-1

(C) الضروري ان يكون  فليس منC 

= D  كما في المثال التالي 

 

 مثال :

 | f(x) = | xدالة معروفة بحيث     f :  ℝ       ℝ ليكن

 D =(-2 ,1)              C = (0,1)وليكن 
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fفأن 
-1

(0,1) = (-1,1) 

f
-1

(-2,1) = (-1,1)      

 

fلاحظ ان 
-1

(0,1) = f
-1

 (2,1) 

     (2,1-) ≠ ( 0,1)ولكن

 

 Composite Functionsوال د يب الترك 11.1

 دالة اخرى فأن g:B       Cدالة و  f:A        Bلتكن      

 gof :A        C  دالة 

 

 

 

 

 

 

 

 

gof  يسمى تركيب الدالتينf وg  ويعُرف بالشكل(gof)(x)=g(f(x)) 

 

 حيث ان : ho(gof)وبنفس الطريقة يمكننا تركيب اكثر من دالتين فمثلاُ 

(hog)of=ho(gof)                            

 

f(x)=2xدالة معرفة بالشكل  f:R      R: لتكن مثال
2
دالة اخرى  g:R     R و  1+

 فأن  g(x)=x-3معرفة بالشكل 

 

(gof)(x) =g(f(x))=g(2x
2
+1)=2x

2
+1-3 = 2x

2
-2                

 

f(g(x))=f(x-3)=2(x-3) =(x)(fog)و     
2
+1=2x

2
-12x+19                

gof  لاحظ ان    fog  

 اي تركيب الدوال غير ابدالي.

 

 

A            f          B          g           C                     
 
 
 
 
 
 
 

gof                                     
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 ( 1-5مبرهنة ) 11.1

فأن  h:C    Dو  g:B     Cو f:A      Bثلاثة دوال  h,g,fلتكن    

(hog)of=ho(gof)                     

 

  يكون x Є A: لكل البرهان 

             [f(x)](hog) = (x)[of(hog)]الطرف الايسر :

= h[g(f(x))]                                   

 

             h[(gof)(x)] = (x)[ho(gof)]الطرف الايمن :

= h[g(f(x))]                                   

 

 لاحظ ان الطرف الايمن = الطرف الايسر

                               of=ho(gof)(hog)اي ان 

 

f(x)=4xدالة معرفة بالشكل  f:N       Nاذا كانت  مثال 
2

 و x Є Nلكل  

g:N        N   دالة اخرى معرفة بالشكلg(x)=3x+1  لكلx Є N  فان 

 

gof:N        N  ايضاً دالة وان(gof)(x) = g(f(x)) 

=g(4x
2
)=3(4x

2
+1)  = 12x

2
+3        

 

 ( 1-6مبرهنة ) 3.14

 دالة اخرى متباينة فأن  g:B       Cدالة متباينة و f:A       Bليكن     

gof:A      C .ًدالة متباينة ايضا 

 

 بحيث  Aعنصران في  x1  ،x2: لنفرض  البرهان

(gof)(x1)=(gof)(x2)             

 go(f(x1)) = g(f(x2))من تعريف تركيب الدوال 

 

   f(x1)=f(x2)دالة متباينة فأن  gوبما ان 

  x1=x2دالة متباينة فأن fبما ان 

 دالة متباينة. gofاذن التركيب 
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 ( 1-7مبرهنة ) 15.1

دالة  gof:A        Cدالة شاملة فأن  g:B     Cو f:A       Bليكن كل من     

 شاملة ايضاً.

 

 Z Є C: لتكن  البرهان

(g   )شاملةZygBy  )( 

yxfAxايضاً شاملة   fوبما ان   )( 

 

))(())(( xgofxfgZAx  

 دالة شاملة gofاذن 

 

 ( 1-8مبرهنة ) 61.1

دالة متقابلة  gofدالة متقابلة فأن  g:B      Cو f:A      Bاذا كانت كل من     

 ايضاً.

 : يتُرك للطالب البرهان

 

 ( 1-9مبرهنة ) 71.1

دالة  gofالة فأنه اذا كان التركيب د g:B      Cو f:A      Bاذا كانت كل من    

 دالة متباينة ايضاً .  fمتباينة فأن 

 

 بحيث ان Aعنصران في  x1 ،x2: لنفرض ان  البرهان

               f(x1)=f(x2) 

g(f(x1))=g(f(x2))          
 

 (x2)(gof)=(x1)(gof)ومن تعريف التركيب نحصل 
 gof  دالة متباينة اذنx1=x2  اي انf دالة متباينة 

 

 ( 1-10مبرهنة ) 81.1

 شاملة .g دالة شاملة فأن  (gof)اذا كان 

 Z Є C: لتكن  البرهان

(gof   )شاملةZxgofAx  )( 
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                  ZxfgAx  ))(( 

 دالة شاملة gاذن             دالة شاملة    f(x)Є Bبما ان 

 

 نتيجة    91.1

 (gofدالة اخرى فأنه اذا كان التركيب ) g:B     Cدالة و f:A     Bاذا كانت     

 دالة شاملة .  gمتباينة و fدالة متقابلة فأن 

 

دالة متقابلة اي انها متباينة وشاملة اذن من المبرهنة السابقة اذا  gof: بما ان  البرهان

 شاملةg دالة شاملة فأن  gofمتباينة و fفأن  دالة متباينة gofكانت 

 

 عكس النظرية غير صحيح حسب المثال التالي : ملاحظة

 

  f(x)=xومعرفة  f:R      Rلتكن  مثال :

   g:R      R   ومعرفةg(x)=x
2

 دالة بحيث  gof:R      Rفأن  

(gof)(x)=g(f(x)) = g(x)=x
2
لة لكن دالة شام gدالة متباينة و  fلاحظ ان    

 ليست متباينة لان  gofالدالة 

(gof)(-2)=(-2)
2
(2)=(2)(gof)و  4=

2
=4 

 لا يكون دالة متقابلة gofاذن   2 -2لكن 

 

 

 

 
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f(x)=xومعرفة بالشكل  f:R        Rلتكن  :1س
2
 غير متباينة؟f(x)اثبت ان 1-

 

 بالشكل : ومعرفة f:[-1,1]        Rلتكن : 2س

f(x)=x
2

g(x)=xومعرفة كالاتي  g:[-3,-1]      Rو  
3

اي من الدوال اعلاه  

 متباينة ؟

 

f(x)=x   معرفة كالاتي : fو B={0,1,4,9} و  A={0,1,2,3}لتكن  :3س
2

 

fدالة عكسية ثم جد  fبرهن ان 
-1

(x) ؟ 

 

 دالتين معرفتين بالشكل الاتي f ,g:R         Rاذا كانت : 4س

 f(x)=x
2
+3x+1 وg(x)=2x-3  جد كلاً منfog  ،gof ،gog  ،fof ؟ 

 

h:Rلتكن : 5س
2
      R

2
h(x,y)=(xومعرفة كالاتي  

2
,2y)  بين فيما اذا كانتh 

 دالة متباينة ؟ شاملة ؟ متقابلة ؟

 

 f،gدالة ، يعُرف حاصل ضرب  g:C      Dو  f:A        Bلتكن كل من : 6س

  c×A Є((x,y( لكل g)(x,y)=(f(x),g(y))×f  كما يلي :

 D×Bالى  c×Aدالة من  g×fبرهن على ان 

 

f: R        Rاذا كانت : 7س
2

g:R      Rو f(x)=(x,2x-1)دالة معرفة بالشكل  
2

  

 )ان وجدا( ؟gof  ، fog،جد  g(x)=(x,sinx)دالة اخرى معرفة كالاتي  

 

 متقابلة ؟دالة fهل  f(x)=5x-3دالة معرفة بـ f:Z        Zلتكن : 8س

 

f(x)=eومعرفة  f:R        Rاذا  : 9س
2x

 دالة متباينة؟ شاملة ؟ متقابلة ؟ f،هل ان 

 

 

 

 أسئلة الفصل الثالث
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 عين نوع كل من الدوال التالية من خلال مخططاتها؟: 10س

 
 

 اكمل المخططات التالية بحيث تحصل على نوع التطبيق المطلوب :11س 

 
  

   E={0,1,5}و     F={-7,5,7,9} :12س

1) F={-7,5,7,9}   وE={0,1,5}  

R  علاقة منE  الىF : حيثR(x,y)        x
2
+y

2
=50 

 بين صحة العلاقات التالية :

 دالة R وG={(1,7),(5,5)} -ب ليست دالة RوG={(1,-7),(1,7),(5,5)} -أ

 ضع القيمة المناسبة )ص او خ( امام مجموعة التعريف المقترحة ؟ (2

f  دالة للمجموعةIR تعريف مجموعة ال في نفسها

 المقترحة

 القيمة

1

321
)(

1

1
)(

)(

8)5()(

2

2













x

x

x
xf

x
xf

xxxf

xxf

 

D=IR-{8}       

            

D={0}            

            

D=IR-{1}    

D=IR-{0,1}   

 

   3 )f وg  تطبيقان للمجموعةIR- }
2

3
-IRفي  } }

3

1
 بحيث : }

        
96

102
)(






x

x
xf و

96

13

3

1
)(




x
xg 
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(احسب  - أ
5

2
(f  ثم حل المعادلة

2

5
)( xf ؟ 

 ؟ g=fأثبت ان   -ت   شاملة ، هل هي متباينة ؟ fأثبت ان  - ب

 

        g: (2,+∞)      (0,+∞) |  f: (0,+∞) تطبيقان بحيث : gو f :13س

(2,+∞)              2
6

)(
4

30
)(

2





x
xf

x
xg 

)17(17تحقق ان  -أ   f    

 f(n)>4التي تحقق  nعين الاعداد الطبيعية -ب  

 (nЄ{1,2}ومنه  n<3)الجواب: نجد 

 :g[f(6)]=g(3)=6 ))الجواب(x)(gof)احسب -ج    

 

 : f(x)=||x|-1|+3في نفسها حيث : IRتطبيق للمجموعة  f: 14س

          f(4)و f(-1)احسب  -أ

 ∀ xЄIR    f(-x)=f(x)اثبت ان -ب 
 f(x)بحيث  xعين -ج
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 مقدمة  4.1

فبل ان نعرف الدقل لا بد ان نعرف الزمرم ، ونؤكد على ان الزمرم من الن .       
الريا ي  التي تدقه وروطاً معين  وان الن ا. الريا ي يتكون من عملي  ثنا ي  او 

 ا ي  اكثر ، لذلب سنبد  بتعريف للعملي  الثن
  

  Binary Operationالعملية الثنائية  1.1
 

 A  على المجموع   *اه مجموع  غير االي  ويقصد بعملي  ثنا ي   Aلتكن      

هذه الدال  تُاصص لاه زوج مرت  من عناصر   A       A×* :Aدال  :   
A عنصراً وادداً لقط ليA  
 (Aتج يج  ان يكون لي ) اه ان النا  Є A (a,b)لكل  Є A (a*b)اه ان     

 
هي عملي  الجمت  هل ان *   مجموع  الاعداد الطبيعي  والعملي  * Nلتكن  مثال :

 ؟ Nعملي  ثنا ي  على 

 
 , N        N×*:N N={0,1,2,…} الدل :

*(a,b)=a+b                    
 اي اً عدد طبيعي (a+b)عددين طبيعيين لضن  a,bوبما ان 

   Nلي  ثنا ي  على اذن عملي  الجمت عم 
 

لتكن * هي عملي  الطرح المعرل  على مجموع  الاعداد الطبيعي  ، هل ان *  مثال:
  Nعملي  ثنا ي  على 

 
 N={0,1,2,……..}و        :ـN       N×N الدل:

 4-و        ـ    4-=1-5=(1,5)   N 

  Nاذن عملي  الطرح غير ثنا ي  على 

 

 الرابعالفصل 

  Real NUMBERS  الاعداد الحقيقية
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مجموع  منتهي  اه لها عدد مددد من العناصر ، لبالإمكان  Aاذا كانت  :ملاد   
 وصف العملي  الثنا ي  بجدول  

 
 

 كما يلي : Aالعملي  * معرل  على  A={0,1,2,3}لتكن  مثال :
a*b(  اصغر بافي فسم  =a+b على )4  

 ؟ Aهل ان * عملي  ثنا ي  على 

 نعمل الجدول التالي : الدل :
3 2 1 0 * 

3 2 1 0 0 

0 3 2 1 1 

1 0 3 2 2 

2 1 0 3 3 

 a,bЄAلكل  a*bЄAمن الجدول نلاد  ان 
*   عملي  ثنا ي  علىA  

 
هي عملي  الجمت   هل  Aعلى  المعرل     والعملي  * A={-1,0,1}لتكن  مثال :

 ؟ Aان * عملي  ثنا ي  على 

 تكون جدول العملي  * الدل :
1 0 1- + 

0 1- 2- 1- 

1 0 1- 0 

2 1 0 1 

    2-=(1-)+1-=(1-)*(1-)لاد  

  Aاذن عملي  الطرح ليست ثنا ي  على  A   -2 وان
 

 Mathematical Systemالنظام الرياضي  1.1

هو عبارم عن مجموع  ليست االي  مت عملي  واددم او اكثر من العمليات      
   على هذه المجموع  الثنا ي  المُعرل

ويُرمز له  A ≠ Φالن ا. الريا ي ذو العملي  * والمعرل  على المجموع      
 ( يُسمى ن اماً ريا ياً ذا عملي  واددم *,Aبالزوج المرت  )
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لضن الن ا. الريا ي يُكت  بالوكل  Θمثل * و  Aواذا كانت هناب عمليتين على 
(Θ ،*،Aويسمى ن اماً ريا ياً ذا عمليت ) ين 

 
( ان م  ريا ي  لان عملي  الجمت عملي  ثنا ي  اما ,Q( و )+,Z( و )+,N)+ مثال :

(N,- لا تمثل ن اماً ريا ياً وذلب لان عملي  الطرح ليست ثنا ي  على )N  

 
 انواع العمليات الثنائية 1.1.1
 يُقال ان : Aعملي  ثنا ي  على   مجموع  و * Aلتكن      

a,bلكل  a*b=b*a( اذا ولقط اذا كانabelian( * عملي  تبادلي  )1  A 
  c=a*(b*c)*(a*b)( اذا ولقط اذا كان Commulative( * عملي  تجميعي  )2

 a,b,c Є Aلكل 

  
هي عملي  ال ر  المعرل  على   و* A={0,1}: لتكن  مثال

  a,b Aلكل  a*b=b*aلضن  Aالمجموع  
 Aاذن عملي  ال ر  هي عملي  ابدالي  على    

 
و* عملي   ر   )2×2مجموع  المصفولات من الدرج  ) X: لتكن  مثال

  Xالمصفولات ، هل ان * عملي  ابدالي  على 

و * ليست  A,BXلكل  X (A*B): لاد  ان * عملي  ثنا ي  لان  الدل

 ابدالي  لانهُ اذا كانت 










































































11

11

00

11

01

01

00

02

01

01

00

11

00

11
,

11

01

BA

AB

AB

 

 
 AB ≠ BAاه ان     
لكل   C=A*(B*C)*(A*B)اذن * عملي  غير ابدالي  لكنها تجميعي  لان     

A,B,CX 

1 0 * 
0 0 0 

1 0 1 
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  The Groupالزمرة  1.1

دس  تلب تتصف بع  الان م  الريا ي  بصفات معين  لتضاذ اسماءاً ااص       
 الصفات ومن  ه. هذه الان م  الزمرم 

 مت العملي  الثنا ي  * المعرل  عليها والتي تدقه: Aوهي عبارم عن المجموع      

 
 لضن : a,b,c ЄA( اه اذا كان Cumulative( * عملي  تجميعي  )1

(a*b)*c=a*(b*c)                                 

 ( Identity element( العنصر المدايد )2
 aЄAلكل  a*e=e*a=a بديف ان  eЄAيوجد 

AaaaeeaAeاو   ,** 

 (Inverse element( العنصر الن ير)3
  a*b=b*a=eبديف ان : bЄAيوجد  aЄAلكل 

eabbaAbAaاو   ** 

b  يسمى العنصر الن ير للعنصرa 

 
لي  الثنا ي  المعرل  ( تُسمى تبادلي              كانت العم*,A: الزمرم )ملاد   

 عليها تبادلي  
 

هي  Z( زمرم ابدالي  ديف ان +,Zبين ليما اذا كان الن ا. الريا ي ) مثال:

 مجموع  الاعداد الصديد  ؟
 ( عملي  الجمت عملي  تجميعي 1

 ;,, Zcba  (a+b)+c=a+(b+c) 

2 )
ZaaaaZ  000

 

 صفر( تملب عنصر مدايد هو ال+,Zاذن )

3 )
eaaaaZaZa  0)(,

( +,Zاه ان ) 
 ( توكل زمرم وبما ان +,Zتملب عنصر ن ير وهو الصفر ، اذن )

a+b=b+a  لكلa,b Є Z  اذن عملي  الجمت ابدالي  علىZ 

 ( توكل زمرم ابدالي +,Zاذن )
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هي عملي  الرلت لاس صديح  *( زمرم ديف *,Nبين ليما اذا كان الن ا. ) مثال :
 موج   
   a,b,c Є Nلتكن  الدل :

(a*b)*c=(a)
b
 *c=(a

b
)
c
=a

bc
      

cc bbc aabacba  )()(*)*(* 

 c ≠a*(b*c)*(a*b)لاد  ان 
  Nاه * ليست تجميعي  على 

 ( ليست زمرم *,Nاذن )

 
بالوكل  Zمجموع  الاعداد الصديد  و* عملي  ثنا ي  مُعرل  على  Z: لتكن مثال 

a*b=a+b+1  ( هل ان ،A,*تُوكل زم )رم ابدالي  ؟ 

 
    c = a*(b*c)*(a*b)( * عملي  تجميعي  لان 1: الدل

                    c=(a*b)+c+1*(a*b)الطرف الايسر: 

=a+b+1+c+1                                      
=a+b+c+2                                          

                  a*(b*c)=a+(b*c)+1الطرف الايمن: 

=a+(b+c+1)+1                                 
=a+b+c+2                                        

 الطرف الايمن = الطرف الايسر
 
 ( يوجد العنصر المدايد2

ZaaaeeaZe  * 

a*e =a+e+1=a                  

e+1=0                  e=-1              

 هو العنصر المدايد e=-1ان  وللتدقه من
a*e=a*(-1)=a+(-1)+1=a-1+1=a 

    a*b=e=-1اذن    aن ير العنصر  b( ليكن 3

a*b=a+b+1= -1                           
a+b+1=-1                            

 
b=-2-a 
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 aهو ن ير    b=-2-aوللتدقه من ان 

a*b=a*(-2-a)                           

a+(-2-a)+1=a-2-a+1 =-1         

                a*b=-1=eاه ان 
 توكل زمرم (*,Z)اذن 
            a*b =a+b+1الان 

=b+a+1=b*a          
 توكل زمرم ابدالي  (*,Z)اذن  Zاه ان * عملي  ابدالي  على 

 
  |G={A  ذات عناصر دقيقي 2) × 4مصفول  من الدرج ){A:لتكنمثال 

 توكل زمرم ؟ +,G)هل ان )
  ( عملي  جمت المصفولات تجميعي 1 الدل :

CBACBA

GCBA

*)*()*(*

,,





 

 ( العنصر المدايد هو المصفول  الصفري 2











00

00

00

00
e 

A+e = 










2423

1413

2221

1211

aa

aa

aa

aa









00

00

00

00

 

 A ,    GA=








2423

1413

2221

1211

aa

aa

aa

aa

= 

 ( وجود الن ير لكل عنصر 3




























2423

1413

2221

1211
;

2423

1413

2221

1211

aa

aa

aa

aa
AB

aa

aa

aa

aa
A

 بديف ان
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A+B=A+(-A)= 



























2423

1413

2221

1211

2423

1413

2221

1211

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

  

= 








00

00

00

00

                                         
 

 ( تُوكل زمرم+,Gاذن )

 
 بالوكل التالي: A، * معرل  على المجموع   A={0,1,2,3}لتكن  مثال :










44

4
*

baifba

baifba
ba


 

 ( كون جدول العملي  *1
 ( اوجد العنصر المدايد ان وجد2
 A( اوجد ن ير كل عنصر من عناصر 3

*a=3( دل المعادل  4
-1 
(1) 

 (       1الدل :

3 2 1 0 * 
3 2 1 0 0 

0 3 2 1 1 

1 0 3 2 2 

2 1 0 3 3 

 
 ( نلاد  من الجدول ان العنصر المدايد هو الصفر لان 2

Aaaaa  00* 

3 ) 

 3 2 1 0 العنصر

 1 2 3 0 الن ير
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4 )(1)
-1

*a=3+a  
3+a=3             a=3-3=0 

}=Zn  هي المجموع  :  Znلتكن مثال : 
________

1,,2,1,0 n  عملي  على ⨁، ولتكن  {

Zn : معرل  على الندو التالي 
___

cba     ديف انa+b=c+kn     وان كلاً منa  ، b ،c  ،k  ،n  عدد صديح
 لمثلاً : c<n≥0بديف 

   Zn={
______

5,4,3,2,1,0 } 

        


 253
_

 
                                                   2+6=8=5+3لان 

وكذلب                                       


 042
_

 
               0+6=4+2                لان               

 
 بعض مبرهنات الزمرة 1.5

 

 ( يكون وديداً *,Aالعنصر المدايد لي الزمرم ) (1-1مبرهنة ) 1.5.1

 
  èولنفر  عنصر مدايد اار  (*,A)عنصر مدايد للزمرم  eليكن البرهان : 

 
 è=e*è -----(1)عنصر مدايد لضن  eاذن اذا كان 

 eèe* -----(2)=ر مدايد لضن عنص èاذا كان      
 è=e( 2( و)1اذن من )

( للزمرمA,*عنصر مدايد وديد ) 

 
 لضنه :  a,b,c ЄA( زمرم وكانت *,Aاذا كانت ) : (1-1مبرهنة ) 1.5.1

1 )a*b=a*c             b=c 

2 )b*a=c*a             b=c 

 تُسمى هذه المبرهن  مبرهن  الااتزال
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 a' ن ير العنصر aمن تعريف الزمرم يوجد  a,b,cЄA: لنفر   البرهان

 )مُعطى(    a*b=a*c( بما ان 1
  a'a=(a*b)*'   (a*c)*اذن

(a'*a)*c=(a'*a)*b 
e*c=e*b     )الن ير( 

b=c  )العنصر المدايد( 
 ( يمكن برهانها بنفس الطريق 2

 
 وديد ؟( *,Aن ير اه عنصر لي الزمرم) ( :1-1مبرهنة ) 1.5.1

 
( واذا ل. يكن وديداً ، a' ن ير للعنصر a' )ЄAaاذن يوجد  ,aЄAليكن  البرهان :

 bوليكن  aاذن يوجد ن ير اار للعنصر 

1 )-----   a'*a=e   

2 )-----  b*a=e  
*a=b*a         'a     باستادا. ااصي  الااتزال 

=b            'a 

 اه ان ن ير اه عنصر لي الزمرم يكون وديد
 

 : a,bЄA( اذا كان لكل *,Aلي الزمرم) ( :1-1مبرهنة ) 1.5.1

  a'*bدل وديد هو  a*x=b( للمعادل  1)
  a'* bدل وديد هو  x*a=b( للمعادل  2)

 
  (*,A)عنصر مدايد للزمرم  eليكن  البرهان :

AaAa  ,' 

  a*x=bبما ان 
 a'*(a*x)=a'*bاذن      

(a'*a)*x=a'*b           

e*x=a'*b           
       x=a'*bاذن 

 ( 2)وبنفس الطريق  يمكن برهان 
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 لضن : a,bЄA( اذا كان لكل *,Aلي الزمرم) ( :1-5مبرهنة ) 1.5.5
(1 )(a')'=a  
(2 )(a*b)'=b'*a' 

   a'*(a')'=e------( 1(     )1):  البرهان

                     (2 )------ a'*a=e  

 )ااصي  الااتزال(  a'*(a')'= a'*a   وبالمساوام    
                       a='('a)اذن 

 

Abaاذن   ЄA (a,b)( ليكن 2)  )',( 

       (1 )------ (a*b)' * (a*b) =e 

(b'*a')*(a*b)=b'*[a'*(a*b)]             

=b'*[(a'*a)*b]            
=b'*[e*b]                   

=b'*b                         
      (2 )------ =e     
        (a*b)*('b'*a)=(a*b)*'(a*b)( ينتج :2( و)1من )

(a*b)'=b'*a'                                              
 

 وكالاتي : Zلتكن * عملي  معرل   مثال :

Zbaabbaba  ,,* 

 ( بين ان الصفر عنصر مدايد للعملي  *1
 ؟ 6هل يوجد ن ير للعدد  (2

 

Zaaaeeaعنصر مدايد لضنه  e=0( اذا كان 1الدل :  ,** 

a+0-(a)(0)= 0+a-(0)(a)=a             

a      =      a         =  a            
 *  الصفر عنصر مدايد للعملي 
    b*6 = 6*b =eاذن  6هو ن ير العنصر  b( لنفر  2

b+6-6b =0              6-5b=0            6=5b           b= Z
5

6
 

  6اذن لا يوجد ن ير للعنصر 
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 Field of real numbersحقل الاعداد الحقيقية   1.6

 
بعد ان تعرلنا على الزمرم كن ا. من اه. الان م  ذات العملي  الواددم   الان      

( ديف ان العملي  #,*,Aا ي اار من  ه. الان م  ذات العمليتين )سنضاذ ن ا. ري

الاولى * هي عملي  الجمت والتي عنصرها المدايد هو الصفر والن ير الجمعي 
  a–هو  aللعنصر 

( والن ير 1والعملي  الثاني  # هي عملي  ال ر  التي عنصرها المدايد هو )    
a)هو  aال ربي للعنصر 

-1
)  

 
 دقلاً اذا ولقط اذا تدقه : (*,+,A)يُسمى الن ا. الريا ي : Field الحقل 1.6.1

1( )A,+ زمرم ابدالي ) 
2×( )(A-{0},   زمرم ابدالي 
 تتوزت على العملي  +× ( العملي  3

 
 لا توكل دقلاً  ,+,Z))×بين ان مثال : 

      a,b,c ЄZ       (a+b)+c=a+(b+c)( عملي  الجمت تجميعي  لكل 1
  

Zaaaeeaeالعنصر المدايد  ( وجود2  ,,0 

3 )0)()(,  eaaaaZaZa 

 

Zbaabbaلان  Z( عملي  الجمت ابدالي  على 4  ,, 

 تُوكل زمرم ابدالي  (+,Z)اذن 
 ,Z-{0}))×الان لنضاذ 

cbacbaZcba( عملي  ال ر  تجميعي  1  )()(,,, 

 

Zaaaeeae( وجود العنصر المدايد 2  ,1 

 
 Z-{0}( عد. وجود الن ير ال ربي لي 3
 لا تُوكل دقلاً  ,+,Z))×لا توكل زمرم اه ان  ,Z-{0}))×اذن    
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 هي مجموع  الاعداد النسبي   Qدقلاً ديف  ,+,Q))×: بين ان الن ا. مثال 
 (+,Q): الدل 
 لانه  Qعملي  الجمت تجميعي  على  (1

)()(,, cbacbaQcba  

aaeeaeالمدايد  ( وجود العنصر2  ,0 

eaaaaQaQa( وجود الن ير 3  0)(, 

abbaQba( عملي  الجمت ابدالي  لان 4  ,, 

 توكل زمرم ابدالي  (+,Q)اذن   
 (Q-{0},x)الان 

,}0{عمل ال ر  تجميعي   (1)  Qba 

c(×b×a(=)c×b×)a 

aaeeaeوجود المدايد  (2)  1 

 وجود الن ير (3)

ea
aa

aQ
a

Qa  1
11

}0{
1

},0{ 

abbaQbaعملي  ال ر  ابدالي  لان  (4)  ,}0{, 

 توكل زمرم ابدالي  ,Q-{0}))× اذن   

 يُوكل دقلاً  ,+,Q))×اه ان     

 

 Rational Numbers Setمجموعة الاعداد النسبية    1.7
 

 انوهي اارج فسم  عددين صديدين اه  Qيُرمز لها بالرمز      









 0,,| bZba
b

a
Q 

,6,4: مثال 
2

5
,

2

7
...,


QZديف ان     

 : بين كل عددين نسبيين يوجد ما لانهاي  من الاعداد النسبي  ملاد   
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 lrrational Numbers Setمجموعة الاعداد غيرالنسبية  ٍ  1.8

 }=I×ر منته وغير مدور|عدد عوره غي× {وتُعّرف  Iيُرمز لها بالرمز     

7، الكسور العوري  ،    5,7: مثال 

22
....1428.3  

bعدد غير نسبي لضن  bعدد نسبي و a( اذا كان 1: ملاد   

1
 ،b-a ، 

 a-b  اعداد غير نسبي 

 

 a=2  ،b=√3 مثال :

  IbaIabI
b

 32,)23(;
3

11
 

رح عددين غير نسبيين ليس بال رورم ان يكون عدد غير ( داصل جمت وط2

 نسبي 
 

31,3: ليكن  مثال  ba اعداد غير نسبي 

Qbaلضنه   1313 

Qba  )132(313)31(3 

( داصل فسم  و ر  عددين غير نسبيين ليس بال رورم ان يكون عدد غير 3

 نسبي 

: ليكن  مثال cba ,
2

1
,2 

Qbaلضن   1
2

1
.2. 

Ica  22.. 

Qcc  1 

 اه ان مجموت الدقيقي  تومل الاعداد النسبي  والاعداد غير النسبي 
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IQR  

وسنذكر ليما يلي بع  البديهيات او الاواص على مجموع  الاعداد الدقيقي       
 منها :

 
 :ة الترتيب خاصي 1.8.1
 اعداد دقيقي  لضن : w,z,y,xاذا كان     
  x=y ,x>y ,x<y( واددم لقط من هذه العبارات تكون صادف  1

 y<xتعني  x>y( العبارم 2
 x+z<y+zلضن  x<y( اذا كان 3

 xy>0لضن  y>0و x>0( اذا كان 4

 x>zلان  y>zو  x>y( اذا كان 5

 (Z>0)اذا كان  xz<yzلضن  x<y( اذا كان 6
 (Z<0)اذا كان  xz>yzلضن  x<yاذا كان  (7
  xz>yw>0لضن  z>w>0و  x>y>0( اذا كان 8

 
  خاصية ارخميدس  1.8.1
بديف ان  nاه عدد دقيقي لضنه يوجد عدد صديح موج   yو x>0اذا كان      

nx>y 
 لضنه x=0.1  ،y=3.4اذا كان  مثال:
      4.310)1.0)(100(100  nxn 

 
  بديف ان n=200لانه يوجد   y=9.6و x=2.5اذا كان مثال : 

                nx=(200)(2.5)=500>9.6 
 

  Cauchy – Schwartz Inequalityشوارتز : –متراجحة كوشي 1.8.1
 

 اعداد دقيقي   لضن  bn,…,b2,b1و  an,…,a2,a1اذا كان      

 





























n

k

k

n

n

k

n

k

kk baba
1

2

1

2

2

1
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 ن سالباً اذنبما ان مجموت المربعات لا يمكن ان يكو البرهان :

0)(
1

2 


n

k

kk bxa 

)1(02
1 1

2

1

22  
 

n

k

n

k

kk

n

k

kk bbaxax 

ولنفر                       



n

k

kk

n

k

k baBAa
11

2 , 

      cb
n

k

k 
1

2

 

2Bx+C ≥ 0  +Ax(       1نعو  لي المعادل  )
2 

 A>0او  A=0)مجموت مربعات (اذن اما  A≥0بما ان 

ر بالمقدا xنعو  عن  A>0لي دال  
A

B
 لندصل 

         











































n

k

k

n

k

k

n

k

kk baba

C
A

B
ACB

C
A

B
C

A

B

A

B

C
A

B
B

A

B
A

1

2

1

2

2

1

2
2

222

2

002

0)(2)(

 

 والمتراجد  ستكون صديد  اي اً  B=0لضن A=0اما اذا كانت 

 
  Absolute Valueالقيمة المطلقة  1.9

 

     عدد دقيقي لضنxاذا كان       









0;

0;
||

xx

xx
x 

 الاصل عن نقط  xوهي بعد النقط  

 اي ان
 اذن
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   ( 1-6مبرهنة ) 1.9.1
  a≤x≤a-  اذا ولقط اذا كان x|≤a|لضن  a≥0اذا كان     

 

  a≤x≤a-ونريد اثبات  x|≤a|: نفر  البرهان 

 
 اذن x|≤a|ومن الفر   x|=-x|او  x|=x|من تعريف القيم  المطلق   

|x| = x≤a           x≤a               
|x| = -x≤a           x≥-a               

 
 a≤x≤a-وهذا يعني 
 x| ≤ a|ونريد اثبات  a≤x≤a-الان نفر  

 

 x|=x≤a            |x|≤a|من تعريف القيم  المطلق  

|x|=-x ;                                           

     x≤a           -a≤x-من الفر  

axaxx  |||| 

  x|≤a|اذن 

 
  ( 1-7مبرهنة ) 1.9.1
         |x+y|≤|x|+|y|عددين دقيقيين لضن  yو xاذا كان      

 Triangular Inequalityالمتراجد  اعلاه تُسمى المتراجد  المثلثي  
 

 : من تعريف القيم  المطلق  : البرهان
       -|x|≤ x ≤ |x| 

-|y| ≤y ≤|y|           
 

 بجمت العلافتين ندصل على :
-|x|+(-|y|) ≤ x+y≤ |x|+|y|               

-[|x|+|y|]≤ x+y ≤ [|x|+|y|]              

 
                      |x+y|≤|x|+|y| اذن من المبرهن  اعلاه نستنتج :
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  (1-8مبرهنة ) 1.9.1

         |x-y|≥|x|-|y|عددين دقيقيين لضن  yو xاذا كان  

 
       |x|=|x-y+y|:  البرهان

 (7-4)من المبرهن  
  |x|=|x-y+y|≤|x-y|+|y|           

  |x| ≤ |x-y| +|y|           

          |x|-|y| ≤ |x-y|اذن 

 
  

 Eucleadian Spaceالفضاء الاقليدي  1.10
Rعدد صديح موج  نعرف   nلتكن      

n
={(x1,x2,…xn)|xi ЄR}    

 
Rالعمليات الجبرية على  1.10.1

n
 

 
ليكن    ( المساوام :1)

n  
X,Y Є R    

 
X=(x1,x2,…,xn)    ,Y=(y1,y2,…,yn)    

    X=Y             x1=y1  ,x2=y2   ,….,xn=ynلضن 
 

 n+yn,…,x2+y2,x1+y1X+Y=(x     ( ( الجمت :2)
 

 Y                            -Y=X+(-X(1( الطرح: 3)

=(x1-y1,x2-y2,…,xn-yn)                         

 
 لضن aЄR اذا كان ( ال ر  لي عدد ثابت :4)

     aX=(ax1,ax2,…,axn)                          
 

  Inner Product ( ال ر  الداالي5)

X.Y=



n

k

nnkk yxyxyxyx
1

2211  
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  The Norm ( المعيار6) 

22

2

2

1

1

2

n

n

k

k xxxxX  



 

||x-y|| يُدعى المسال  بينX وY 

               



n

k

ii yxYX
1

2)(
 

 
R : لتكن خصائص المعيار 1.10.1

n 
 X,Y Є  لضن 

 
(1 )||X-Y||=||Y-X||  
 
(2 )||X|>0    و||X||=0            X=0 

 
(3 )||aX||=|a|.||X||  لكل عدد دقيقيa 
 

(4 )||X.Y||≤||X||.||Y||   ووارتز-تسمى متراجد  كووي 

 
(5 )||X+Y||≤||X||+||Y||  تسمى المتراجد  المثلثي 

 
 
 ( :1برهان ) 

     



n

k

ii yxYX
1

2)( 

   ||||)(
1

2 XYxy
n

k

ii  


 

    ||X-Y||=||Y-X||اذن        
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 ( ينتج من التعريف3( و)2برهان ) 
 ( ت. اثباته لي برهان متراجد  كووي ووارتز4برهان ) 

 
 :(5برهان ) 

   



n

k

kkkk

n

k

kk yyxxyxYX
1

22

1

22
)2()( 

22

1

22 )(.22 yxyyxxyyxx
n

k

kkkk  


 

    ||x+y||≤||x||+||y||وبضاذ الجذر التربيعي للطرلين ينتج  

 

 عدد غير نسبي2برهن على ان  مثال: 

عدد نسبي         2: لنفر  ان  الدل 
b

a
2  ديف انa ،b  عددين      

 صديدين موجبين ولا يوجد بينهما عامل موترب غير الوادد   

2)بتربيت الطرلين(     

2

2
b

a
 

                      2b
2
=a

2
 

 عدد زوجي  a( اه 2تقبل القسم  على ) aاه ان  
  a=2rعدد صديح موج  بديف ان  rولنفر   

                                   a
2
=2b

2
 

                                   r
2
=2b

2
2
2 

b      (            2)بالقسم  على  
2
=2r

2 

    
bاه ان 

2
  ومن هنا نستنتج ان 2تقبل القسم  على  b( اه ان 2تقبل القسم  على ) 

a وb ( غير الوادد   اه ان 2لهما عامل موترب )a وb  عددان زوجيان وهذا

 تناف   
 عدد غير نسبي  2اذن نستنتج ان           
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  The Metric Spaceالفضاء المتري  4.11
 

بعد ان تعرلنا على ن ا. الاعداد الدقيقي  ولاد نا ان لهذا الن ا. نوعان من      
الاواص : النوت الاول هي الاواص الجبري  والتي تتعله بالجمت والطرح 
وال ر  والقسم  والنوت الثاني من الاواص هي التي تتعله بمفهو. البعد او 

متره ، وان الغر  من المسال  بين عددين سندرس نوت اار من الف اءات هو ال
دراس  الف اء المتره هو دراس  بع  الف اءات التي يمكن ان يعرف ليها مفهو. 

 البعد او المسال   
 

 M( ل اء متره اذا كان M,d: يُقال ان الزوج المرت  ) المتري الفضاء تعريف
 والتي يُدقه الوروط التالي : M        R×d:Mهي الدال   dمجموع  غير االي  و

 
(1) d(x,y) ≥ 0    ; ∀ x,y Є M                                      

(2) d(x,y) = 0            x=y                                           

(3) d(x,y) =d(y,x)    ; ∀ x,y Є M                                

(4) d(x,y) ≤d(x,z)+d(z,y); ∀ x,y,zЄM                        

البعد  d(x,y)نقاط الف اء او )النقاط( ويسمى  Mتُسمى عناصر المجموع        
 البعد او المسال  dكما يُسمى  y و xبين النقطتين 

 
 انواع الفضاءات المترية : 1.11

M=R( اذا كان 1)
n 

  ||d(x,y)=||x-yودال  المسال  معرل  بالوكل 

                                                     



n

i

ii yx
1

2)(
 

(R
n
,d)  يُسمى الف اء المتره الافليده(Eucleadian Metric Space) 

R {xiЄR|(x1,x2,----,xn)}=ديف ان 
n 

 

 لضن :  Y=(y1,y2,….,yn)و    X=(x1,x2,….,xn)واذا كان 

d(x,y)=
 

22

22

2

11 )()()( nn yxyxyx     
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لاعداد العقدي  )المركب ( ودال  المسال  مجموع  ا Cديف ان  M=C( اذا كانت 2)
 |d(Z1,Z2)=|Z1-Z2|=|(x1-x2)+(y1-y2)معرل  بالوكل  

                        
2

21

2

21 )()( yyxx 
   

   Z2=x2+iy2و       Z1=x1+iy1ديف ان  
 

 ومعرل  بالوكل  M         R×d:Mو  M≠φ( لتكن 3)

         









yx

yx
yxd

;0

;1
),( 

 (Discrete Metric Space( يسمى الف اء المتره المتقطت )M,dلضن )

 
M=R( اذا كانت 4)

2
 معرل  كالاتي : d(x,y)ودال  المسال   

d(x,y) 
2

22

2

11 )()( yxyx  

 Y=(y1,y2)و      X=(x1,x2)ديف ان 

Rوبالامكان تعريف مسالات اار  على 
2

 كالاتي : 

d(x,y)=
 

 ||,|,| |11 nn yxyxMax     

 
 Y=(-1,7,0),    X=(1,0,2): جد المسال  بين  مثال

d(x,y)=
 

 |||,||,| |332211 yxyxyxMax    

=Max{|1-(-1)|,|0-7|,|2-0|}  
=Max{|2|,|-7|,|2|}               

=Max{2,7,2}                     

=7                                      

 ومعرل M         R ×  d:Mو M≠φ: اذا كانت مثال 

  
           










yx

yx
yxd

;0

;1
 يدقه جميت وروط الف اء المتره  ),(

       x=y      d(x,x)=0( من التعريف عندما 1)
 x≠y           d(x,y)=1>0( من التعريف عندما 2)

(3 )d(x,y)=1=d(y,x)   
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 d(x,y)≤d(x,z)+d(z,y)والمطلو   x,y,z ЄM( اذ 4)

 X=Y=Z             d(x,y)≤d(x,z)+d(z,y)ذا كان ا    
                                      0 ≤  0  +  0 

0  ≤   0                                                        

 d(x,y)≤d(x,z)+d(z,y)لضن  x=y ≠zالا اذا كان       
0    ≤   1  +   1            0≤2     

 لضن  z≠yو   x=zو  x≠yا اذا كان  ام     
1≤ 0+1             1≤1    

 لضن     x≠z       ،x≠y     ،z=yولي دال      
d(x,y)≤ d(x,z)+d(z,y)            1≤ 1+0         1≤1    

 تدقه جميت وروط الف اء المتره  d(x,y)اذن الدال  اعلاه  
 ( توكل ل اء مترهM,dاذن )

 
M=R: لتكن مثال 

n
 كالاتي  d(x,y)تعرف  nلاه   





n

i

ii yxyxd
1

Rلهل ان )   ),(||
n
,d؟ ( ل اء متره 

),(||0 (1)          :                           الدل
1




n

i

ii xxXXd 

(2) d(X,Y)>0  if x≠y                                                                 

kkkkبديف  kاه انه يوجد  yxyx  0||  

    d(X,Y)>0اذن 

   



n

i

ii yxYXd
1

||),(                                                      (3) 

                                            ),(||
1

XYdxy
n

i

ii 


                                                   

),(),( XYdYXd  

(4) 
nRZYX  ,,                                                                    
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),(),(

||||||||),(
1 111

YZdZXd

yzzxyzzxyxYXd
n

i

n

i

iiii

n

i

iiii

n

i

ii



  
 

Rاذن )
n
,dل اء متره ) 

 
 الزمر الجزئية  1.11
ليقال بضن  G  من مجموع  جز ي  غير االي H( زمرم ولتكن *,Gلتكن )     
(H,*( زمرم جز ي  من الزمرم )G,*( اذا كانت )H,*  زمرم بدد ذاتها ) 

 
والزمرم  (*,{e})لاد  ان كل زمرم تدوه غلى الافل زمرتين جز يتين هما   

 نفسها ،وغالباً ما يطله على هاتين الزمرتين بجز يتين اس. الزمرم الجز ي  التاله  
 لنا متى تكون مجموع  جز ي  من زمرم ما زمرم جز ي    ان المبرهن  التالي  تبين  
 

 ( 1-9مبرهنة ) 1.11
( *,Hلضن ) Gمجموع  جز ي  غير االي  من  H( زمرم ولتكن *,Gلتكن )     

 زمرم جز ي  اذا تدققت الوروط التالي  :
  a*bЄHلضن  a,bЄHلكل  (1)

aيكون  aЄHلكل  (2)
-1

ЄH  

 

  الان يج  ان نثبت Gنها تجميعي  على لا H: ان العملي  * تجميعي  على  البرهان
 تدتوه على العنصر المدايد  Hان 
a( لضن 2ومن الورط ) aЄHاذن يوجد  H≠Фبما ان       

-1
ЄH اذن 

e=a*a
-1

ЄH            اه انeЄH     H تدتوه على العنصر المدايد 

 
 ان معكوس هذه المبرهن  صديح اي اً  ملاد   :

 
لا توكل زمرم جز ي   +,2Z+1)بينما ) (+,Z)  من زمرم جز ي +,2Z): ) مثال
 ( 2Z+1لان عملي  الجمت )+( ليست ثنا ي  على ) +,Z)من )
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 (1-10مبرهنة ) 1.15
( اذا *,G( زمرم جز ي  من )*,Hلضن ) ⊇G Ф≠H( زمرم ولتكن*,Gلتكن )     

 ولقط اذا تدقه الورط التالي :
a*bيكون  a,bЄHلكل 

-1
ЄH 

 
بديف ان  aЄHمن الفر  ، يوجد على الافل عنصر مثل  H≠Фبما ان  البرهان :

e=a*a
-1

ЄH   وبما انa,eЄH  لضنa
-1

=e*a
-1

ЄH 

bلضنه  a,bЄHواايراً اذا كان 
-1

ЄH  
a*b=a*(bوكذلب 

-1
)

-1
ЄH    وهذا يعني بضن * عملي  ثنا ي  علىH  اه ان  

((H,*  زمرم جز ي  من(G,*)  

 
 برهان الاتجاه الثاني يترب للطال 

 
 (1-11مبرهنة ) 161.
( *,H1∩H2( لضن )*,Gزمرم جز ي  من ) (*,H2)و *,H1)لتكن كل من )    

 تكون زمرم جز ي   
 

ليكن   H1∩H2≠Фاذن  eتدتوه على العنصر المدايد  H2و  H1: بما ان البرهان 
  a,b Є H2و  a,b Є H1لضن  a,b Є H1∩H2كل من 
 لضن: (*,G)زمرم جز ي  من  (*,H2)و (*,H1)بما ان 

 
a*bمن المبرهن  اعلاه       

-1
ЄH1   و 

                         a*b
-1

ЄH2    

a*bاه ان 
-1

 Є H1∩H2 
 تُوكل زمرم جز ي  H1∩H2) *,اذن )

 
تكون  (*,Hi∩)طا ف  من الزمر الجز ي  لضن  *,Hi): اذا كانت )نتيجة  1.16.1

 .…,i=1,2,3زمرم جز ي  اي اً ديف ان 

 
 لا تُوكل زمرم جز ي  بصورم عام    H1UH2) *,)  الاتداد لضن: لي دالملاد   
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 (1-11مبرهنة ) 1.17
   (H1UH2,* تكون زمرم جز ي  اذا ولقط اذا كان )H2 H1  اوH1 H2   

 
  a,b Є H2 و  a,b Є H1لضن  a,b Є H1UH2:  ليكن كل من البرهان 

a*b
-1

 Є H1  و a*b
-1

 Є H2 
 زمرم جز ي  وهذا يُناف  الفر   H2زمرم جز ي  او  H1اذن اما 

 
: لا يمكن ان تتكون زمرم ما من اتداد زمرتين جز يتين غير غير نتيجة  1.17.1

 تالهتين منها 
زمرم جز ي  غير تاله  من الزمرم  (*,H2)و  (*,H1)نفر  كلاً من  البرهان : 

((G,*  وانG=H1UH2 

 

 H1  او H2 H1( تكون زمرم جز ي  اذا ولقط اذا كان *,H1UH2ما ان )ب     

H2    اه انه اماH1=G  او H2=G وهذا غير ممكن لان كل من(H1,*)  و
(H2,*)   زمرم جز ي  غير تاله  بالفر 

}8,4,0,{}6,0{: لتكن مثال  12



 HH   وكل من(H1,⨁)  و(H2, ⨁) 

  ⨁ ,Z12)زمرم جز ي  من الزمرم )

     }8,6,4,0{21



HH   
على  ⨁زمرم لنكون جدول العملي   (⨁ ,H2)و  (⨁,H1)سنبرهن ان كلاً من     

 :H1المجموع  


6 


0 ⨁  


6 


0 


0 


0 


6 


6 
 H1تجميعي  لكل عنصر من  ⨁( ان 1لاد  )

eوجود العنصر المدايد  (2)


0    ،


 و   660


 000 

 وجود العنصر الن ير (3)

 العنصر

0 


6 
 الن ير

0 


6 
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 تُوكل زمرم,H1)   ⨁اذن )

             H2على المجموع   ⨁الان لنكون جدول العملي  


8 


4 


0 ⨁  


8 


4 


0 


0 


0 


8 


4 


4 


4 


0 


8 


8 
      H2تجميعي  على   ⨁لاد  ان العملي   (1)

e(   وجود العنصر المدايد 2)


 H2لكل عنصر من عناصر    0

 وجود العنصر الن ير (3)    

 العنصر

0 


4 


8 
  الن ير

0 


8 


4 
 تُوكل زمرم,H2)   ⨁اذن )

 }8,6,4,0{21



HH  

   H1UH2على المجموع   ⨁لنكون جدول العملي       
           



8 


6 


4 


0 ⨁ 


8 


6 


4 


0 


0 


0 


 2 


8 


4 


4 


2 


0 


 2 


6 


6 


4 


2 


0 


8 


8 
لان    H1UH2 ليست ثنا ي   على المجموع  ⨁نلاد  من الجدول اعلاه ان العملي  

21264 HH 


21268وكذلب     HH 


 

   ,Z12) (⨁( ليست زمرم جز ي  من H1UH2 , ⨁اذن) 

 
 

 
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     ( معرل  d M        R)×d:M،دال  المسال   M≠0اذا كانت المجموع   :1س  
 متره؟ توكل ل اء (M,d)اثبت ان  |d(x,y)=|x1-y1|+|x2-y2بالوكل  Mعلى 

 
  و * عملي   R|a≠0}  ×G={(a,b)ЄRمعرل  كالاتي Gلتكن المجموع   :2س 

     (*,G)برهن على ان   (ac,bc+d)=(c,d)*(a,b)بالوكل  Gثنا ي  معرل  على 
 ؟  توكل زمرم

 
مجموع  الاعداد الدقيقي ( ومعرل  كالاتي  R) R     R×*:Rلتكن  :3س 

x*y=xy+y   لكلx,yЄR * لي  ثنا ي  ؟ وما نوعها ؟عم  ، هل ان 

 
 اه الازواج التالي  توكل زمرم : :4س 

(a) (R,+)                 (b) (R-{0},.)              (c) ({-1,1},+)      
(d) (Q,+)                 (e) (Q,.)                      (f) (2Z+1,+)       

 
 كالاتي : Zعرل  على و* عملي  ثنا ي  م  S={1,2,3,4}اذا كانت  :5س 

          









55

5
*

baifba

baifba
ba


 

 ) ( كون جدولا للعملي  *         
 ) ( اوجد العنصر المدايد ان وجد

    S)ج( اوجد ن ير كل عنصر من عناصر 
(2))د( دل المعادل  

-1
*a=2  

 
 كالاتي : Zلتكن * عملي  ثنا ي  معرل  على مجموع  الاعداد الصديد   :6س 

a*b=a
2
+b

2
-a      :اوجد 
            4* 3 )ا(    
    ) (5*(-13)            
 a*3=11)ج( دل المعادل      

 

 أسئلة الفصل الرابع
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 بالوكل   Rنعرف العملي  الثنا ي  على مجموع  الاعداد الدقيقي    :7س 
a*b= 3ab       اوجد 

       2*4)ا(     
  ) (2*4                

 )ج( هل ان العملي  * ابدالي  
Qلتكن  :8س

+
Qمجموع  الاعداد النسبي  الموجب  و* عملي  معرل  على  

+
     

بالوكل التالي
 Qba

ab
ba ,;

3
Q)*،بين ان *

+
 ( توكل زمرم ابدالي  ؟

 
   a,b,cЄAدقلاً لانه لكل  (.,A-{e})بين صد  العبارم التالي  ، اذا كان  :9س

(a.b)*c=(a*c).(b*c)     
 
 تالي  تمثل دقلاً ؟بين اه الان م  ال :10س
                     ( ×(a) (E,+, 

                    ( ×(b) (Z
+
,+,              

 مجموع  الاعداد الطبيعي  الزوجي  ؟ Eديف ان 

 
                    مت عملي  ال ر  H، برهن ان Hلكل من المجموعات التالي   :11س 

 :Gالاعتيادي  توكل زمرم جز ي  من 
  )G={1,-1,i,-i}  ،H={1,-1} 

 ) G=R-{0}     ،H={a+b 2 |a,bЄQ,a
2
+b

2
≠0} 

 
 اثبت ان تقاطت زمرتين جز يتين هو زمرم جز ي  ؟ :12س

 
 لضن : aЄGزمرم و (.,G)اثبت انه اذا كانت  :13س

     nmnm

nmnm

aa

aaaZnm

.)(

.,,



 

هو العنصر المدايد لي  1مت العل. ان   

aان :  الزمرم و
0
=1            

           )()).(( 111)(, 1  

aaa
pp aaZp  

(-p)                                      مرم 
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a= 1عنصر دقه   aЄGزمرم و  (.,G)اذا كانت   :14س
n 

لضن اصغر عدد  
  |a|  هنالب من يرمز لهذه الرتب  بـaيُسمى رتب  او دورم العنصر  n>0طبيعي 

غير منتهي  الرتب  ونكت   aلضننا نقول ان  Nnمن  جل كل  1naواذا كان 
|a|=∞   

aنفر  ان  (1)
n
  n>0من اجل عدد طبيعي  1=

  nيقس.  |a|اثبت ان  -  

وان  a|=n|نفر  لي هذا السؤال ان  -  
pr

r

pp nnnn  2

2

1

هو 1

الى عوامل اولي     ثبت ان  nتفكيب العدد 
r

p
p

r

pn
nna  2

1
1

2||  
 

  b|=p|و  a|=n|، وان  a.b=b.a  نفر  ان Gعنصراً من  bليكن  (2)
)لا يساوه  Gمن  cاوليان ليما بينهما   اثبت انه يوجد عنصر  pو nنفر  ان 
    Pو  n( رتبته تساوه الم اعف الموترب الاصغر للعددين a.bبال رورم 

نعرف مجموع   Gزمرتين جز يتين من  A  ،Bزمرم و (.,G)لتكن  :15س
 AB={a.bЄG  ;  aЄA ,bЄB}بـ  ABالجداء 

  AB=BAاذا ولقط اذا كان  Gتكون زمرم جز ي  من  ABبرهن ان المجموع   

 

a*b=a ،Zbaديف  Zعرلت * على المجموع   :16س  هل ان *عملي  ,

 ثنا ي ؟
 
 ( ن ا. ريا ي ديف * معرل  كما يضتي :*,Qهل ان ) :17س

 
2

*,,
ba

baQba


 

 
 تمثل زمرم اذا كانت * معرل  كما يلي : *,Z)بين هل ان )  :18س

2*,,  abbaZba 

 
 ( تمثل زمرم ابدالي  اذا كانت * معرل  كما يلي:*,Qبين هل ان )  :19س

7
*,,

ab
baQba   



  عدا  الحيييية:الارابع  الفصل ال
  

 

 
 

 109 

 

Aba ، العملي  * معرل  كالاتي:A={0,1,2,3}لتكن  :20س  ,،=a*b 

 ؟A، هل * عملي  ثنا ي  على 4على  a+bاصغر بافي ناتج فسم  

 

Aba، العملي  * معرل  كالاتي: A={2,4,6}لتكن  :21س  ,،=a*b 

 ؟*؟ ما المدايد للعملي  Aالاكبر منها، هل * عملي  ثنا ي  على 

 
 كما يضتي : Qمعرل  على مجموع  الاعداد النسبي   *لتكن العملي    :22س

1*,,  babaQba  

 ) ( اوجد المدايد للعملي  * 
 9) ( هل يوجد ن ير للعدد 

 

زمرم ديف * معرل  كما يضتي :  (*,R)بين هل ان  :23س
2

*
ba

ba


  ديف

R مجموع  الاعداد الدقيقي  ؟ 

 

babaزمرم ديف * معرل  كما يضتي :  (*,N)بين هل ان  :24س 2*  
 مجموع  الاعداد الطبيعي  ؟ Nديف 

2زمرم ديف * معرل  كما يضتي :  (*,Q)اذا كانت  :25س
*

ab
ba   ديفQ 

مجموع  الاعداد النسبي  لضوجد المدايد لها والن ير لاه عنصر، هل * ابدالي ؟ 
 تدقه من ذلب؟

 
زمرم ديف * معرل  كما يضتي :  (*,R)بين هل ان  :26س

abbaba *  ديفR  مجموع  الاعداد الدقيقي  ؟ 
 
 زمرم ديف * معرل  كما يضتي : (*,R)بين هل ان  :27س 

 2*  baba  ديفR   مجموع  الاعداد الدقيقي  ؟ اوجد مجموع
 )لا تنسى ان المدايد غير موجود؟(x=2*5الدل للمعادل  
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 مرم اذا كانت * معرل  كما يلي :تمثل ز *,Z)بين هل ان )  :28س 
 
 

 ؟ (+,Z); (.,{i,-i,1-,1})اكت  جدولاً للزمر التالي :  :29س 

 
aزمرم ولنفر   *,G)لتكن ) :30س 

2
=e  لكلaЄG  برهن ان ،(G,*)  زمرم

 ابدالي  ؟  
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2*,,  abbaZba
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 مقدمة  5.1
م الدالة وبعض انواع الدوال ، سنقوم في هذا الفصل بعد ان تعرفنا على مفهو      

باستعراض مفهوم الغاية ، الذي هو اساس حساب التفاضل والتكامل ونقوم بسرد 

اهم المبرهنات الخاصة بالغاية ، ومن ثم نتطرق الى شرح مفهوم الاستمرارية مع 

 ذكر براهين بعض المبرهنات الخاصة بالموضوع.

م الغاية ، سنأخذ المثال التالي الذي يساعد على فهم ولاجل ان نقرب مفهو     

 التعريف الرياضي الدقيق للغاية.

: لتكن  مثال
1

1
)(

2






x

x
xf  ،x ≠ 1  لاحظ ماذا يحدث لقيم الدالةf  عندما نعطي

. اي ان 1؟ لاحظ ان الدالة غير معرفة في العدد 1قيماً قريبة جداً الى العدد  Xلـ

f(1) .( الذي 1لاجل ان نجيب على هذا السؤال . نكون الجدول رقم ) غير موجود

من اليمين 1من العدد  xكلما اقتربت قيمة  2تقترب جداً من العدد  f(x)يبين ان قيمة 

" وللتوضيح نرسم 2هي  1من العدد  f(x)او اليسار لذا نقول "ان غاية الدالة 

 .x≠1 ،f(x)=x+1للدالة هو  مخطط هذه الدالة في الشكل التالي . ان الشكل المكافئ
1.0001 1.001 1.01 1.1 1.2 1.5 0.999 0.99 0.9 0.8 0.5 X 

2.0001 2.001 2.01 2.1 2.2 2.5 1.999 1.99 1.9 1.8 1.5 f(x) 

 
 

 

 

 الخامسالفصل   

 LIMIT&cONTINUITY الغاية والاستمرارية 
 



 خامس : الغاية والاستمرارية  الفصل ال
δ δ δ δ δ δ δ δ&& δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δδ δ δ 

 

 
 

 112 

 

  تعريف الغاية   5.1

ل ان غاية جقيقياً ، يقا  عدد أ a.وليكن  D ((DRدالة حقيقية منطلقها  fلتكن      

، يوجد عدد  ∋>0اذا وفقط اذا تحقق لكل عدد حقيقي  Lهي  aفي العدد  fالدالة 

∋xو   ∋>|f(x) – L|فأن  x-a|< δ| > 0بحيث  δ> 0حقيقي  𝐷 

 

 اي بمعنى اخر

مهما كان صغيراً فأننا نستطيع ان نجد عدداً ∋اذا اعطينا اي عدد حقيقي موجب 

∋xو  x-a|< δ| > 0عندما    ∋>|f(x) – L|بحيث ان  δ > 0حقيقياً  𝐷 

 المثال التالي يوضح فكرة تعريف الغاية

 

)35(جد  مثال :
1




xLim
x

 واثبت ان اجابتك صحيحة ؟ 

 

 f(x)=5x-3   ،a=1  ،L=2 الحل :

<∋لكل     δ > 0يوجد  0

 ∋>|5x-3-2|فأن x-1|< δ|بحيث         

-Є < 5x-3-2< Є                                  

-Є < 5x-5 < Є+2                               2 

-Є < 5x < Є+5                               5 

                              
5

1
5

1





  x 

,1(الفترة  
5

1(
s





 هي جوار لـa=1  من الجوار نحصل على :1واذا حذفنا 

5
|1|0

5
1

5










x

x 

 

)35(2لذا فأن  1كل التالي يبين الجوار للنقطة والش
1




xLim
x
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f(x)=xومعرفة بالشكل  f:R      Rلتكن  مثال:
2
اثبت ان :  xЄRلكل  3-

2)(
1




xfLim
x

 

 فأن Є 0<: ليكن البرهان 

 



|1|.|1|

|)2(3||)(| 2

xx

xLxf
 

 

 كون اذن سي δ<1>0)التي تحقق شرط الغاية ) δنريد ان نجد قيمة 

|x-a|=|x-1|<δ  -  -   -(1)                   

|x-1| < 1                                         

|x-1+2|<1+2          |x+1|<3 -  -  -(2)         

  x-1|.|x+1| < 3δ|( نحصل 2( في العلاقة )1بضرب العلاقة )

Let δ=
3


 

23lim

|)2(3|

|1|
3

.3|1|

2

1

2

22











x

x

xx

x

 

 



 خامس : الغاية والاستمرارية  الفصل ال
δ δ δ δ δ δ δ δ&& δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δδ δ δ 

 

 
 

 114 

 

 )وحدانية الغاية( (5-1مبرهنة ) 5.1

موجودة فأنها ستكون وحيدة اي اذا كانت       aفي العدد  f:D       Rلتكن      

2)( LxfLim
ax




)(1و         LxfLim
ax




 

  L1=L2فأن 

 

ولذلك نأخذ  L1-L2 |>0فأن|  L1≠L2اذا كان البرهان :  ||
2

1
0 21 LL 

 بحيث ان  δ1,δ2>0، يوجد  Є 0<يف الغاية لكل ومن تعر

 

 |)(|||0 11 Lxfax    وxЄD   و 

 |)(|||0 22 Lxfax   وxЄD 

  δ =min{δ1,δ2}ولتكن 

|L1-L2|=|L1-f(x)+f(x)-L2|       

≤|f(x)-L1|+|f(x)-L2|      

≤ Є + Є =2Є                

 

و  xЄDاذن لكل  ||0 ax  يكون|L1-L2| ≤ 2Є = |L1-L2| 

|L1-L2|<|L1-L2|            وهذا تناقض اذنL1=L2  

 

  (5-1مبرهنة ) 5.4
و  m,b Є Rو   xЄR   ،f(x)=mx+bبحيث ان لكل  f: D      Rلتكن       

m≠0   وليكنaЄR  فأنbmaxf
ax




)(lim 

 

 بحيث انه اذا كان : δ>0يوجد  Є 0< لكل : البرهان

                 |x-a|<δ  فأن|f(x)-L|<Є  

|f(x)-L|=|mx+b-(ma+b)|=|mx+b-ma-b|=|m(x-a)|<|m|.|x-a| 

   f(x)-L|<|m|.δ|اذن                    x-a|<δ|لكن             

||لنأخذ  m


   اذن ستكون 
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|f(x)-L|<|m|. 


|| m
    

 Є >|(ma+b)-(mx+b)|اي ان 

ن اذ
ax

limmx+b=ma+b 

 

 (5-1مبرهنة ) 5.5
و    D1∩D2≠ φبحيث ان  g: D2      Rو  f: D1     Rلتكن      

1)(lim Lxf
ax




lim)(2و   Lxg
ax




 فأن : 

a) 21)(lim)(lim)]()([lim LLxgxfxgxf
axaxax




 

b) 21)(lim)(lim)]()([lim LLxgxfxgxf
axaxax




 

c) 21.)(lim).(lim)]().([lim LLxgxfxgxf
axaxax




 

d) 
1

1

)(

1
lim

Lxfax


       ,  L1≠0 

e) 0;
)(

)(
lim 2

2

1 


L
L

L

xg

xf

ax  

f) 0,;)]([lim 11 


LZnLxf nn

ax
 

 

 (aبرهان فرع )

lim)(1بما ان      Lxf
ax




 بحيث ان 0δ<1يوجد  Є>0فأنه لكل  

xЄD1   ,   0<|x-a|<δ1              |f(x)-L1|< )1(
2


 

lim)(2وبما ان   Lxg
ax




 بحيث ان 0δ<2وجد ي Є>0فأنه لكل  

xЄD    ,   0<|x-a|<δ2                |g(x)-L2|< 2


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 δ=min{δ1,δ2}وليكن  

|f(x)+g(x)-(L1+L2)|=|f(x)-L1+g(x)-L2|                           

≤|f(x)-L1|+|g(x)-L2|                         

 ( نحصل على 2( و)1من )

|f(x)+g(x)-(L1+L2)|
 








22

                      

 |)()()(|||0, 2121 LLxgxfaxDDx 

 

 اذن حسب التعريف سيكون 

21)]()([ LLxgxfLim
ax




 

])()[(21وبنفس الطريقة يمكن اثبات انه   LLxgxfLim
ax




 

 (cبرهان فرع )

lim)(1بما ان       Lxf
ax




0لكل    
|)|1(2 2






L
 بحيث   0δ<1يوجد   

     0<|x-a|<δ1           عندماxЄD1 

فأنه 
|)|1(2

|)(|
2

1
L

Lxf



 

lim)(2وبما ان   Lxg
ax




0فأنه لكل   
|)(|2 1




L
 بحيث  0δ<2يوجد  

      0<|x-a|<δ2              عندماxЄD2 

>فأنه  
|)(|2 1L

 ||g(x)-L2 

 xЄD3عندما              x-a|<δ3|>0      عندما  0δ<2يوجد 

 g(x)-L|<1|فأنه     

    |g(x)|<1+|L2| 

  δ=min{δ1,δ2,δ3}يوجد   Є>0اذن لكل 

 x-a|<δ|>0اي ان 

|f(x)g(x)-L1L2|=|f(x)g(x)-L1g(x)+L1g(x)-L1L2|    

=|g(x)(f(x)-L1)+L1(g(x-L2)|      

≤|g(x)||f(x)-L1|+|L1||g(x)-L2|       
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          ≤(1+|L2|)
||2

||
|)2|1(2 1

1
L

L
L






            

≤ 





22                                       

21.)().( LLxgxfLim
ax




 

 (dبرهان فرع )

 بحيث ان 0δ<1يوجد  Є>0لكل      

xЄD    ,   |x-a|<δ1            |f(x)-L|<
2

2 L
 

 بحيث ان 0δ<2وكذلك يوجد 

xЄD    ,   x-a|<δ2            |f(x)-L|<
2

|| L
 

 L=L-f(x)+f(x)ولكن  

   |L|=|L-f(x)+f(x)| 

≤|L-f(x)|+|f(x)|   

|L|≤ |)(|
2

||
xf

L
 

-|L|اي ان  |)(|
2

||
xf

L
 

|)(|
2

||
xf

L
 

||.|)(|

|)(|
|

).(

)(
||

1

)(

1
|

Lxf

Lxf

Lxf

xfL

Lxf





 

 عندئذ نحصل      min{δ1,δ2}      δ=ليكن 







|
1

)(

1
|

||.
2

||
2|

1

)(

1
|||,

2

Lxf

L
L

L

Lxf
axDx 

 



 خامس : الغاية والاستمرارية  الفصل ال
δ δ δ δ δ δ δ δ&& δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δδ δ δ 

 

 
 

 118 

 

اذن 
Lxf

Lim
ax

1

)(

1



 

 

 (eبرهان فرع )

 ( اعلاه فأن :d( و)cبموجب برهان فرع )    

2

1

2

1

1

]
)(

1
)].[([

)(

)(

L

L

L
L

xg
LimxfLim

xg

xf
Lim

axaxax






 

 (fبرهان فرع )

nЄZليكن     
+

 (cوكما في فرع ) 

22

1

)](.[)]([

)(.)]([)]([

xfLimxfLim

xfLimxfLimxfLim

ax

n

ax

n

ax

n

ax















 

 من المرات نحصل على : n( لـcوهكذا بتكرار فرع )
nn

ax

n

ax
LxfLimxfLim 


)]([)]([ 

nЄZالان اذا كان 
-

mЄZ)وليكن     
+
)(m=-n) 

nmmn

ax

m

ax

m

ax

n

ax

n

ax

n
ax

n

ax

LL
L

xfLim

xf
Lim

xf
Lim

xf
LimxfLim

xf
LimxfLim




















)
1

()]([

]
)(

1
[]

)(

1
[]

)(

1
[)]([

)]([

1
)]([
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 (5-1مبرهنة ) 5.6

        
nn

ax
axLim 


 

 : البرهان

         xLimxLimxLim

xxxLimxLim

axaxax

ax

n

ax









.....

.....
n المرات من  

 

n                   من المرات 

وبما ان 
axLim

ax


  اذن
nn

ax
aaaaxLim 


..... 

n                                      من المرات 

 

 (  5-5مبرهنة ) 5.7

 f(a)تساوي  aفي النقطة  f(x)غاية الدالة متعددة الحدود 

 

 معرفة بالشكل   f(x): لتكن دالة متعددة الحدود  البرهان

01

1

1 ...)( axaxaxaxf n

n

n

n  

 

 فانه من المبرهنات اعلاه

01

1

1 ...)( aLimxaLimxaLimxaLimxfLim
axax

n

n
ax

n

n
axax 






 

01

1

1 ... axLimaxLimaxLima
ax

n

ax
n

n

ax
n 









 

)()(...)()( 01

1

1 afaaaaaaa n

n

n

n  

 

 

)(5اثبت ان  xЄR  ،f(x)=3x-1بحيث لكل  f:R       R: لتكن مثال 
2




xfLim
x

 

 x-2|<δ|بحيث ان  δ>0يوجد Є>0: لكل  البرهان

3|x-2|<3δ          |3x-6|<3δ   

|3x-1-5|<3δ     
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=δلنأخذ 
3


 

|3x-1-5|<  
3


=Є 

|3x-1-5|<Є  
513

2



xLim

x
 

 

1: جد  مثال

45
2

2

1 



 x

xx
Lim
x 

في الدالة فان الغاية ستكون  x=1عند التعويض المباشر عن 
0

0
غير معرفة اذن  

 والمقام فنحصل على : نعمل على تحليل البسط

2

3

11

41

)1(

)4(

1

4

)1)(1(

)4)(1(

1

1

11



























 xLim

xLim

x

x
Lim

xx

xx
Lim

x

x

xx

 

 

 ( 5-6مبرهنة ) 5.8

LxhLimxgLimدوالاً حقيقية وليكن  f  ،g  ،hلتكن     
axax




 وان )()(

h(x)≤f(x)≤g(x)  لجميع قيمx  0بحيث ان<|x-a|<δ  حيثδ  عدد حقيقي موجب

LxfLimفأنه 
ax




)( 

LxgLim: بما انالبرهان 
ax




بحيث عندما  δ1>0يوجد Є>0لكل فان   )(

 g(x)-L|<Є|فأنه                x-a|<δ10|>تكون 

Є< g(x)-L <-Є                                    

L+Є<g(x)<L-Є                                  

وكذلك بما ان  
LxhLim

ax



)(

بحيث عندما  δ2>0يوجد Є>0فأن لكل 

 h(x)-L|<Є|فأنه                      x-a|<δ20|>تكون 
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Є<h(x)-L <+Є                                   - 

L-Є<h(x)<L+Є                                  

L-Є≤h(x)≤f(x)≤g(x)≤L+Є                        

 

                        L-Є≤f(x)≤L+Єاي ان 

 -Є≤f(x)-L≤Є                                 

                               |)(| Lxf 

 δ=min{δ1,δ2}لتكن 

                x-a|<δ             |f(x)-L|≤Є 0|>بحيث ان   δ>0يوجد Є>0اذن لكل 

LxfLimاذن 
ax




)( 

: اذا كانت    مثال
22 1

sin x
x

xx   0لجميع قيم<x<π  جد

x
xLim

x

1
sin2

0
 

 : وبتطبيق المبرهنة اعلاه نجد انالحل 

0اذن              
1

ln

0,0)(

2

0

2

00









x
xLim

xLimxLim

x

xx

 

  

 One Sided Limitالغاية من جهة واحدة   5.9

     

موجودة من خلال  aلقد اشرنا في تعريف الغاية ان غاية الدالة عند النقطة       

قد لا تكون الدالة فيها معرفة ، اذن هنا  التي aتصرف الدالة على جانبي النقطة 

ويرمز لها  aينبثق عنها نقاش الغاية من جهة واحدة اي غاية الدالة من يسار النقطة 

xfLim)(بالرمز 
ax 

xfLim)(ويرمز لها بالرمز  aوغاية الدالة من يمين النقطة  
ax 
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 الغاية اليمنى  5.10

( right-hand limitغاية يمنى ) Lيقُال ان  aЄRدالة و  f:R       Rلتكن     

(a,a+δ)بحيث ان  0δ<يوجد   Є 0<اذا كان لكل  aفي العدد  f(x)للدالة   D  

a<x<a+δ         |f(x)-L|<Є                          

 

من الجهة  aمن العدد  xكلما اقتربت قيمة  Lاو بمعنى ان قيمة الدالة تقترب من 

اليمنى على خط الاعداد الحقيقية. ويعُبر عن ذلك بالرمز 
LxfLim

ax



)(

. 

xxfلتكن مثال:  )(  حيثx≥0  اثبت ان
0

0



xLim

x
 ؟

 

Є<ولتأخذ    Є 0<: لتكن البرهان 
2

δ (  0فتكون,δ مجموعة جزئية من منطلق )

 xالدالة 

0<x<δ            0<x<Є
2                                  

 

(Є>0            ) x 

                    |0| x 

0اذن حسب التعريف اعلاه 
0




xLim
x
 

 

 الغاية اليسرى 5.11

 

( left-hand limitغاية يسرى ) Lيقُال ان  aЄRدالة و  f:R       Rلتكن      

 بحيث ان  0δ<يوجد   Є 0<اذا كان لكل  aفي العدد  f(x)للدالة 

(a-δ,a)   D  

a-δ<x<a         |f(x)-L|<Є                          

LxfLim ويرمز لها بالرمز.
ax




)( 
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 دالة الصحيح الاعظم 5.11

 فمثلاً: xهو اكبر عدد صحيح لا يزيد على  [x]عددا حقيقياً فأن  xاذا كان     

[2]=2   ,[0]=0   ,[-1.2]=-2   ,[-3]=-3   ,[1.2]=1              

،   xЄXبحيث ان لكل  f:X      Rاي ان دالة الصحيح الاعظم هي الدالة      

f(x)=[x] ≤x  لكلxЄR   الاعداد الصحيحة .لاحظ ان مدى الدالة هو مجموعة 

 

][1اثبت ان  xЄR  ،f(x)=[x]بحيث لكل   f:R       Rلتكن  مثال:
2




xLim
x

 ؟

 

 [x]من تعريف الدالة  δ<1عدداً حقيقياً موجباً بحيث δنأخذ   Є 0<: ليكن البرهان 

2-δ<x<2           [x]=1
                                  

 

                            Є|[x]-1|=0< 

 |1][|22, xxRx  

اذن 
1][

2



xLim

x 

][2اثبت ان  xЄR  ،f(x)=[x]بحيث لكل   f:R       Rلتكن  مثال:
2




xLim
x

 ؟

 

 x-a|<δ|>0عندما f(x)-L|<Є|بحيث  0δ<يوجد   Є 0<: لكل البرهان 

0<x-2<δ             2<x<2+δ
                                

 

 

 2من تعريف دالة الصحيح الاعظم لا يزيد على 

[x]=2         [x]-2=0          |[x]-2|=0<Є        

                            Є|[x]-2|< 

)(2اذن 
2




xfLim
x
 

 

 دالة معرفة كالاتي : f:R        Rلتكن   مثال:










0;1

0;
)(

2

xx

xx
xf

 

2     x      2+δ  

    X      .     
 
. 
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 جد :
)(

0

xfLim
x 

     ،
)(

0

xfLim
x 

    

 

)(0:الحل
0




xfLim
x

        ،

1)(
0




xfLim
x
 

من الشكل المجاور لاحظ ان المنحني يقترب      

من جهة اليمين الى الصفر بينما من جهة اليسار 

 يقترب الى الواحد

 

 وبأستخدام التعاريف 

 فيكون  x-0<δ0>  بحيث عندما تكون   0δ=<   نأخذ  Є 0<ليكن 

|x
2
-0|=|x

2
|=x

2
<δ=Є              02اي ان

0




xLim
x

 

   x<δ0- >يكون      x<δ0-0 >بحيث عندما تكون  0δ=Є<يوجد    Є 0<لكل 

 ،|x|<δ 

|x+1-1|=|x|<δ=Є              

)(1اذن     
0




xfLim
x
 

 

  (5-7مبرهنة ) 5.11

xfLim)(الغاية       
ax

 اذا وفقط اذا كانت الغايتان  Lموجودة وتساوي 

 

)(xfLim
ax 

xfLim)(و  
ax 

 .Lموجودتين وكل منهما تساوي 

 

 ولنفرض  f:D        R:   ليكن البرهان 

L         =)(xfLim
ax 

=)(xfLim
ax 
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 بحيث ان  δ1>0  ،δ2>0، يوجد  Є>0ولتكن  

(a-δ2,a) D   ;   (a,a+δ) D      

 

xЄD   ,  a<x<a+δ1            |f(x)-L| < Є  

    

xЄD   ,  a-δ2<x<a             |f(x)-L| < Є     

  δ=min{δ1,δ2}لتكن 

 

      x≠a  ; a-δ<x<a+δ       |f(x)-L|<Єا ان بم

L         =)(xfLim اذن
ax

    

ونبرهن وجود الغايتين   x      aعندما  Lالان نفرض ان الغاية موجودة وتساوي   

 .Lاليمنى واليسرى وكلاً منهما تساوي 

 

 بحيث ان  δ'>0، اذن يوجد  aبما ان الغاية موجودة في 

(a-δ',a) D           و   (a,a+δ') D 

 

 بحيث ان    δ''>0، يوجد  Є>0لكل  

xЄD   ,  0<|x-a|<δ''             |f(x)-L| < Є     

 

 اذن     δ=min{δ1,δ2}لتكن 

xЄD   ,  0<|x-a|<δ             |f(x)-L| < Є     

 

       x-a|<δ          (x≠a,-δ<x-a<δ)|>0وبما ان 

(x≠a,a-δ<x <δ+a)             

 

 (a<x<a+δ)   و(a-δ<x <a) 

 

 (a,a+δ)بحيث    δ>0، يوجد  Є>0اي انه لكل    D   

     a<x<a+δ              |f(x)-L| < Є و

L  =)(xfLimاي 
ax 
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 D (a-δ,a)وبنفس الطريقة يكون 

 

     a-δ<x<a              |f(x)-L| < Є و

L  =)(xfLimاي ان
ax 

    

)(من المثال السابق لاحظ ان الغاية غير موجودة لان     
0

xfLim
x 

≠)(
0

xfLim
x 
 

 

 دالة معرفة كالاتي : f:R         Rلتكن مثال: 










2;28

2;
)(

2

xx

xx
xf 

)(هل ان 
2

xfLim
xموجودة ؟ ارسم مخطط الدالة 

4)2()()( 22

22


 
xLimxfLim

xx
 

448)28()(
22


 

xLimxfLim
xx

 

4)()(
22


 

xfLimxfLim
xx

 

)(4وان  2xاذن الغاية لهذه الدالة موجودة عندما 
2




xfLim
x
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)(احسب  |f(x)=|x-4: لتكن  مثال
4

xfLim
x
 اذا كانت موجودة ؟ 

 :الحل 

 








4;)4(

4;4
|4|)(

xx

xx
xxf 

  
044)4()(

44


 
xLimxfLim

xx
 

044)4()]4([)(
444


 

xLimxLimxfLim
xxx

 

0)()(
44


 

xfLimxfLim
xx

 

0)(
4




xfLim
x

 

 

 الاقتراب الى المالانهاية 5.14

∞ من  xتقترب عندما  Lغاية  fيقال ان للدالة  (∞,a)دالة معرفة على f لتكن        

 f(x)-L|<Є|بحيث ان    rهناك عدد حقيقي  Є>0اذا وفقط اذا كان لكل عدد حقيقي 

xfLim)(بالرمز ∞ من  xعندما تقترب  fوبذلك تمثل غاية  x>rعندما تكون 
x 


. 

 

عندما  Lغاية  f( يقال ان للدالة a,∞-دالة حقيقية معرفة على ) f: لتكن  تعريف

بحيث ان    rهناك عدد حقيقي  Є>0فقط اذا كان لكل عدد حقيقي  -∞من  xتقترب 

|f(x)-L|<Є  عندما تكونx<r  وبذلك تمثل غايةf  عندما تقتربx  بالرمز    -∞من

)(xfLim
x 
. 

: لتكن مثال 
x

xf
1

)(   ،x≠0  0فأن
11


 x
Lim

x
Lim

xx
 

نأخذ  Є>0: ليكن  البرهان



1

r عندئذ يكون 

                                  
||

1
|0

1

xx
 |f(x)-0|=|             x>r 
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                          (x>r 
rx

11
  )      

r

1
 |f(x)-0|=            

0اذن حسب التعريف في اعلاه    
1


 x
Lim
x

 

0وبنفس الطريقة نبرهن 
1


 x
Lim
x
 

: لتكن مثال 
1

)(
2

2




x

x
xf  1( فأن ,∞-)∞معرفة على)( 


xfLim

x
 

يوجد  Є>0: لكل  الحل





1
r  بحيث عندما تكونx>r 

                





1
x            






12x 

x
2
+1>



1
+1                  x

2
+1>






 11
               

x
2
+1>



1
                  

1

1
2x

               

        







11

1
2

2

2

2

x

x

x

x
          






 1

1

1

1
2

22

2 x

xx

x 

1
1

|1
1

|

|
1

1|

2

2

2

2

2

2














 x

x
Lim

x

x

x

x

x
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  (5-8مبرهنة ) 5.15

0فان  n≥1اذا كانت       
1



n

x x
Lim 

|عدداً حقيقياً وان  Є>0: ليكن  البرهان
1

||0
1

|
nn xx

  لنأخذ ،



1

r   وبما انЄ 

 يجعل  x>rعدد حقيقي موجب وان  rعدد حقيقي موجب فأن 

 




1
r      

r

1
      |

1
|

nx               
rx

11
 

                   0
1



n

x x
Lim 

لتكن مثال : 
43

12
)(,

3

4






x

x
xfx   برهن ان

3

2
)( 


xfLim

x
 

ولنأخذ   Є>0: ليكن البرهان 
3

4

9

11



r   عندما تكونx>r 

 

3

2

43

12

|
3

2
)(|

11

3
.

3

11
|

3

11

1
|

3

11
|

44
3

11

1
|

3

11
|

4)
3

4

9

11
(3

1
|

3

11
|

3

2

43

12
|

43

1

43

1
4343

|
43

1
|

3

11
|

)43(3

11
||

)43(3

8636
||

)43(3

)43(2)12(3
||

3

2

43

12
|

























































 x

x
Lim

xf

x

x

rx
rxrx

xxx

xx

x

xx

x

x

x
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 (5-9مبرهنة ) 5.16

)(2دوال حقيقية و     g و fلتكن         LxgLim
x




)(1و      LxfLim
x


  

 موجودتين فأن :

 

(a) 21)]()([ LLxgxfLim
x

 


 

(b) 21.)]().([ LLxgxfLim
x


  

(c) 0,
)(

)(
2

2

1 


L
L

L

xg

xf
Lim
x  

53: احسب     مثال

12
23

3





 xx

xx
Lim
x 

3

1

51
3

12
1

)
51

3(

)
12

1(

2

32

2

3

32

3















xx

xxLim

xx
x

xx
x

Lim
xx= 

 

   (5-10مبرهنة ) 5.17
( ∞,aتحتوي على فترة مفتوحة ) Dدالة نسبية بحيث ان  f:D        Rلتكن       

وان 
m

mm

n

nn

bxbxb

axaxa
xf













1

10

1

10)(
0,0حيث ان   00  ab 

 عددان صحيحان موجبان فأن  n  ،mوان 
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




















mn

mn
b

a

mn

xfLim
x

;

;

;0

)(
0

0


              

 ، يمكن كتابة الدالة كالاتي: x≠0: عندما البرهان 

                                     

0
1

0

0
1

0

1
0

1
0

)(

)(

.)(

b
x

b

x

b
bLim

a
x

a

x

a
aLim

x

b

x

b
b

x

a

x

a
a

x

x
xf

m

m

x

n

n

x

m

m

n

n

m

n























 

 

 

1.  

 فأن n=mاذا كان ( 1)

                             
0

0

0

0

0

0 )1(.)(
b

a

b

a

b

a

x

x
LimxfLim

m

n

xx


 

 فأن n<mاذا كان  (1)

            

0)0(
1

)(
0

0

0

0

0

0 


 b

a

x
Lim

b

a

x

x
Lim

b

a
xfLim

nm
x

m

n

xx 

 فأن n>mاذا كان  (2)
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mn

x
m

n

xx
xLim

b

a

x

x
Lim

b

a
xfLim 




0

0

0

0)(
 

                                     



















0

0

0

0

0

0

b

a
if

b

a
if

 

 باستعمال المبرهنة اعلاه احسب : مثال :

(1) 
mn

xxx

xx
Lim
x







;0

1367

253
35

34

 

(2) 
mn

x

xx
Lim
x







;

3

7

43

237
2

2

 

(3) 






 1

26
2

3

x

xx
Lim
x  

 

 

]214[: احسب الغاية   مثال xxLim
x




 

 الحل :

xx

xx
xxLim

x 214

214
].214[







 

0214  

0
214

414













xxLim

xx

xx
Lim

x

x
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 ملاحظة :

    (1)((0,∞),(


  كميات غير معروفة ∞-∞),(

(a>0)a.(∞)=∞  , a-∞=-∞ ,a+∞=+∞   (2)     

a.(+∞)=-∞    if      (a<0)                      

    (3 )(+∞).(+∞)=∞         ,(+∞)+(+∞)=+∞ 
 

 The Continuityالاستمرارية  85.1

ان مفهوم الاستمرارية من المفاهيم الاساسية المرتبطة بمفهوم الغاية وهي        

 صفة للدالة تنعكس على سلوك بيانها من نقطة معينة او في فترة معينة.

ة اخذين بنظر الاعتبار ان المجال والمجال وسوف تطرح مفهوم الاستمراري     

 (.Rالمقابل للدوال المستعملة هو مجموعة جزئية من مجموعة الاعداد الحقيقية )

 

 الدالة المستمرة  95.1

الواقع في منطلقها اذا وفقط اذا تحققت  aمستمرة عند العدد   f(x)يقُال للدالة      

 الشروط التالية :

1) F(x=a) موجودة 

 

2) )(lim xf
ax

 موجودة 

3) )()(lim axfxf
ax




 

 بأنها غير مستمرة اذا وفقط اذا لم يتحقق احد الشروط اعلاه.  f(x)ويقُال للدالة      

 

f(x)=x+1: لتكن  مثال
2

  ،a=3  ناقش استمرارية الدالةf(x) 

 

f(x=3)=(3) (1:  الحل
2
+1=10

                                                   

2) )(lim
3

xf
x

=(3)
2
+1=10                                        

3) )(lim
3

xf
x

=f(x=3)=10                                           

 لتحقق الشروط الثلاثة. x=3اذن الدالة مستمرة عند 
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:اذا كانت  مثال









1;2

1;
)(

2

x

xx
xf  هل ان ،f(x)  ؟ 1مستمرة في العدد 

 : لنناقش شروط الاستمرارية : الحل

 

1) f(x=1)=(1)
2
=1                                             

                                           
 

 2)(lim
1




xf
x

                                          (2 

  
)(lim

1

xf
x




=(1)

2
=1                                        

بما ان 
)(lim

1

xf
x




 ≠)(lim

1
xf

x 
lim)(اذن    

1
xf

x
 غير موجودة 

 لعدم تحقق الشرط الثاني .a=1 اذن الدالة غير مستمرة عند 

 

 
 1,2)لكن النقطة )fلدالة تقع على بيان ا (1,1)مخطط الدالة في أعلاه يبين ان النقطة 

 لا تقع عل بيان الدالة.

 

 الدالة المستمرة دائماً : 10.5

.  Iاذا كانت مستمرة في كل نقطة في  Iانها مستمرة في الفترة  f(x)يقُال للدالة      

 مستمرة )دائماً( اذا كانت مستمرة في كل عدد حقيقي. f(x)ويقُال ان 

 

 

                                  Y             
F(x)=x2  ;                                                                    

(1,2)  f(x)=2    ;   x>1                                                    
                                                              x≤1  

     X               (1,1) 
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 ( 5-11مبرهنة ) 15.1

،  f+g  ،f-g  ،f.gفأن  aدالتين مستمرتين عند العدد  gو  fلتكن     
g

f
عندما  

g(a)≠0  مستمرة عند ،a. 

 

 aدالة مستمرة في العدد  f.g: سنبرهن ان  البرهان

 فأن  aدالتين مستمرتين في   gو  fبما ان 

)()(lim,)()(lim agxgafxf
axax




 

الان بما ان 

)().()(lim).(lim)]().([lim agafxgxfxgxf
axaxax




 

 .aمستمرة في العدد  f.gمن تعريف الاستمرارية تكون الدالة اذن 

 

هي دالة كسرية بسطها  (rational function): تعرف الدالة النسبية  ملاحظة

 ومقامها متعددة حدود.

 

ومن المبرهنة أعلاه نستنتج ان الدالة النسبية تكون مستمرة عند كل الاعداد    

 المقام مساوٍ للصفر.التي تجعل   الحقيقية عدا تلك القيم

9لتكن   مثال:

1
)(

2

2






x

x
xf

 ؟ 

 )لانها تجعل المقام =صفر( 3xالدالة اعلاه دالة نسبية وتكون غير مستمرة عند 

 

 

 ( 5-11مبرهنة ) 15.1

دالة نسبية بحيث ان  h:D       Rلتكن     
)(

)(
)(

xg

xf
xh   لكلxЄR  وانRD  

 . Dمستمرة في  h(x)فأن 

)(اذن  g(a)≠0و  aЄD : لنفرض  البرهان

)(
lim)(lim

xg

xf
xh

axax 
 
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)(lim

)(lim

xg

xf

ax

ax



    وبما ان كل منf  وg  متعددة حدود فأن كلاً منها مستمرة فيa 

lim)()(,lim)()(اذن  agxgafxf
axax




 

)(اي ان 
)(

)(
)(lim ah

ag

af
xh

ax


 

وبالتالي ستكون مستمرة في  aمستمرة في  h(x)مرارية  اذن حسب تعريف الاست

D . ًحسب تعريف الدالة المستمرة دائما 

 

 الاستمرارية في فترة 15.1

  fيقال ان الدالة   f:D        Rلتكن     

(a  مستمرة في[a,b)   اذا وفقط اذا كانت[a,b) D    والدالة ،f  مستمرة في

(a,b) رة من اليمين في العدد ومستمa . 

 

(b  مستمرة في(a,b]   اذا وفقط اذا كانت(a,b) D    والدالة ،f  مستمرة في

(a,b)  ومستمرة من اليسار في العددb . 

 

(c  مستمرة في[a,b]   اذا وفقط اذا كانت[a,b] D    الدالة ،f  مستمرة في

(a,b) وfرة من اليمين في العدد مستمa  ومستمرة من اليسار في العددb. 

 

)(21: بين ان الدالة مثال xxf   [1,1-]مستمرة في الفترة. 

 

 x=-1( عند 1:  الحل

          

0)(lim)1(

011)(lim

011)1(

1

1















xfxf

xf

xf

x

x



            

 a=-1مستمرة من اليمين عند العدد  fاذن الدالة 

 x=1(عند 2
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0)(lim)1(

011)(lim

011)1(

1

1















xfxf

xf

xf

x

x



 

 a=1مستمرة من اليسار عند العدد  fاذن الدالة 

. a=-1ومستمرة من اليسار عند العدد  a=1لاحظ ان الدالة مستمرة من اليمين عند 

 .[1,1-]اذن حسب التعريف أعلاه تكون الدالة مستمرة في الفترة     

 

 (5-11مبرهنة ) 15.1

 المعرفة بالشكل  دالة متعددة الحدود f:R         Rاذا كانت     

n

nn axaxaxf   1

 .aمستمرة في  fفأن  )(10

 : يترك للطالب البرهان

 

 الدالة المستمرة في العدد: 55.1

من جهة اليمين اذا وفقط اذا كانت  a  ((aЄDمستمرة في العدد fيقُال ان الدالة     

)(lim)( xfaxf
ax 


من جهة اليسار  aوكذلك تكون مستمرة في  

)(lim)(فقط اذا كان اذا و xfaxf
ax 

. 

 

 دالة معرفة كالاتي : f: لتكن مثال

















3;4

32;1

2;2

)(

x

xx

xx

xf
   

 بين فيما اذا كانت مستمرة وما نوع استمراريتها ؟ 
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022)2(lim)(lim

312)1(lim)(lim)2

022)2()1

22

22















xxf

xxf

xf

xx

xx 

)2(lim)(0بما ان 
2




xfxf
x

 

 ة في جهة اليمينمن جهة اليسار فقط وغير مستمر   2اذن الدالة مستمرة في العدد 

 فأن  a=3اما بالنسبة الى العدد 

413)(lim

44lim)(lim)2

4)3()1

3

23















xf

xf

xf

x

xx
 

)3(lim)(lim)(4الان بما ان 
33


 

xfxfxf
xx

 

وبذلك  x=3اذن الدالة مستمرة في جهة اليمين ومستمرة في جهة اليسار في النقطة 

 x=3تكون الدالة مستمرة في النقطة 

 

 (5-11مبرهنة ) 65.1

 مستمرة في كل نقطة من نقاط مجالها .الدالة الثابتة تكون     

Axaxfدالة ثابتة f:A        B: لتكن  البرهان   Baوان    )(;

 f(x)-L|<Є|فأن  x-a|<δ|بحيث ان  δيوجد  Є>0لكل 

axfبما ان الدالة ثابتة فأن 
ax




)(lim  وf(x)=a  لكلxЄA 

 f(x)-L|=|a-a|=0<Є|اذن 
 .Aوبالتالي ستكون مستمرة عند  aاذن الدالة مستمرة عند 

 

 (5-15مبرهنة ) 75.1

مستمرة  في  gو aمستمرة في  fوان  g:D2      Rو f:D1       D2اذا كانت     

f(a)  فأنg.f  مستمرة فيa. 
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بحيث عندما يكون  δ1>0يوجد  Є>0فأن لكل  f(a)مستمرة في  g: بما ان  البرهان

|g-f(a)|<δ1  يكون|g(g)-g(f(a))|<Є    

 

 بحيث عندما يكون  δ2>0يوجد  δ1>0فأنه لكل  aمستمرة في  fوبما ان 

|x-a|< δ2    يكون δ1 |f(x)-f(a)|< 

 

 فأن x-a|<δ|بحيث عندما يكون  δ2>0يوجد  Є>0اذن لكل 

 |g(f(x))-g(f(a))|<Є    

 

=G(x):اثبت ان الدالة  مثال  |
2

3
|

3





x

x
 ؟ x=1مرة عند مست 

 

g(x)=xو    |f(u)=|u: لنفرض  الحل
3
 اذن ستكون h(x)=x-2و  3+

))(()( x
h

g
fxG    بما انh(x)≠0  وهي مستمرة فيx=1  وكذلكg(x)  مستمرة في

x=1 فان)(x
h

g
 f(1) مستمرة في  

)(مستمرة في كل نقطة من نقاط مجالها فأن  fالان بما ان 
h

g
f  مستمرة فيx=1 

 .x=1مستمرة في  Gوبذلك تكون 

 

 

 

 

 
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اذا كانت : 1س
49

7
)(

2 




x

x
xf  ابحث استمرارية الدالة عندx=7 ،x=-7 ؟ 

اذا كانت : 2س
1

1
)(

3






x

x
xf  ابحث استمرارية الدالة عندx=3 وx=1 ؟ 

اذا كانت : 3س
















23

25

212

)(

x

xx

xx

xf ث استمرارية الدالة عند ابحx=2  ؟ 

 :اذا كانت   4س

















26

223

22

)(

2

x

xx

xx

xf

   

 x=-2ابحث استمرارية الدالة عند كل من  

،x=0   ؟ 

اذا كانت : 5س

















15

1
1

22

)(

2

x

x
x

x

xf  ابحث استمرارية الدالة عند كل من

x=1،x=2   ؟ 

حيث  f:R     Rاذا كانت : 6س









23

23
)(

3

xx

xx
xf

تحقق من  

 ؟ Rاستمرارية الدالة على 

 

اذا كانت : 7س









29

153
)(

xx

xx
xf ابحث الاستمرارية عندx=2   ؟ 

 

 ؟ x=3ابحث الاستمرارية عند  |f(x)=|x-3لتكن : 8س

 

 أسئلة الفصل الخامس



 خامس : الغاية والاستمرارية  الفصل ال
δ δ δ δ δ δ δ δ&& δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δδ δ δ 

 

 
 

 141 

 

لتكن : 9س









13

132
)(

2

xx

xxx
xf  ابحث استمرارية علىR ؟ 

 

 انت ا ذا ك aЄRفأوجد قيمة  x=-2 مستمرة عند  fاذا كانت الدالة : 10س

 









2

23
)(

2 xxx

xax
xf 

 حيث  a,bЄRفأوجد قيم  x=-1اذا كانت الدالة مستمرة عند : 11س










12

13
)(

2 xax

xbx
xf  علماً انf(2)=0 ؟ 

بحيث  F:R      R: 12س









114

16
)(

2

xx

xx
xf  ابحث استمرارية الدالة ،

 ؟ x=1  ،x=-1عند 

 بحيث F:R      R: 13س

















23

2
2

4

)(

2

x

x
x

x

xf ابحث استمرارية الدالة

 ؟ x=2عند

بحيث    F:R     R: 14س









114

16
)(

2

xx

xx
xf  ابحث استمرارية ،

 ؟ x=1 ، x=-1الدالة عند 

لتكن : 15س


















24

21

25

)( 2

2

x

xx

xx

xf فأبحث الاستمرارية عندx=-1  ،x=

 ؟ 2

لتكن : 16س
9

)(
2 


x

x
xf رية عند ، ابحث الاستمراx=3  ،x=-3 ،x=1 ؟ 
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حيث  a,bЄRفأوجد قيمة  x=1  ،f(-1)=5اذا كانت الدالة مستمرة عند : 17س










12

12
)(

2

xbx

xxa
xf 

حيث x=2مستمرة عند fاذا كانت : 18س









2205

22
)(

2

xx

xax
xf  فما قيمة

a؟ 

لتكن : 19س













1

1

1

)(
xb

x

xax

xf  حيثf(-1)=2  ،)(lim
1

xf
x

وجودة م 

 ؟   x≠0علماً ان  a,bЄRفما قيمة 

 

 ؟ x=1ناقش استمرارية الدوال التالية عند  :20س





















1;1

1;1
)()3

1;01.0

1;0
)()2

2)()1

2

xx

xx
xf

x

x
xg

xxf

 

 

 اذكر القيم التي تكون فيها الدوال النسبية التالية غير مستمرة ؟ : 21س

        

xx

xx
xf

x
xf

x

x
xf

2

12
)()3

27

1
)()2

5
)()1

2

2

3 









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 : جد الغاية لما يلي ؟22س

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

43

12
lim)2

21 



 xx

x

x
 

)1673(lim)1 34

1



xxx

x
 

23

4
lim)4

2

2

2 



 xx

x

x
 

72

56
lim)3

3

2

1 



 xx

xx

x 

93

6
lim)6

2

2

0  x

x

x  3

729
lim)5

6

3 



 x

x

x 

]2[lim)8
0

x
x

 1;
1

lim)7
2

1





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 مقدمة  6.1

تغير ان حساب التفاضل هو فرع من فروع الرياضيات يختص بدراسة معدل      

، وان اول المسائل التي يعُنى هذا الفرع  x( بالنسبة للمتغير y=f(x)دالة ما ولتكن )

 بدراستها هي المشتقة .

عند نقطة ما تصف السلوك الرياضي والهندسي للدالة عند  y=f(x)مشتقة الدالة      

 هذه النقطة او عند النقاط القريبة جداً منها  .

ة تسُمى التفاضل ، وللتفاضل تطبيقات متعددة في الفيزياء وان عملية  ايجاد المشتق    

 والكيمياء وبحوث العمليات.

المعادلات التي وتستاد. الموتقات لي ايجاد القي. الع مى والصغر  للدال          
تت من تفا لات )موتقات( تسمى المعادلات التفا لي ، وهي من المعادلات 

الطبيعي   ت هر الموتقات لي العديد من  الأساسي  والهام  لي توصيف ال واهر
مجالات الريا يات كالتدليل العقده، والتدليل الدالي، والهندس  التفا لي ، ون ري  

   .القياس، والجبر المجرد
 

   The Derivativeالمشتقة 6.1

 

 x1Є(a,b)وافرض ان  (a,b)معرفة في الفترة  fحيث ان  y=f(x)لنفرض ان      

فأن   y=f(x1+∆ x)-f(x1)∆ وليكن 
x

xfxxf

x

y








 )()( 1
 

من الصفر ، فأذا كان لهذه الغاية قيمة حقيقية فأنها  x∆ ثم يأخذ الغاية كلما اقتربت 

 اذن x=x1عندما  xبالنسبة الى  yتسمى مشتقة 

x

xfxxf

x

y
xfy

xDx 











)()(
limlim)('' 1

00 

 لهذه المشتقة رموز عديدة منها :    

)(,',)(',, xfDyxf
dx

dy
yD xx 

 دسالساالفصل 

 Derivative المشتقة
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انها قابلة للاشتقاق  f(x)، ويقُال للدالة  xبالنسبة الى  fمشتقة  f '(x)يقُرأ الرمز 

((differentiable  في العددa  اذا كانتf(a)  موجودة او الا فهي غير قابلة

 للاشتقاق.

y=xللدالة  xبالنسبة الى  y: جد مشتقة مثال
2
-5x    ثم احسب f '(0)    ،f '(2) ؟ 

f(x+∆ x)=(x+∆ x): الحل
2
-5(x+∆ x)                              

=x
2
+2x∆ x+(∆ x)

2
-5x-5∆ x                           

   f(x+∆ x)-f(x)=(x+∆ x)
2
-5(x+∆ x)                              

=x
2
+2x∆ x+(∆ x)

2
-5x-5∆ x                      

 
52)52(

)()(
lim)('

52
5)(2)()(

00

2


















xxxLim

x

xfxxf
xf

xx
x

xxxx

x

xfxxf

xx

 

 f '(x)في  x=0نعوض عن  f ' (0)ولايجاد 

                              f '(x=0)= 

 

 x=2وكذلك عندما 

                             2(2)-5= f ' (x=2)= 

 

=f(x)المُعرفة بالشكل  f(x): احسب مشتقة مثال 
2

1

x
 ؟x=3و x=1عند  

                  الحل:

20 )2(

1

)2)(2(

1
lim)('

)2)(2(

1)()(

)2)(2()2)(2(

22

2

1

2

1
)()(

2

1
)(







































 xxxx
xf

xxxx

xfxxf

xxx

x

xxx

xxx

xxx
xfxxf

xx
xxf

Dx

 

-5 

-1 
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 في المشتقة اعلاه  x=1وض عن نع   f ' (x=1)ولايجاد 

                              f ' (x=1)= 



2)21(

1                                 

 f ' (x)=3وكذلك 

                              f ' (x=3)= 



2)23(

1                                 

 

 قواعد الاشتقاق  6.1

موجودة . كما يقُال  f ' (a)اذا كانت  aانها قابلة للاشتقاق عند  f(x)يقُال للدالة     

للدالة انها قابلة للاشتقاق على مجموعة اذا كانت قابلة للاشتقاق عند كل نقطة من تلك 

 المجموعة.

 

 (6-1مبرهنة ) 6.1

 ان ثابتان فأن:عدد n و   c و xدوال قابلة للاشتقاق عند  u  ،v  ،wلنفرض ان     

(1) 0)( c
dx

d
 )مشتقة الثابت تساوي صفر(

(2) 1)( x
dx

d
 

(3) dx

du
ccu

dx

d
)( 

(4) 
dx

dv

dx

du
vu

dx

d
 )( 

(5) dx

dw

dx

du
wu

dx

d
 )( 

(6) 0;)(
2





 v
v

dx

dv
u

dx

du
v

v

u

dx

d
 

(7) 
1)(  mm mxx

dx

d
 

-1 

-1 
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y=x: اذا كانت مثال
3
+2x-5   احسبy'(x) ؟ 

 

y'(x)=3x(    3( و)1: باستخدام القاعدة ) الحل
2
+2 

 

: لتكن مثال
2

3
)(




x
xf  اوجدf ' (x) ؟ 

22:     الحل       )2(

3

)2(

)1(3)0)(2(
)('











xx

x
xf 

 

 الدالة المركبة  6.5

 كما يلي : fو gللدالتين  fogتعُرف الدالة المركبة     

                            (fog)(x)=f(g(x))                      

     

الدالة الداخلية  gو الدالة الخارجية  fحيث تسُمى  fاولاً ثم الدالة  gتطُبق الدالة 

 . fو  gتركيب  fogويسمى 

 

f(x)=x: اذا كانت مثال
2
g(x)=x و 3+

2
 فأن   

(fog)(x)=f(g(x))=f(x
2
)=(x

2
)
2
+3=x

4
+3               

 

(gof)(x)=g(f(x))=g(x
2
+3)=(x

2
+3)

2
=x

4
+3x

2
+9  

     gof ≠ fogلاحظ ان 

ايضاً دالة قابلة  fogدالتين قابلتين للاشتقاق ، فيكون تركيبها  g و fعندما تكون     

 للاشتقاق.

 ونشتق. f(g(x))توجد طريقتان في الطريقة الاولى نحسب  fogولايجاد مشتقة    

 

f(x)=x: اذا كانت مثال
2

 فأن   g(x)=x+1 و 

y=(fog)(x)=f(g(x))=f(x+1)=(x+1)
2
=x

2
+2x+1 

22  x
dx

dy
      

 وفي الطريقة الثانية ، نحسب مشتقة الدالة المركبة استناداً الى قاعدة السلسلة.
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 Rule -The Chainقاعدة السلسلة  6.6

 xقابلة للاشتقاق في  (fog) فأن  xدالتين قابلتين للاشتقاق عند  g و fاذا كانت      

)(')).((')(وان  )( xgxgffog
dx

d
x  

f(x)=x: لتكن  مثال
2
 فأن g(x)=2x+1و    3+

(fog)(x)=f(g(x))=4x
2
+4x+3               

                )(')).(('))(( xgxgfxgf
dx

d
  

=2g(x).2=4g(x)=4(2x+1)=8x+4              

 

 Implicit Differentiationمشتقة الدالة الضمنية  6.7

     

اذا أمكن ايجاد احد هذين  yو  xمعادلة بمتغيرين  f(x,y)=0اذا كانت        

 explicit)دالة صريحة  y، فأن  xبدلالة  yالمتغيرين بدلالة الاخر مثل 

function)  للمتغيرx وقد يكون من الصعوبة ايجاد ،y  بدلالةx او لا يمكننا حل ،

 . xبدلالة  yلاجل  f(x,y)=0المعادلة 

( فأن 1تحقق المعادلة ) y=f(x)حالة اكثر من دالة واحدة او قد يوجد في هذه ال      

 .(Implicit Function)الدالة تسُمى دالة ضمنية 

 

: جد  مثال
dx

dy
xمن المعادلة    

3
+2xy+y

3
=5 

 : نشتق المعادلة ضمنياً لحدود المعادلة  الحل

     

2

2

22

22

32

23

23)32(

03223

yx

yx

dx

dy

yx
dx

dy
yx

dx

dy
yy

dx

dy
xx









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 order Derivatives -Higherليا المشتقات من الرتب الع 6.8

تسُمى المشتقة الاولى  'yدالة قابلة للاشتقاق ، فأن مشتقتها  y=f(x)اذا كانت      

 . وهكذا.fقابلة للاشتقاق ، فأن مشتقتها تسُمى المشتقة الثانية لـ 'y، واذا كانت  fللدالة 

yDبعض رموز المشتقة الثانية : 
dx

yd
xfy x

2

2

2

,,)('','' 

yDقة الثالثة : رموز المشت
dx

yd
xfy x

3

3

3

,,)(''',''' 

 

f(x)=x: جد المشتقات للدالة    مثال
3
+3x

2
-8x+2                 

f ' (x)=3x
2
+6x-8                                                       

f ' '(x)=6x+6                                                             

f ' ''(x)=6                                                                   

f ' '''(x)=0                                                                   

 

: اذا كانت  مثال
x

xf



1

2
xf)(حدد صيغة لـ  )( n

 

:                          الحل

)1(

44

33

221

1

)1)(!(2)(

)1)(!3(2)1()1)(3)(!2(2)('''

)1)(!2(2)1()1)(2)(!1(2)(''

)1)(!1(2)1(2)1()1)(1(2)('

)1(2
1

2
)(
























nn xnxf

xxxf

xxxf

xxxxf

x
x

xf


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xy: اذا كانت  مثال  2جد  x<2لكل  2

2

dx

yd
 ؟ x=-2عندما 

 

 :  الحل

                       

32

1

2

1
.

4

1
)2(

4

1
)2(

4

1

)4(
4

1
))2(2(

4

1
|''

)2(
4

1
)1()2)(

2

1
(

2

1
''

)2(
2

1
)1()2(

2

1
'

)2(2

3

32

3

2

2

3

2

3

2

2

3

2

3

2

1

2

1

2

1























xy

xxy

xxy

xxy

     

 

: مشتقة الدالة هي ايضاً دالة مجالها مجموعة جزئية من مجال الدالة ، وهي ملاحظة 

 التي تكون فيها الدالة قابلة للاشتقاق. x0ط مجموعة كل النقا

 

 ؟ f '(x)جد  |f(x)=|x: اذا كانت  مثال

 . x: الدالة مستمرة عند كل قيم  الحل

f(x)=-x       ;       x<0     : كما ان 

 

1)1(lim

lim
)()(

lim
)()(

lim)('

0

000






















x

xxx x

xxx

x

xxx

x

xfxxf
xf

 

 وان  f(x)=0فأن  x>0وبالمثل ، عندما 
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                                   1lim)('
0







 x

xxx
xf

x
 

 f(x)=0فأن  x=0وعندما 

                      
x

x

x

fxf
f

xx 











||
lim

)0()0(
lim)0('

00
 

 

 f '(0)=-1فأن  0xعندما 

 f '(0)= 1فأن  0xعندما 

 x=0وبالتالي لا توجد مشتقة عند 

 .، لكن غير قابلة الاشتقاق  0لاحظ ان الدالة مستمرة عند 

 

 ( 6-1مبرهنة ) 6.9

    

 دالة مستمرة عند تلك النقطة. fفأن  x=aقابلة للاشتقاق عند   fاذا كانت الدالة   

 

lim)(معرفة و f(a)فأن  x=aقابلة للاشتقاق عند  f: الدالة  البرهان xf
ax

موجودة 

lim)()(المطلوب البرهنة على ان  afxf
ax




  

 ax
ax

afxf
afxf

ax
ax

afxf
afxf

axaxax














lim.

)()(
lim)]()([lim

.
)()(

)()(

 

=f '(x).(0)                   

                        0)()(lim 


afxf
ax

   

         )()(lim afxf
ax




 

 الدالةf(x)  مستمرة عندx=a 

 

 : عكس هذه المبرهنة غير صحيحة في المثال السابق. ملاحظة
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  'RuleL'hopitalsقاعدة اللوبيتال : 6.10

عبارة  X0ان هذه القاعدة تسُتخدم عندما تكون الدالة المراد معرفة غايتها عند       

ومشتقة دالة المقام لا  ∞-او  ∞عن قسمة دالتين غاية كل منهما تساوي صفر او 

 تساوي الصفر فان غاية الدالة ستكون مشتقة دالة البسط على مشتقة دالة المقام.

 بق اكثر من مرة اذا اقتضى الامر.ان هذه الطريقة يمكن ان تط

 

=F(x)اذا كانت  (1
)(

)(

xg

xf
  (a,b)دالة معرفة على  

)()(0وان  


xgLimxfLim
oo xxxx

 

و   xЄ(a,b)لكل      g'(xo)≠0و 
L

xg

xf
Lim

oxx


 )('

)('
 

LxfLimفأن 
oxx




)( 

=F(x)اذا كانت  (2
)(

)(

xg

xf
  (∞,a)دالة معرفة على  

)()(0و   


xgLimxfL im
xx

و   xЄ(a,∞)لكل      g'(x)≠0و  

L
xg

xf
Lim
x


 )('

)('
 

LxfLimفأن 
x




)( 

=F(x)اذا كانت  (3
)(

)(

xg

xf
  (a,∞-)دالة معرفة على  

)()(0و   


xgLimxfLim
xx

   xЄ(-∞,a)لكل      g'(x)≠0و  

Lو
xg

xf
Lim
x


 )('

)('
 

LxfLimفأن 
x




)( 
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: يمكن تطبيق  قاعدة اللوبيتال في حالة  ملاحظة



 ولجميع حالاتها. 

 

:جد  مثال
x

x
xeLim 

 ؟ 

 : الحل








 xx

x

x e

x
LimxeLim 

0اذن نستخدم القاعدة 
11






x

x
x

x e
Lim

e

x
Lim 

 

xxLim:أحسب  مثال
x

ln
0

 ؟ 

 الدالة كدالة نسبية  :نكتب الحل






x

x
LimxxLim
xx 1

ln
ln

00 

0اللوبيتال قاعدة اذن نستخدم 
1

1

ln
0

2

00






xLim

x

xLimxxLim
xxx 

 

[f(t)]: يمكن استخدام  قاعدة اللوبيتال اذا كانت الدالة معطاة بالشكل  ملاحظة
g(t)

 

0وغاية الدالة تأخذ احدى القيم 
0

   ،
∞
،أو 1

0
 عندئذ : ∞

 

y=[f(t)]نضع  (1
g(t)

 

 

   lny=g(t)lnf(t)رفين فنحصل الط lnنأخذ  (2

 

 نكتب الدالة بشكل دالة نسبية (3

 

 نستخدم قاعدة اللوبيتال (4
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: جد مثال
x

x
xLim

1

0
)1( 


 

 

: عند التعويض  نحصل على  الحل
∞
 اذن :1

نضع   (1
xxy

1

)1(  

)1ln(الطرفين  lnنأخذ  (2
1

ln x
x

y  

نحولها  الى دالة نسبية  (3
x

x
y

)1ln(
ln


 

نأخذ الغاية للطرفين (4
0

0)1ln(
ln

00





 x

x
LimyLim
xx

 

 

 اللوبيتالقاعدة اذن تستخدم 

 

                    

exLim

eeyy

x
LimxLimy

x

x

xx














1

0

1

00

)1(

1ln

1
1

1

1

1

1

ln

 

 

: أحسب مثال

x

x
xLim )(sin

0؟ 
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0: عند التعويض نحصل على الحل
0

 اذن نضع : 














x

x
y

x

x
y

xxy

xy

xx

x

1

sinln
limlnlim

1

sinln
ln

sinlnln

)(sin

00

10ln

0
1

0

cos

cos2sin
lim

sin

cos
lim

1

cos
sin

1

limln

0

2

0

2

0

2

0


















eyy

x

xxxx

x

xx

x

x
xy

xx

x

اي ان 
1)(sin

0




x

x
xLim

 

 

  Rolle's Theoremمبرهنة رول  6.11

لقد برهن العالم الفرنسي )متشل رول( انه اذا     

في نقطتين  xالمحور  f(x)قطع مخطط الدالة 

وكان المخطط مستمراً والدالة قابلة للاشتقاق . 

فأنه توجد نقطة على جزء المخطط بين النقطتين 
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 :مجاوركما في الشكل ال xازياً للمحور بحيث ان المماس فيها يكون مو

 

 ( 6-1مبرهنة ) 6.11

دالة مستمرة في الفترة  fلتكن     

 fولتكن  cЄ(a,b)وان  (a,b)المفتوحة 

 فأن: {c}| (a,b)قابلة للاشتقاق من 

في  xلكل  f '(x)>0اذا كانت  (1)

(a,c)  وكانت ،f '(x)<0  لكلx 

قيمة  f(c)، فأن لـ  c,b)في )

حظ الشكل عظمى نسبية لا

  المجاور:

 

 (a,c)في  xلكل  f '(x)<0اذا كانت  (2)

 c,b)في ) xلكل  f '(x)>0، وكانت 

فيه صُغرى نسبية لاحظ  f(c)، فأن 

 الشكل المجاور:

 

 xنفس الاشارة لكل  f '(x)اذا كانت لـ  (3)

ست قيمة قصوى لي f(c)فأن  (a,b)|{c}في 

 :نسبية لاحظ الشكل ادناه
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 يمة العظمىالق 6.11

 fفي منطلق  Iاذا وجدت فترة مفتوحة  x=aقيمة عظمى نسبية عند  fيقُال للدالة      

 . I f(x)≤f(a)في  x، بحيث ان لكل aتحتوي على 

في  Iاذا وجدت فترة مفتوحة  x=bقيمة صغرى نسبية عند  fكما يقُال للدالة      

 . I f(x)≥f(a)في  x، بحيث ان لكل bتحتوي على  fمنطلق 

 

 (6-1مبرهنة ) 6.11

 cقيمة قصوى نسبية نسبية عند  f، اذا كان لـ(a,b)مُعرفة في الفترة  f(x)لتكن     

 .f ' (c)=0موجودة ،فأن  f(c)وكانت  cЄ(a,b)حيث 

 

اما قيمة  fاذا كان للدالة  x=cقيمة قصوى نسبية عند  f(x): يقُال ان للدالة ملاحظة 

 . x=cعظمى او قيمة صغرى نسبية عند 

 

 (6-5مبرهنة رول ) 6.15

وقابلة للاشتقاق في الفترة المفتوحة  [a,b]دالة مستمرة في الفترة المغلقة  fلتكن     

(a,b)  فأذا كانf(a)=f(b)  فأنه يوجد ،c  في الفترة(a,b)  بحيث انf ' (c)=0. 

 

 البرهان :

 نقسم البرهان الى ثلاث حالات :   

(a)  اذا كانتf(x)=0  فأنf ' (x)=0  لكل قيمx  في الفترة(a,b)   

 

(b)  اذا كانتf  دالة ثابتة في الفترة[a,b]  فأنf(x)=f(a)=f(b)  لكلx  في الفترة

[a,b]  وعند ذلكf ' (x)=0  لكلx  في الفترة(a,b). 

 . f ' (c)=0فأن  (a,b)اي عدد في الفترة  cواذا اخذنا 

 

(c)  اذا كانتf  دالة غير ثابتة في الفترة[a,b]  بما انf  مستمرة على[a,b]  اذن ،

 .[a,b]لها قيمة عظمى مطلقة وقيمة صغرى مطلقة في الفترة 

 

، وان القيمة الصغرى المطلقة  x=c1لنفرض ان القيمة العظمى المطلقة عند 

 . x=c2تكون عند 

أو  f(c1)≠f(a).فيجب ان يكون  f(a)=f(b)غير ثابتة وان  fوبما ان 

f(c2)≠f(a) ون بمعنى اخر ، اما ان يكc1Є(a,b)  اوc2Є(a,b). 
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، فأما ان تكون القيمة الصغرى المطلقة هي  (a,b)قابلة للاشتقاق في  fبما ان       

قيمة صغرى نسبية او تكون القيمة العظمى المطلقة هي قيمة عظمى نسبية )حسب 

 ((6-3مبرهنة )

 .قيمة قصوى نسبية   f(c)بحيث ان (a,b)في  cوعلى كل حال ، فأن هنالك     

f '(c)=0 ( 6-4حسب مبرهنة) 

 

f(x)=x: اذا كانت  مثال
3
-4x+2  لكلxЄR  باستخدام مبرهنة رول اوجد قيمةc  في

[-2,2]. 

 

 . Rدالة مستمرة مع كل الاعداد الحقيقية  f(x)( 1) : الحل

  (2)f(x)   قابلة للاشتقاق على كلR 

  (3 )f(-2)=f(2)=2 

 

 f '(c)=0بحيث ان  cЄ(-2,2)اذن يوجد 

f ' (x)=3x
2
-4                   

f ' (c)=3c
2
-4=0               

              

3

2

3

4
43 22





c

cc

 

 : اذا كانت مثال
2

sin2sin)(
x

xxf  مُعرفة على الفترة[0,2π]  باستخدام

 ؟ cمبرهنة رول ، اوجد قيمة 

 

 [0,2π]مستمرة على  f(x)( 1: ) الحل

 (0,2π)(قابلة للاشتقاق على 2)  

 (3)    F(2π)=0 =f(0) 

 

 f ' (c)=0بحيث ان  cЄ(0,2π)اذن يوجد 
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 او 

 

 
 

         

3

2

32

2

1

2
cos01

2
cos2

0)1
2

)(cos1
2

cos2(

01
2

cos
2

cos2

0
2

cos
2

cos1
2

cos

0
2

cos)
2

cos1(
2

cos

2

22

22














c
c

cc

cc

cc

ccc

ccc
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    او      












2
1

2
cos

01
2

cos

)2,0(
3

2

cc

c

 

 تهُمل 

                
3

2

)2,0(2,2









c

c

      

        

 value Theorem-Mean( 6-6) ةمبرهنة القيمة المتوسط 6.16

 

وقابلة للاشتقاق في الفترة  [a,b]دالة مستمرة على الفترة المغلقة  fاذا كانت      

 بحيث ان  (a,b)في الفترة  cفأنه يوجد عدد  (a,b)المفتوحة 

f '(c)=
ab

afbf



 )()(
 

 : المخطط المجاور يعطي التفسير الهندسي للمبرهنة : البرهان

كان المماس يوازي الوتر اذا  
___

AB 

 f '(c)ميل المماس =    فأن 

 Bو Aميل الوتر المار بالنقطتين 

يساوي 

ab

afbf

x

y








 )()(
 

ميل المماس للمنحني عند 

c المشتقة الاولى للدالة=f  عند(f 

'(c) ,c) 

 لكن المماس والوتر متوازيان لذا يتساوى ميلاهما
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f '(c)=
ab

afbf



 )()(
 

 

f(x)=x : برهن على ان الدالة  مثال
2
-6x+4 لكلxЄ[-1,7]  تحقق شروط مبرهنة

 . cالقيمة المتوسطة واوجد قيم 

 

xЄ[-1,7] ;  f(x)=x:   الحل
2
-6x+4 

 لانها متعددة حدود [1,7-]الدالة مستمرة في الفترة  (1)

 

 (1,7-)الدالة قابلة للاشتقاق في الفترة  (2)

f '(x)=2x-6           f '(c)=2c-6               

        0
8

1111

)1(7

)1()7()()(
)(' 














ff

ab

afbf
cf 

         2c-6=0              2c=6           c=3Є(-1,7)       

 

f(x)=x: لتكن مثال 
3
-4x

2
  ا تحقق شروط مبرهنة القيمة  fوكانت  xЄ[a,b]لكل  

لمتوسطة عند ا
3

2
c  فجد قيمةb. 

 الحل :

            

4
3

16

3

4
)

3

2
(8)

9

4
(3)

3

2
('

83)('

83)('

2

2







f

cccf

xxxf

 

bb
b

bbb

b

bb

ab

fbf

ab

afbf
4

)4(4)0()()()( 2
223
















 

f '(c)=
ab

afbf



 )()(
   

b
2
-4b=-4

      
       b

2
-4b+4=0                     

(b-2)
2
=0           b-2=0             b=2          
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 Approximation Usingتوسطة التقريب باستخدام نظرية القيمة الم 6.17

Value Theorem-Mean 

  26: استخدم مبرهنة القيمة المتوسطة في ايجاد قيمة تقريبية للعدد  مثال

  

f(x)= 26:  الحل   ;  xЄ[25,26] 

(1) f  [25,26]مستمرة في 

(2) f  (25,26)قابلة للاشتقاق في 

        

c
cf

x
xf

2

1
)('

2

1
)('





 

  (25,26)يوجد cЄ  بحيث ان 

                        

1

526

2

1

)('
2526

)25()26(









c

cf
ff

   

 cЄ(26,25)بما ان 

                     
12210

65

3625







c

c

c

 

1.0526083.0

1.0
2

1
083.0

10

1

2

1

12

1




cc 

 لجميع الاطراف  5بأضافة 
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1.526083.5

1.0526083.05




 

 5.083،  5.1وان افضل قيمة تقريبية هي متوسط العددين 

09.526

09.50915.5
2

1.5083.5
26








 

 

 

 نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة  6.18

ولو  (a,b)وقابلة للاشتقاق في  [a,b]دالة مستمرة ومعرفة على  fاذا كانت       

فأنه بموجب مبرهنة القيمة  hЄR  ،h≠0حيث ان  b=a+hفأن  h=b-aاعتبرنا 

 توسطة نحصل على:الم

 f '(c)= h

afhaf )()( 
 

f(a+h)=f(a)+hf '(c)                                

 

صغيرة ويصبح  hقرباً كافياً تكون في هذه الحالة  aمن  bوعندما يكون اقتراب 

سيكون مماساً للمنحني  cاي ان المماس عند  aالوتر صغيراً ونهايتيه قريبتان من 

 ولذلك يصبح : x=aقريبة جداً من النقطة حيث عند نقطة 

 

 )(')()( ahfafhaf  

 التغير التقريبي للدالة hf '(a)يسُمى المقدار 

 

f(x)=x: اذا كان مثال
3
+3x

2
+4x+5  فجد بصورة تقريبيةf(1.001) ؟ 

 

        f(1)=1+3+4+5=13:     الحل

f '(x)=3x
2
+6x+4                        

f '(1)=3+6+4=13                       
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f(a+h) ≅  f(a) +hf '(a)               

f(1.001)  ≅ f(1)+hf '(1)            

           ≅ 13+(0.001)(13)               

  ≅  13.013                           

 

؟   يةريبية ومقرباً لثلاث مراتب عشر: باستخدام القيمة المتوسطة جد وبصورة تق مثال

3)98.0()98.0( 45 3  

 

 :  الحل

                   

6.44
5

3
)1('

5311)1(

002.0.98.0,1

4
5

3
)('

3

3)(

35

2

45

3

45 3















f

f

abhba

xxxf

xx

xxxf

   

908.4)6.4)(002.0(5

)1(')1()98.0(

)(')()(







hfff

ahfafhaf

 

 

 

 
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جد : 1س
dx

dy
 للمسائل التالية : 

1) y=x
5
+5x

4
-10x

2
+6   5) 

y=(x-1) 222  xx 

2) xxy 22  6) 
y= x1 

3) y=(3x-x
3
+1)

4 
7) y=(x

2
+3)

4
(2x

3
-5)

3
 

4) 
y=

32

23





x

x
 

8) 4

3

3

)
12

1
(






x

x
y 

 

 للمسائل التالية : nحدد صيغة للمشتقة من المرتبة : 2س

 

 
 
 
 

 ناقش استمرارية الدوال التالية :: 3س

1)      










0;

0;
)(

3

2

xx

xx
xf

              

2)   f(x)=x|x|  لكلxЄR 

 

بين فيما اذا كانت الدالة المعطاة تحُقق شروط مبرهنةرول في الفترة المؤشرة : 4س

 ؟f ' (c)=0ن في الفترة بحيث ا cازاءها ، واذا كانت كذلك جد قيم 

1) f(x)=x
2
+3x-1       ;    [-3,-1] 

2) f(x)=x
3
-2x

2
-x+2       ;     [1,2] 

3) f(x)=x
3
-16x+5       ;      [-4,4] 

1) y=
2

1

x
   2) 

y=
23

1

x
   

3) 

2


x

x
y 

4) 
y= x 

 أسئلة الفصل السادس
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بين فيما اذا كانت مبرهنة القيمة المتوسطة تتحقق للدوال التالية في الفترة : 5س

 المناسبة ؟ cالمعطاة واذا كانت كذلك جد قيم 

f(x)=3x
2
-5x+6       ;    [-2,3](1 

f(x)= 2x        ;     [3,6](2 

f(x)=|x|+1       ;      [-1,2](3 

 

 باستخدام مبرهنة القيمة المتوسطة جد الصورة التقريبية :: 6س

1) 
4 1717       2 )8.7      3 )

3 12.0 

 

4) 
3 126.0          5 )(1.04)

3
+3(1.04)

4
 

 

 في كل من الحالات التالية : fجد المشتقة للدالة : 7س

f(x)=(x-4)(x+3)       

f(x)=(3x+2)(2x+1) 

f(x)=(x
2
-1)

5
             

           
6

2

2

1
)(

12

12
)(




















x

x
xf

x

x
xf

 

 

 جد مشتقة الدوال التالية :: 8س

56)()166)
1

)

232)))

222

2332





xxxffxxye
x

xyd

xxxycxybxya
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dxجد : 9س

dy
 لما يلي : 

34233

2252

3

2)32)(
2

2
)52)

1

5
)4)1())2

1
()

yxf
yx

yx
xeyyxyxd

x
x

ycxxybx
x

xya











 : جد الغاية لما يلي :10س

x

x ax

ax
b )(lim)






 

xx
a

x

1
log

1
lim)
 

x

x
xd 2)(lim)


 

1
lnlim)

2  x

x
c

x 

1

1

)(lim) 



x

x
xf 

2

21
lim)

x

x
e

x



 
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 مقدمة  7.1
ى المتتابعات لما لها من أهمية في دراسة المتسلسلات سنتطرق في هذا الفصل ال      

وان بعض المصطلحات مثل : متتابعة ، متتابعة متقاربة ، متتابعة متباعدة قد تبدو 

جديدة لكنها ليست كذلك من حيث المفهوم العام لانها تنطوي تحت مبحث الدوال التي 

 اليها في الفصل الثالث. لها غاية والدوال التي ليس لها غاية والتي سبق ان تطرقنا

 

 The Sequenceالمتتابعة  7.1

مجموعة  Sهي كل دالة منطلقها مجموعة الاعداد الصحيحة الموجبة ومستقرها      

f:Zجزئية من مجموعة الاعداد الحقيقية 
+
       S   (S   R)  

     

nЄZلكل عدد صحيح موجب 
+

 f(n)=anبحيث ان  anЄSيوجد فقط  

بالحد العام للمتتابعة او  anونطلق على العنصر  {an}سنرمز للمتتابعة بالرمز     

 (. n-th term)الحد النوني nالحد ذو الرتبة 

 

Zاذا كانت     
+ 

Zمجموعة منتهية فأن المتتابعة تسُمى متتابعة منتهية ، واذا كانت 
+

 

منتهية ، ويرُمز للمتتابعة مجموعة غير منتهية فأن المتتابعة تسُمى متتابعة غير 

المنتهية ولغير 
k

nna 1}{  المنتهية


1}{ nna 

 

 أمثلة :

(1  ),.....}
4

1
,

3

1
,

2

1
,1{}{ na   الحد النوني لها هوn

an

1
 

(2 ),.....}
4

3
,

3

2
,

2

1
{}{ na   1الحد النوني لها هو


n

n
an 

 السابعالفصل 
 SEQUENCEالمتتابعات



 الفصل السابع : المتتابعات  
Є Є Є Є Є Є Є Є Є Є Є Є Є Є Є Є Є Є Є Є Є Є Є Є Є Є Є Є  

 

 
 

169 
 

(3 ),.....}1,1,1,1{})1{(  n
   

(4 ).....}
8

1
,

6

1
,

4

1
,

2

1
{}

2

1
{ 

n   

(5 ),.....}2,0,2,0{}1)1{(  n
 

 

    {..…,7,7,7,7}={7}( المتتابعة الثابتة 6)

)(و  a1=5  ،a2=7: ليكن  مثال
3

1
11   nnn aaa   لكلnЄZ

+ 
 ،n≥2  اوجد ،

 حدود المتتابعة ؟

     n=2: عندما  الحل
3

2
)57(

3

1
)(

3

1
123  aaa 

    n=3عندما          
9

19
)7

3

2
(

3

1
)(

3

1
234


 aaa 

    n=4عندما          
27

25
)

3

2

9

19
(

3

1
)(

3

1
345





 aaa 

                            ,.....}
27

25
,

9

19
,

3

2
,7,5{}{


 na 

 

:  nمثال : لتكن 
12

212 )1(,12 

  n

nn anaجد حدود المتتابعة؟ 

 

  n=1 ;الحل : عندما 

         2)2.()1(,112 12

21  aa 
  ; n=2ندما ع        

        4)4.()1(,3 3

43  aa 
  ; n=3عندما         
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       66.)1(,5 5

65  aa 

                 ,.....}6,5,4,3,2,1{}{  na 

 

 Range of Sequenceمدى المتتابعة   7.1

هو مجموعة القيم التي تحتوي على حدود مختلفة وبدون تكرار ودون الاخذ      

 موقع العنصر. بنظر الاعتبار

 أمثلة : 

(1) ,.....}1,1,1,1{})1{(}{  n

na   {1,1-}المدى 

 

(2) ,.....}3,3,3,3{}{ na  {3}المدى 

(3) ,.....}
8

1
,

4

1
,

2

1
{}

2

1
{}{ 

nna   المدى,.....}
8

1
,

4

1
,

2

1
{ 

 

 Bounded Sequenceالمتتابعة المقيدة  7.1

    

اً الى مدى المتتابعة . يقُال للمتتابعة انها مقيدة من الاعلى او مقيدة من الاسفل تبع      

اي اذا كان مدى المتتابعة مقيد فأن المتتابعة مقيدة ،او انها مقيدة اذا كان هناك عدد 

 .nلجميع قيم  an|<M|بحيث ان  Mحقيقي 

 

 في الامثلة السابقة اعلاه : أمثلة : 

(1) ,.....}1,1,1,1{})1{(  n
مقيدة من الاعلى ومن الاسفل لان المدى   

 1والقيد الاعلى = 1-لقيد الاسفل =حيث ان ا {1,1-}= 

 

(2) ,.....}3,3,3,3{}3{  المتتابعة غير مقيدة 
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(3) ,.....}
8

1
,

4

1
,

2

1
{}

2

1
{ 

n  =المتتابعة مقيدة حيث ان القيد العلوي
2

1
 

 0والقيد السفلي =

(4) ,.....}2,0,2,0{}1)1{(  n
 2المتتابعة مقيدة حيث ان القيد العلوي=  

 0والقيد السفلي=

(5) ,.....}8,6,4,2{}2{ n   المتتابعة مقيدة من الاسفل فقط حيث القيد

 والقيد العلوي لها غير معرف. 2السفلي لها=

(6) ,.....}6,5,4,3,2,1{}.)1{( 1   nn
المتتابعة غير مقيدة لعدم   

 وجود القيد العلوي والقيد السفلي لها.

 

 The Monotonic Sequenceالمتتابعة الرتيبة  7.5

 انها رتيبة متزايدة )متزايدة( اذا كان {an} يقُال للمتتابعة     

         ;an+1≥an  لكلnЄZ
+

 

 

 وتسُمى رتيبة متزايدة بأطراد )غير متناقصة( اذا كان

         ;an+1>an  لكلnЄZ
+

 

 

 انها رتيبة متناقصة )متناقصة( اذا كان {an}ويقُال للمتتابعة 

         ;an+1≤an  لكلnЄZ
+

 

 

 بأطراد)غير متزايدة( اذا كان وتسمى رتيبة متناقصة 

         ;an+1<an  لكلnЄZ
+

 

 كما يقُال للمتتابعة انها غير رتيبة اذا لم يتحقق اي من الشروط أعلاه. 

 

 أمثلة :

(1) ,.....}
2

1
,

3

1
,

2

1
,1{}

1
{}{ 

n
an 

 nلكل  an+1<an لاحظ ان 
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 اذن المتتابعة متناقصة )رتيبة متناقصة(

 

(2) ,.....}8,6,4,2{}2{ n 

 nلكل  an+1>an لاحظ ان 

 اذن المتتابعة متزايدة )رتيبة متزايدة(

 

(3) {3}={3,3,3,3,…..} 

 غير رتيبة لانها غير متزايدة وغير متناقصة

 

 Converging Sequenceالمتتابعة المتقاربة  7.6

 

 Є 0<بحيث ان لكل  a0بأنها متقاربة اذا وجد عدد حقيقي  {an}يقُال للمتتابعة      

 . m<nلكل  an-a0|<Є|( بحيث ان Єعتمد على ي m) mيوجد عدد صحيح موجب 

 بحيث ان كل فترة مفتوحة a0متقاربة اذا وجد  {an}المتتابعة  او     

 (a0-Є , a0+Є)  مركزهماa0  تحتوي على معظم حدود المتتابعة ، ويطلق علىa0 

0limنقطة التقارب ويكُتب  aan
n




 

 .divergent)متباعدة ) واذا لم تكن المتتابعة متقاربة فهي    

: برهن على ان المتتابعة  مثال



1}
1

{ n
nمتقاربة الى الصفر؟ 

mЄZ، يوجد  Є>0: لكل  البرهان
+

بحيث ان  


1
mn  او 

            
  1

.,,0 mntSZm 
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0
1

lim

|||0
1

|

|
1

|
11

0










 n

aa
n

nn
n

n

n

 

 لصفراي ان المتتابعة متقاربة الى ا

 

)}1(1{: بين فيما اذا كانت المتتابعة  مثال  n
 متقاربة ؟

 

)1(1:لنفرض الحل  n

na  او     {..…,0,2,0,2,0,2}اي ان المتتابعة هي

n   0عدد فردي عندما  {=an 

n  2عدد زوجي عندما  {          

0limمتقاربة فأن  {an}اذا كانت المتتابعة  aan
n




  

mЄZ، يوجد  Є>0اذن لكل 
+

بحيث ان   || 0aan  عندماn>m  لنأخذ 

2

1
 كحالة خاصة اي يجب ايجادm>0  بحيث ان

2

1
|| 0  aan  عندماn>m 

 اي ان :

       
2

1
|

2

1
0  aan       وبما انan=0  عندماn  ًو    عدداً فردياan=2 

 عدداً زوجياً وبالتعويض نحصل على : nعندما 

(1)-----2

1
|2

2

1
0  a
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       (2)----- 
2

1
|0

2

1
0  a 

 ( نحصل على 2للمتراجحة )  2وبأضافة 

       3)----- 
2

5
|2

2

3
0  a 

اي ان     
2

3
2 0  a    

( 1اجحة )وهذا يناقض احد طرفي المتر     
2

1
|2 0  a   اي ان المتتابعة      

{(-1)
n
 غير متقاربة وعليه فأن المتتابعة متباعدة.{1+

: برهن على ان المتتابعة  مثال












n

n

32

45
متقاربة الى  

3

5
 . 

mЄZ، يوجد  Є>0: لكل  البرهان
+

بحيث ان   || 0aan  

 





























9

26

96

2

)32(3

15101215

3

5

32

45

3

5

32

45

n

nn

nn

n

n

n

n

  

ليكن 





9

26
mn 
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0

0

0

0

lim

||

2

2
||

9

26
96

2

96

2
||

aa

aa

aa

n
aa

n
n

n

n

n


























 

3اي ان 

5

32

45 














n

n
 

 

: برهن على ان المتتابعة مثال 








n2

 متقاربة الى الصفر ؟1

:  البرهان Zm,0 

           



nnn

n

aa

mnaa

2

1
0

2

1
||

;||

0

0

 

2ln

ln
ln2ln2

1
2





 nn

 

2lnليكن 

ln
 mn 
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2ln

ln

22



 n
 

الان اذا كان 
2ln

ln

2




K          بأخذLn للطرفين 

      


















1

1
||

11
lnln

ln2ln.
2ln

ln
ln

0aa

kk

k

n

 

اي   || 0aan 

        
0lim 


n

n
a

اذن المتتابعة            
}

2

1
{

nمتقاربة الى الصفر 

 

 (7-1مبرهنة ) 7.7

 متقاربة فأن نقطة تقاربها وحيدة . {an}اذا كانت المتتابعة       

   a0-b0|=Є|وan           b0 و  an           a0البرهان : لتكن 

فأن    an         a0بما ان 
nm

aaZm n




 

1

01
2

||,0

 

 فأن  an        b0وبما ان 
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












 

22
||||

|)()(|||||

,
2

||,0

00

000000

202

baaa

baaabaaaba

nmbaZm

nn

nnnn

n

 

        |a0-b0|<Є 

 وهذا يناقض الفرض 

 اي ان نقطة التقارب يجب ان تكون وحيدة. 

 

 (7-1مبرهنة ) 7.8

0limlimو nلكل  an ≤bn≤cnاذا كانت        aca n
n

n
n




 

0limفأن  abn
n




 

0limبما ان  البرهان : abn
n




بحيث  mحيح ، يوجد عدد ص Є 0<فأن لكل    

ان 
4

|| 0


 aan  لكلn>m  0الان بما انlim acn

n



 فأن  

بحيث ان  m، يوجد عدد صحيح  Є 0<لكل 
4

|| 0


 acn  وبما انan≤bn≤cn 

 لكن  |bn-an|<|cn-an|فأن 

|cn-an|=|cn-a0+a0-an|≤|cn-a0|+|an-a0|< 244








   

>|bn-an|اذن  2


 وبالتالي        
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|bn-a0|=|bn-an+an-a0|≤|bn-an|+|an-a0|< 








4

3

42
   

          || 0abn 

        0abn  

0limاي ان  abn
n




 

: برهن على ان المتتابعة  مثال








n2

1
 الى الصفر ؟ متقاربة

 ( لتكن 7-2: باستخدام مبرهنة ) الحل

        11 2

1

2

1

2

1
2 


nnn 

       0
2

1
lim,0

2

1
lim

112 
 nnnn

 

0اذن  
2

1
lim 
 nn

 

اي المتتابعة 








n2

1
 متقاربة الى الصفر 

 

 (7-1مبرهنة )7.9

 متقاربة تكون مقيدة ؟ {an}كل متتابعة     

 : البرهان

 متقاربة فأن {an}بما ان  المتتابعة     

من خواص القيمة المطلقة 
||||||

1||1||

;||,0

00

00

0

aaaa

aaaa

mnaaZm

nn

nn

n





 


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||1||1|||| 00 aaaa nn  

         M=max{|a1|,|a2|,|a3|,…..,|an|,|a0|+1}لتكن 

                                                               

 

Man  || 

 مقيدة . {an}اي ان 

 

 : عكس النظرية غير صحيح والمثال التالي يوضح ذلك .ملاحظة 

 

: مثال    11 n

n

 ={-1,1,-1,1,…..}   

 

 . 1-والقيد السفلي لها = 1: لاحظ ان المتتابعة مقيدة حيث ان القيد العلوي لها = الحل

  و a0=1التقارب  لتكن نقطة
4

1
 

 )5.1,75.0()
4

1
1,

4

1
1(),( 00  aa 

هذه الفترة تحتوي على الحدود الزوجية ولا تحتوي على الحدود الفردية المساوية      

، ومجموعة الحدود الفردية غير منتهية ، اي ان الفترة لا تحتوي على  (1-)الى 

. وكذلك بالنسبة الى 1عة غير متقاربة الى معظم حدود المتتابعة وبالتالي فأن المتتاب

 . اذن المتتابعة غير متقاربة.(1-)

 

  Cauchy Sequenceالمتتابعة الاساسية )المتتابعة الكوشية( 7.10

     

يوجد عدد  Є>0انها اساسية )كوشية( اذا كان لكل  {an}يقُال للمتتابعة الحقيقية       

 : ( بحيث انЄيعتمد على  (k  kصحيح موجب 

kmnaa mn  ,;|| 

 

يسُمى هذا النوع من المتتابعات باسم متتابعة كوشية نسبة الى العالم ملاحظة : 

  A.L.Cauchy  (1857-1787)الرياضي الفرنسي كوشي
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 (7-1مبرهنة ) 7.11

 كل متتابعة متقاربة من الاعداد الحقيقية تكون اساسية.      

 البرهان :

 an           a0متقاربة اي ان  {an}لتكن المتتابعة     

         knaak n 


 ;
2

||0,0 0 

  k<n,mوعليه لكل 

 

|an-am|=|an-a0+a0-am| =|(an-a0)-(am-a0)|         

<|an-a0|+|am-a0|= 





22
             

      |an-am|<Є                            
 متتابعة اساسية. {an}اي ان 

 

 : امثلة

(1)   {an}=











1

1

nn
 

 متتابعة كوشية لانها متقاربة حسب المبرهنة اعلاه {an}اذن   an         0بما ان  

(2  ){an}=








1n

n
 

اذن   an        1بما ان  








1n

n
نة متتابعة كوشية لانها متقاربة حسب المبره 

 اعلاه

 

(1-)}={an} : مثال
n
ليست اساسية لانها غير  {1,1-,1,1-}لاحظ ان المتتابعة  {

متقاربة )


n

n
)1(lim ( . 

 

 (7-5مبرهنة ) 7.11
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 كل متتابعة اساسية تكون مقيدة .    

 

 متتابعة اساسية {an}: لتكن  البرهان

          
mnaa

aa

kmnaak

mn

mn

mn







;||1||

)10(;||

,;||0,0

 

 

         M=max{|a1|,|a2|,|a3|,…..,|an|,|an|+1}لتكن 

          
 ZnMan ;|| 

                            

 

}{ na  متابعة مقيدة 

 

 (7-6مبرهنة ) 7.11

 و an        a0متتابعة متقاربة وان  {bn}،{an}لتكن كل من     

 bn         b0 فأن 

 an+bn           a0+b0كون متقاربة وان ت {an+bn}المتتابعة  (1)

 

 an.bn          a0.b0تكون متقاربة وان  {an.bn}المتتابعة  (2)

nЄZلكل  bn≠0اذا كان  (3)
+

فأن المتتابعة  b0≠0و  








n

n

b

a
 متقاربة وان 

 









n

n

b

a

        







0

0

b

a
 

متقاربة وان :    {c.an}فأن المتتابعة  cبصورة خاصة لكل عدد حقيقي  (4)

c.an           c.a0  

تقترب الى  {|an|}فأن المتتابعة  a0تقترب الى {an}اذا كان المتتابعة  (5)

|a0|. 

 (1برهان )
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 فأن a0تقترب الى  {an}بما ان المتتابعة      

101 ;
2

||,0 mnaam n 


 

 فأن b0تقترب الى  {bn}و 

202 ;
2

||,0 mnbbm n 


 

   n>mولكل      m=max{m1,m2}يكن ل

 |<|an-a0|+|bn-b0|< 





22
       (|an+bn- ( a0+b0 

 

 Є       (|an+bn- ( a0+b0>|اي ان  

 an+bn           a0+b0اذن     

 

 (2برهان )

 هي مقيدة    متقاربة        {an}بما ان      

 a0|<M1|وان  an|<M1|بحيث ان  M1>0اي يوجد عدد 

 

متقاربة           هي مقيدة {bn}وبما ان  

 b0|<M2|وان  bn|<M2|بحيث ان  M2>0اي يوجد عدد  

        M=max{M1,M2}وليكن 

 an         a0الان بما ان     

101 ;
2

||,0 kn
M

aak n 


 

 bn          b0وبما ان     

202 ;
2

||,0 kn
M

bbk n 


 

   n>kلكل والان      k=max{k1,k2}وليكن 
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|anbn-  a0b0|=| anbn-anb0+anb0-a0b0|  

        

|anbn-  a0b0|<| anbn-anb0|+|anb0-a0b0| 

<|an||bn-b0|+|b0||an-a0|    

< 





M
M

M
M

2
.

2
.             

          00baba nn  

: برهن على ان المتتابعة  مثال








 nn

n 
sin

23 2

3

د غايتها )نقطة متقاربة ثم ج 

 تقاربها(

: بما ان   الحل 
n

n
n

n

nn

n 
sin.

23
sin

23 2

2

2

3





 

     
3

1

23
lim

2

2


 n

n

n
 

nsin}   {الان سوف تتحقق من تقارب 
n


  

   

n

n

n
n

nn 1

sin

limsinlim





 

).(نضرب في 



 

            




 
 y

y

n

n
yn

cos
lim

sin

lim
0     
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=yحيث ان 
x


yولاحظ ان   0  عندماx      

اذن المتتابعة 
n


} {nsin متقاربة الى  

( ستكون المتتابعة 2ومن المبرهنة اعلاه فرع )
3


     









 2
sin

23 2

3 

n

n
 

 (3برهان )

 بحيث ان  dفلا بد من وجود عدد   b0≠0 و bn≠0اذا كان     

|bn|>d      و|b0|>d 

 مقيدة {an}متقاربة           {an}المتتابعة 

mnMaM n  ;||0 

           an           a0 

101 ;
2

||,0 mn
d

aam n 


 

              bn           b0 

2

2

02 ;
2

||,0 mn
M

d
bbm m 


 

 m=max{m1,m2}ليكن      

  n>mوالان لكل 
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0

0

2

2

0
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0
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22.
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||||

||||

||||||||
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a

b

a

d

d

d

M

d

M

b
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bb

bba

bb

aabbba

bb

abbababa

bb

aabb

b

a

b

a

n

n

n

n

nn

n

nnnn

n

nnnnnn

n

nn

n

n




























 

 (4برهان )

 فأن an      a0متقاربة اي   {an}بما ان المتتابعة      

mn
c

aam n 


 ;
||

||,0 0 

                              <Є  |c.an-c.a0 | 
 c.a0لى  متقاربة اا {c.an}اي ان المتتابعة  

 c.an           c.a0 

 

 يتُرك كتمرين للطالب (5برهان )

 

 (7-7مبرهنة ) 7.11

nЄZعدد ثابت لكل  cو   (an=c) {an}المتتابعة الثابتة          
+ 

 .cمتقاربة الى  

 البرهان :

    (an=c)بما ان المتتابعة متقاربة و    

          ncan  0|| 

 0Є< و      
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ca

ca

n

n



 ||

 

 

 The Subsequenceالمتتابعة الجزئية  7.15

 

f:Zو  f(n)=anمتتابعة معرفة بالشكل  {an}لتكن       
+
         R  و{bn}   متتابعة

g:Zمتزايدة بأطراد و 
+
        Z

+
 فأن المتتابعة بالشكل 

 gof:Z
+
         R   حيث انbn=f(g(n))  فأن{bn}  للمتتابعة متتابعة جزئية{an}. 

 

an=n:اذا كانت  مثال
2 

f:Zحيث و  g(n)=2n+1و  
+
      R و 

  Z
+

 g:Z
+
               bn=(fog)(n)= f(g(n))فأن        

=(2n+1)
2
                                     

 .{an}متتابعة جزئية من  {bn}اي 

 

 (7-8مبرهنة ) 7.16

 {bn}فأن  {an}متتابعة جزئية لـ {bn}ة و متتابعة متزايد {an}اذا كانت      

 متزايدة ايضاً.

 bn+1=f(g(n+1))فأن  bn=f(g(n)): بما ان  البرهان

     g(n+1)>g(n)متزايدة بأطراد      gالان بما ان   

 f(m)≥f(n)متزايدة           fو            

 m≥nلكل 

          F(g(n+1))≥f(g(n))    


  Znbb nn 1 

 

 

 
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=anلتكن : 1س 12

1
n

 جد حدود المتتابعة ؟ 

=anاذا كان : 2س 3

)1(1

n

n
 جد الحدود الخمسة الاولى للمتتابعة ؟ 

 برهن باستعمال التعريف ان :: 3س

1 
 













n

n

51

72
متقاربة الى   

5

7
 

2 













52

1
2

2

n

n
متقاربة الى 

2

1
 

 

 تحقق فيما اذا كانت المتتابعات التالية رتيبة ام لا ثم بين اي منها متقاربة ؟: 4س

 

 
 
 
 
 

 

 هل المتتابعات التالية متقاربة واذا كانت كذلك فجد نقطة تقاربها ؟: 5س

 

 

 

 

 

 

2}={bn}و  {2n}={an}اذا كانت : 6س
n
 ؟{an}متتابعة جزئية من {bn}بين ان {

1 









 n

n

21

2
  

2  nsin    

3 













54

13
2n

n
 

4 









!n

nn

 

1 









 2
sin

1

n

n

n
  

2 









2

ln

n

n
   

3 









n

n

sin

sinh
 

4 









n

nln
 

 أسئلة الفصل السابع
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 ن كل متتابعة جزئية لمتتابعة مقيدة تكون مقيدة ؟بين ا: 7س

 

 مقيدة ؟ {an}مقيدة فأن {|an|}اذا كانت : 8س

 

 باستخدام تعريف الغاية اثبت ان المتتابعة التالية لها غاية ؟: 9س

    ,....
1

1,.....,
4

1
1,

1

1
1

2n
 

 

 ؟ a4,a5، اوجد  a1=7,an=an-1+3اذا علمت ان : 10س

        

 تالية صحيحة ام خاطئة ؟ برهن صحة جوابك ؟هل العبارات ال: 11س

متقاربة فلابد ان تتقارب الى  anمتتالية من الاعداد القياسية فأذا كانت  anلتكن  - أ

 عدد قياسي ؟

متقاربة فلابد ان تتقارب  anمتتالية من الاعداد غيرالقياسية فأذا كانت  anلتكن  - ب

 الى عدد غير قياسي ؟

قي موجب فأن المتتالية عدد حقي Mحيث  an|<M|اذا كانت -ج 
1nna 

 تكون متقاربة ؟

اذا كان حدود المتتالية مجموعة غير منتهية فأن مدى المتتالية ايضاً يكون -د

 مجموعة غير منتهية ؟
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 مقدمة  8.1

عرلنا ليما سبه  ن المتتالي  هي مجموع  مرتب  من الأعداد الدقيقي  وله فاعدم     
( بإوارم الجمت ,( ولكن إذا استبدلنا إوارم ),عين  ويفصل بين ددودها الإوارم )م

 2،       متتالي   . المجموت :  8،  5،  2)+( لإن المتتالي  تسمى متسلسل  لمثلا: 
+       ليسمى متسلسل  وللتعبير عن هذا المجموت نستاد. رمزا ااصا  8+  5+ 

 (  Sigma) ويقر  سيكما  ∑يسمى 

 
 المتسلسلة اللانهائية  8.1

 المتسلسل  اللانها ي  من الاعداد الدقيقي   







1

21 ..........
n

nn aaaa   هي عبارم عن متتابع  اعداد دقيقي}{ ns 

 ديف ان :
s1=a1 

s2=a1+a2 

s3=a1+a2+a3 

: 

: 

sn=a1+a2+a3+…..+an 

    
يُسمى  snمتسلسل  والعدد الدقيقي ددود ال a1،a2،a3،     ،anتُسمى الاعداد       

 بالمجموت الجز ي النوني للمتسلسل  او المجموت النوني لها ادياناً 

سوف نرمز للمتسلسل  اللانها ي      


1n

na بالرمز na )للااتصار( 

  مثل  :

 الثامنالفصل 

  Infinity Seriesالمتسلسلات اللانهائية 
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(1  ).....4321 n 

(2 ).....
3

1

2

1

2

1

2

1
32











n

 

(3 ).....
2

1

2

1

2

1

2

1
1

)1(
54322





n

n

 

: جد المتتابع   مثال nS    للمتسلسل  اللانها ي
 )2)(1(

1

nn
 

: لنضاذ  الدل
)2)(1(

1




nn
an لضن




n

k

kn aS
1

اه ان  

)2)(1(

1




kk
ak : وبتجز   الكسور 

)2)(1(

2)(

)2)(1(

)1()2(

21)2)(1(

1




















kk

BAkBA

kk

kBkA

k

B

k

A

kk
ak

 

 عاملات البسط للطرلين:وبمساوام م
A+B=0 -------(1) 

2A+B=1 ------(2) 

 A=1( :                          2( من )1وبدل المعادلتين انياً ، نطرح )
 A=-B                     B=-1(                  1من المعادل  )
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      2

1

1

1







kk
ak     

)2(2)2(2

22

2

1

2

1

2

1

1

1

1

11
.....

4

1

3

1

3

1

2

1

2

1

1

1

1

































 



n

n

n

n

n

nnnnkk
S

n

k

n

اذن المتتابع  
 












)2(2 n

n
Sn 

 Telescoping Series)المتسلسل  اعلاه تُسمى متسلسل  تلسكوبي  )

 
 Convergent Sequenceالمتسلسلة التلسكوبية   8.1

 هي المتسلسل  التي ليس لها صيغ  عام  مثل متسلسل  القو      

 (p-series)  pn

1
لسل  الهندسي  او المتس 1nar  والتي يمكن ايجاد مجموعها

 بطريق  تجز   الكسور كما لي المثال اعلاه 
 

 Convergent Sequenceالمتسلسلة المتقاربة   8.1

يُقال للمتسلسل        na  متقارب  اذا كانت متتابع  مجاميعها الجز ي  متقارب  اه

0limان  SSn
n




 عدد دقيقي والا لهي متباعدم   sديف ان  

اثبت ان المتسلسل  مثال : 
 )2)(1(

1

nn
 متقارب  ؟

2من المثال اعلاه  الدل:

1

)2(2
limlim 




 n

n
S

n
n

n 
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اذن المتسلسل  اللانها ي  
 )2)(1(

1

nn 2متقارب  وان مجموعها يساوه

1
  

.....لتكن ل : مثا
)1(

1
.....

3.2

1

2.1

1

)1(

1








nnnn
جد المتتابع  

{Sn}  للمتسلسل  اللانها ي 
 )1(

1

nn
 ؟  

لنضاذ   الدل:
)1(

1




nn
an  لضن




n

k

kn aS
1

اه ان  
)1(

1



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ak 

)1(
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)1(

1
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)1(

1)1(

1




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





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
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AkBA

kk
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BkkA
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B
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 وبمساوام معاملات البسط للطرلين:
A+B=0 -------(1) 

A =1 ------(2) 

 B=-1و  A=1وبدل المعادلتين انياً:                          

1

11




kk
ak    





n

k

kn aS
1
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1

1
1

1
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1
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1
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1
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1
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1

11

1


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



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
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 : مثال

        

222

1

432

2

1
1

4

1
1

4

3

4

1

2

1

2

1

2

1

2

1

.....
2

1
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2

1

2

1

2

1

2

1

2

1







S

S

nn

 

nnS

S
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1
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1
1
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1
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1
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1
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1

2

1
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1
1

8

1
1

8

7

2

1

2

1

2

1

44324

3323








    

اه ان متتابع  المجاميت الجز ي   
 










nns
2

1
1

 

1
2

1
1.limlim 










 nn
n

n
S

 

بما ان متتابع  المجاميت الجز ي  متقارب  اذن المتسلسل    n2

1
 متقارب  
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: يُقال للمتسلسل  ملاد    na  بضنها متباعدم اذا كانت


n
n

Slim  لضنها

وتكت   (∞+)تتباعد الى  n
S وبالمثل ، اذا كانت


n

n
slim  ،

وتكت   (∞-)يُقال للمتسلسل  بضنها تتباعد الى  nS  

 

)1(111111.....: المتسلسل  مثال  1  n
 

S1=1  ,  S2=1-1=0  ,  S3=1-1+1=1  , S4=1-1+1-1=0   ,…..  وهكذا نجد

nان 
n

S


lim (  -∞او   ∞غير موجودم والمتسلسل  متباعدم )ولكن ليس الى 

 

4321.....: المتسلسل  مثال  n 

S1=1  ,  S2=1+2  ,  S3=1+2+3  , Sn=1+2+3+4+…..+n    
Sn=2+4+6+8…..+2n                        2 

2Sn=n(n+1)                                         

Sn= 



)(lim

2

1
lim

2

)1( 2 nnS
nn

n
n

n
 

 n متباعدم 

 

......: المتسلسل  مثال
4

1

3

1

2

1
1

1


n
 (Harmonic)تُسمى متسلسل  توالقي   

 لاد  المجاميت الجز ي  لهذه المتسلسل  :

2

2
1

2

2
1

2

1

2

1
1

4

1

3

1

2

1
1

2

1
1

44

2




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
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

k
k

S

S

SSSS

SSS

k


    

اذن  nSlim   المتسلسل
n

1
0متباعدم لكن  

1
limlim 

 n
S

n
n

n
 

 
 (8-1مبرهنة ) 8.5

0limمتقارب  لضن  naاذا كان      


n
n

a   

: لنفر  ان  البرهان






1

lim
n

nn
n

SaSS  ديف انSn  المجموت

SSnللمتسلسل  كما ان   nالجز ي 
n




1lim  ولكنan=Sn-Sn-1  اذن 

0limlimlim 1  


SSSSa n
n

n
n

n
n
 

 
 (8-1مبرهنة ) 8.6

nاذا كانت     
n

a


lim  0غير موجودم اوlim 


n
n

S  لضن na  متباعدم وهي نتيج

 منطقي  للمبرهن   علاه  

: المتسلسل   مثال
12n

n
 متباعدم   
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لاد  ان 
12 


n

n
an  0وبما ان

2

1

12
limlim 




 n

n
a

n
n

n 

 اذن دس  المبرهن  السابق  لضن المتسلسل  متباعدم 
 

 Geometric Seriesالمتسلسلة الهندسية  8.7

لتكن       




 
1

21 ..........
n

nn arararaar ديف انa≠0  تسمى

لاول الدد ا a اساس المتسلسل  و rهذه المتسلسل  بالمتسلسل  الهندسي  ويطله على 
 ليها 
 

 (8-1مبرهنة ) 8.8

تكون المتسلسل  الهندسي      






1

1

n

nar  متقارب  عندما|r|<1  ومجموعها  هو

r

a

1
   a≠0ديف ان  r|≥1|ومتباعدم عندما  

: بما ان  البرهان
12 .....  n

n arararaS 

                
nn

n arararararrS  132 ..... 

       بالطرح 
n

nn ararSS  

                  

r
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S
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n

n

n
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






1
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11||1الان اذا كان     rr 

0limلضن            


n

n
r   

           
r

a

r

a
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n
n

n 





 11
limlim 
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 اذن المتسلسل  متقارب  

1||1اذا كانت   rr  اوr<-1  لضن


n

n
rlim 

                                            


n
n

Slim 

و   Sn=naلضن  r=1واذا كانت 



n

n
Slim

 

 r|≥1|اذن المتسلسل  متباعدم عندما 

: هل ان المتسلسل   مثال


n

n

3

2 1

 متقارب  ؟ 

.....:  الدل
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
   

=aالمتسلسل  هندسي  ليها 
3

1
1و  

3

2
r 

اذن دس  المبرهن  اعلاه المتسلسل  


n

n

3

2 1

 متقارب    

 
 متقارب  ؟ .…0.2222: هل ان المتسلسل    مثال

 
 بالوكل : ..…0.2222: يمكن كتاب  العدد  الدل

0.2222…..=0.2+0.02+0.002+0.0002+…..         
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=aبما ان المتسلسل  هندسي  ليها 
10

2
1و  

10

1
r 

 اذن دس  المبرهن  اعلاه المتسلسل   متقارب   
 

 المتسلسلة الموجبة الحدود 8.9

يُقال ان المتسلسل  اللانها ي        na   موجب  الددود اذا كانan>0  لكلn  

 
 Alternative Sequenceالمتسلسلة المتذبذبة  8.10

يُقال للمتسلسل  اللانها ي         


.....1 4321

1
aaaaan

n 

   nلكل  an>0بضنها متذبذب  اذا كان 
 
 

 (8-1مبرهنة ) 8.11
اذا ولقط اذا كان هناب فيد اعلى المتسلسل  اللانها ي  الموجب  الددود متقارب       

 لمتتابع  مجاميعها جز ي   
 

متتابع  المجاميت الجز ي  للمتسلسل  الموجب  الددود  {Sn}: لتكن  البرهان na 

اذن المتتابع   nلكل  Sn<Sn+1لضن  an+1>0و  nلكل  Sn+1=Sn+an+1 وبما ان 
{Sn}   متزايدم واذا كان للمتتابع{Sn}   فيد  على لضنها متقارب  )اذا كانت المتتابع
{an}  متزايدم ولها فيد علوهA   لانها متقارب 
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Aan
n




lim
( اه ان المتسلسل   na  متقارب 

لتكن  na  متقارب  ومجموعها يساوهS  من الوا ح انSn<S  .لجميت فيn  

  {Sn}يُمثل فيد  على لمتتابع  المجاميت الجز ي   Sوهذا يعني ان 

 
 ( 8-5مبرهنة ) 8.11

اذا كانت          na  و nb  متقارب  وaan   وbbn  

لضن المتسلسل    )( 21 nn bcac  متقارب  ديف انc1  ،c2 ن دقيقيان عددا

وان    nnnn bcacbcac 2121 )(  

: بما ان  البرهان



n
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n
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n
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21 limlim)(lim  








 

 
 ( 8-6مبرهنة ) 8.11
 متتابعتين بديف ان : {bn}و {an}لتكن      

an=bn+1-bn       ;     n=1,2,3,…..        

لضن المتسلسل  na قط اذا كان متقارب  اذا ولn
n

b


lim  موجود عند ذ تكون

1lim bba n
n

n 


  

: بما ان  البرهان 
 

 
n

k

n

k

kkk bba
1 1

1 )( 

   =b2-b1+b3-b2+b4-b3+…..+bn-bn-1+bn+1-bn        

                        


 
n

k

nk bba
1

11 
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1وبضاذ الغاي  للطرلين 

1

11 limlimlim bbbba n
n

n
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k
k







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 

ذلب لضن المتسلسل  ل ka متقارب  اذا ولقط اذاn
n

b


lim  موجودم وان مجموعها








1

1lim
n

n
n

n bbaS 

 
 ( 8-7مبرهنة ) 8.11
لضن   {an}   المجموت الجز ي للمتتابع   Snمتتابعتين ويمثل  {bn}و {an}لتكن      

   : 
 

 
n

k

n

k

kkknnkk bbSbSba
1 1

11 )( 

)(متقارب  اذا كانت كل من المتسلسل   nnbaوتكون 1 nnn bbS 
 متقارب   {Snbn+1}والمتتابع   

k  لضن  S0=0: اذا لر نا  البرهان
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واذا كانت المتسلسل  
)( 1 nnn bbS   متقارب  لضن

)(lim 1 kkk
n

bbS 

   موجود وان تقار  المتسلسل{Snbn+1}  يعني ان

Snbn+1 n
lim  موجود لذلب لضن kkba متقارب  عندما تكون)( 1 nnn bbS  

 متقارب    {Snbn+1}و

 
 rgenceTeste Of Conveاختبارات التقارب  8.15

الااتبارات التالي  يمكن بواسطتها معرل  ليما اذا كانت بع  المتسلسلات      
 اللانها ي  متقارب  او متباعدم دون اللجوء الى التعاريف السابق  

 
 Power Testاختبار القوى  8.16

المتسلسل        pn

1
 تدعى متسلسل  القو  وتكون : 

 p>1اذا كان  (Convergent)متقارب   (  

 p≤1( اذا كان divergentمتباعدم ) (  

:  مثال
n

1
 

اذن  p=1هنا 
n

1
 pمتباعدم دس  الااتبار  

:  مثال
3

1

n
 

هنا     

2

3
3

11

nn
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     1
2

31

2

3
 p

n

 متقارب    

:  مثال 3

1

n  متقارب  لانp=3>1 

 

  Comparison Testاختبار المقارنة  8.17

لتكن المتسلسل        nu: موجب  لضن 

اذا كانت المتسلسل   (   nv  معلوم  متقارب  وكان  nn vu 

لضن  nu    متقارب 

:  مثال
 )1(

1

nn 

n(n+1)=n: الدل 
2
+n                  

                           n
2
+n>n

2
                     

                 



 2222

1

1

111

nnnnn 

بما ان  2

1

n  متسلسل  متقارب  دس  ااتبارp 

لضن 
 )1(

1

nn
  متقارب  دس  ااتبار المقارن 

:  مثال
 2

1
2n

 

n: الدل 
2
+2>n

2 

 



 2222

1

1

11

2

1

nnnn
 



 الفصل الثامن : المتسلسلات اللانهائية
∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑ 

 

 
 
 
 
  
 
 
 
 

 
 

203 
 

المتسلسل   2

1

n
لضن  pمتقارب  دس  ااتبار  

 2

1
2n

متقارب  دس   

 ااتبار المقارن   

اذا كانت المتسلسل   (   nv
متباعدم وكان    nn vu  لضن

 nu
 متباعدم   

: ااتبر تقار  المتسلسل   مثال
10

1

n
 

n+10≤11n
nn 11

1

10

1



  

         
 nn

1
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1
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1
 

المتسلسل  
n

اذن  pمتباعدم دس  ااتبار  1
10

1

n
متباعدم دس  ااتبار  

 لمقارن   ا

:  مثال
 23

1

n
 

         

 










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
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المتسلسل  
n

1
اذن المتسلسل   pمتباعدم دس  ااتبار  

 23

1

n
متباعدم دس   

 ااتبار المقارن    

: مثال 
12

ln
3n

n
 

(1)  ______ln n<n 

n≥1 2n
3
-1>n

3
      ;     
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 (2( لي العلاف  )1ن ر  العلاف  )

     
 


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المتسلسل   2

1

n
اذن  pمتقارب  دس  ااتبار  

12

ln
3n

n
متقارب  دس   

 ااتبار المقارن   
 

:  مثال


2 ln

1

n n
 

      Ln n< n 

 
nnnn

1

ln

11

ln

1
 

المتسلسل  
n

1
لضن   pمتباعدم دس  ااتبار  

nln

1
متباعدم دس   

 ااتبار المقارن   

: برهن على ان المتسلسل   مثال nn

1
 متقارب  ؟ 

.....:   الدل
4

1

3

1

2

1
1

1
432
 nn

nnلتكن   
n

U
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nnV
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1
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   2;2  nn nn
 

 
nnnn nn 2

11

2
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وبما ان المتسلسل   n2

1
=aهندسي  ليها  

2

1
1و  

2

1
r  اه ان n2

1
 

 متقارب  

اذن  nn

1
   متقارب 

: هل ان المتسلسل   مثال
!

1

n متقارب  ؟ 

.....:   الدل
!4
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1

!2

1
1

!

1


n
   

 nn
Un
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   1
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1
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 
n

n

n
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وبما ان  12

1
n  1هندسي  ليها

2

1
r   لهي  متقارب 

اذن 
!

1

n دس  ااتبار المقارن   متقارب   

 
 )غاي  ااتيار المقارن (( 8-8مبرهنة ) 8.18

لتكن        nn vu  متسلسلتين موجبتي الددود : ,

0limاذا كان (1) 


c
v

u

n

n

n
لضن  na متقارب  اذا ولقط اذا كانت nv  متقارب 
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0limاذا كان  (2) 


n

n

n v

u
و   nv  متقارب  لضن nu  ًمتقارب  اي ا 

اذا كان (3)
n

n

n v

u


lim غير موجودم و nv متباعدم لضن nu  متباعدم

 اي اً 

c( بما ان 1: ) البرهان
v

u

n

n

n



lim    0لنفر

2


c
لذلب يوجد عدد دقيقي  

m  بديف ان
2

||
c

c
v

u

n

n   لكلn>m 

   
22

c
c

v
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n

n  
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c
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v

uc
c

n

n  

    (*)
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2


c

v
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n

n   لكلn>m  

           mnv
c

u
c

v

u
nn

n

n  ,
2

3

2

3
 

لاذا كانت  nv  متقارب  لضن nu   متقارب  دس  ااتبار المقارن 

 الان من المتراجد  )*( 

       2

2 c

v

u

cu

v

n

n

n

n 
 

      mna
c

v nn  ;
2

 

لاذا كانت  nv  متقارب  لان nu   متقارب  دس  ااتبار المقارن 
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( ليكن 2) 
0lim 


n

n

n v

u
بديف  m>0لذلب يوجد عدد دقيقي  1ولناتار   

mnان       
v

u

n

n  ;1|0|  

1||111 
n

n

n

n

n

n
nn

v

u

v

u

v

u
vu 

واذا كان   nv متقارب  لضن nu    متقارب  دس  ااتبار المقارن 

 
 (البرهان يُترب للطال  كتمرين   3)

اذا كان  :ملاد   
0lim 


n

n

n v

u
و   nv  متباعدم هذا لا يعني ان nu 

 متقارب  او متباعدم  

2: لتكن مثال 

1

n
un   وn

vn

1
 

 0
1

lim
1

1

limlim
2


 n

n

n

v

u

nn
n

n

n  ولكن 
n

vn

1
متباعدم  

و Pدس  ااتبار   2

1

n
un   متقارب  دس  ااتبارP  

 

: لتكن مثال 
n

un

1
  و

n
vn

1
 لضن 

 0
1

limlim 
 nv

u

n
n

n

n    
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لكن   
n

un

1
 Pمتباعدم دس  ااتبار  

و  
2

1

11

n
n

  Pمتباعدم دس  ااتبار   

 
  Integral Testل  اختبار التكام 8.19
 وان : un=f(x)لنفر       
1)  f(x)  .مستمرم لجميت فيx≥1 

2)  

3) f(x)≥0 ) موجب( 

لضذا كان 


1

)( dxxf
كمي  مددودم لضن   nu  متقارب  والان لضن

 nu   متباعدم  

 
كل : من ملاد   الو البرهان

،  u1المجاور مثلثات المسادات 
u2  ،u3   تدتوه على مسادات

الى  x=1التي تدت المندني من 
x=n+1  اه 






1

1

21 )(......

n

n dxxfuuu
 

 
 ولي هذا الوكل لاد  ان 
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

n

n dxxfuuu
1

32 )(......
 

 للطرلين u1وبض ال  



n

n dxxfuuuu
1

121 )(...... 

 اه ان 

 

 1

1

21

1

1

)(......)(

n

n

n

dxxfuuudxxf 

التكامل  اذا كان     


1

)( dxxf  مددداً لضن الطرف الايمن للمتراجد  اعلاه يبين

ان المتسلسل  


1n

nu
 مدددم اي اً   
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لكن اذا كان       


1

)( dxxf  غير مدددا لضن الطرف الايسر للمتراجد   يبين ان

 المتسلسل  غير مدددم 
 كامل والمتسلسل  كلاهما مددد او غير مددد  اذن نستنتج ان الت    
 

:  مثال 2

1

n
2لتكن  

1
)(

x
xf   

(1) f(x)  مستمرم لكلx≥1 

 

(2) f(x)≥0  موجب 

 
 









1 1

1

2

2

1

110
1

)(
x

dxx
x

dx
dxxf 

 2

1

n
 متقارب    

:  مثال
10

1

n
لتكن  

10

1
)(




x
xf  

(1) f(x)  مستمرم لكلx≥1 
(2) f(x)  موجب 












1

1

1

11lnln|])10(|ln
10

)( x
x

dx
dxxf 

اذن المتسلسل  
10

1

n
 متباعدم   

:  مثال
n

nln
لتكن  

x

x
xf

ln
)(  

(1) f(x)  مستمرم لكلx≥1 
(2) f(x)  موجب 
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   




 1

1

2

1
2

lnln
)(

x
dx

x

x
dxxf 

اذن  
n

nln
 تكاملمتباعدم دس  ااتبار ال

: ااتبر متسلسل  القو    مثال  pn

1
  

pxنعرف الدال   
xf

1
)(  

(1) f(x)  مستمرم لكلx≥1 
(2) f(x)  موجب 

 الان ندس  التكامل

 



























 pp

u

p

x

x

dx
dx

x

p

u

u
u p

upup 1

1

1
lim

1
limlim

1 1

1

1

1

1
 

101,0عندما  (  
1

limlim
1

1 





pp

u
u

pu

p

u 

1اذن 

1

1

1

1
lim

1 1

1























 ppp

u
dx

x

p

up   

اذن  pn

1
 ب  دس  ااتبار التكاملمتقار

lim,101 ( عندما  1 


ppu p

u
 






















 pp

u
dx

x

p

up 1

1

1
lim

1 1

1
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اذن  pn

1
 متباعدم دس  ااتبار التكامل

1ج( عندما 
11

 p
nn p  وهي متسلسل  توالقي  متباعدم 

 

:  مثال
nn ln

1
لتكن  

xx
xf

ln

1
)(  

 x≥2ل  اعلاه  مستمرم لكل الدا

 




 2

2

|ln|ln
ln

x
xx

dx
 

اذن المتسلسل  
nn ln

1
 متباعدم دس  ااتبار التكامل

: بين ليما اذا كانت المتسلسل    مثال nne متقارب  ؟ 

الدل : لتكن   
xxexf )(  لكلx≥1 

(1) f(x)  مستمرم لكلx≥1 
(2) F(x)>0 موجب  

 











1 11

lim)( dxxedxxedxxf

b

x

b

x

 

 by part)باستتادا. التكامل بالتجز   )

 dxduxu  

vedvdxe xx  
 




 



xxxxx exedxexedxxe

vduuvudv
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   

eee

b

xeexexe

bb

bx

b

bxx

b

x

22)1(
lim

)1(limlim 11

1
































 

اذن المتسلسل   nne    متقارب 

 
  TestAlternating Seriesاختبار المتسلسلة المتذبذبة   8.10

 المتسلسل   المتذبذب       

   .....)1(....)1( 1

4321 n

n

n

n aaaaaa 

an>0 : تكون متقارب  اذا كان 

(1) naa nn  ,1     

(2)  0lim 


n
n

a 

 
 (8-9مبرهنة ) 8.11
 nلكل   an+1<anمتقارب  للصفر و  {an}وكانت المتتابع   nلكل  an>0اذا كان      

لضن المتسلسل  المتذبذب    n

n a1)1(  متقارب  واذا كانS  يمثل مجموعها لضن

0<(-1)
n
(S-Sn)<an+1 

: بما ان  البرهان   ....)1( 4321

1 aaaaan

n

 

)()(....)(لضن       21243212 nnn aaaaaaS   

 nلكل  an+1<anديف ان 
  k=1,3,…..2n-1لكل   ak-ak+1>0اذن 

 S2<S4<S6<…..<S2n ------(1)>0رتيب    {Sn}اه ان المتتابع  

 بوكل اار هو : S2nلنكت  
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S2n=a1-(a2-a3)-(a4-a5)-…..-(a2n-2-a2n-1)-a2n 

naaوبما ان   nn   k=2,4,6,…..,2n-2لكل  ak-ak+1>0اذن  1,

 
 S2n<a1------(2)لذلب لضن 

 S2n<a1------(3)>0( تكون 2( و)1من العلافتين )

 
 متقارب  {S2n}م ورتيب  ولذلب تكون مقيد  S2nاذن المتتابع  

SS  ----- (4لنفر   ) n
n




2lim 

 لضن  S2n+1=S2n+a2n+1وبما ان 

 (5)----- S
nnn




1+2n2n1+2n alim+Slim=Slim 

 
 بديف ان : m1>0( يوجد عدد دقيقي 4ومن العلاف  ) Є 0<ليكن 

|S2n-S|<Є  2لكلn>m1  

 
 ان : بديف m2>0( يوجد عدد دقيقي 5ومن العلاف  )
|S2n+1-S|<Є  2لكلn+1>m2  

 m=max(m1m2)لنضاذ 

 
 n>mلكل  Sn-S|<Є|يكون  Є 0<لكل 

SSnاذن 
n




lim 

اه ان المتسلسل    n

n a1)1(  متقارب  واذا كانS   يمثل مجموت المتسلسل

المتذبذب  المتقارب  لضن   n

n aS 1)1( 

الان بما ان 












 
1

2122

1

1 0)()1()()1(
k

knkn

k

kn

k

n

n aaaSS 






 
1

11221 )()()1(
k

nknknnn

n aaaaSS 
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0)1()(2,1.....,لضن  1   naSS nn

n
 

 

: اثبت ان المتسلسل   مثال 
n

n 1
 متقارب  ؟ )1(

: نفر   الدل
n

an

1
  لضن

1

1
1




n
an 

لاد  ان 
nn

1

1

1



 nلكل  an+1<anاذن  

0وان 
1

limlim 
 n

a
n

n
n
 

 اذن دس  المبرهن  اعلاه المتسلسل  متقارب 
 

: المتسلسل  التوالقي  مثال


n

n)1(
 متقارب  ؟ 

: نفر   الدل
n

an

1
  لضن

1

1
1




n
an 

بما ان  
nn

1

1

1



    an+1<anاه ان  

0وان 
1

limlim 
 n

a
n

n
n
 

اذن المتسلسل  


n

n)1(
 متقارب    

 
 Absolut Convergence andالتقارب المطلق والتقارب الشرطي  8.11

Conditional Convergence 

يقال للمتسلسل        na   بضنها متقارب  مطلق  عندما تكون المتسلسل na 

ويقال ان المتسلسل متقارب   na متقارب  ورطي  عندما تكون na   متباعدم 
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: المتسلسل   مثال


n

n)1(
 متقارب  دس  المثال السابه  

وبما ان
n

1
 = na  

 
2

1

11

n
n

=p)لان ) Pمتباعدم دس  ااتبار   1
2

1
 

اذن المتسلسل  


n

n)1(
 متقارب  تقارباً ورطياً  

: ااتبر تقار  المتسلسل   مثال


2

1)1(

n

n

 ؟ 

2: ليكن  الدل

1

n
an   لضن

 21
1

1




n
an 

     22

1

1

1

nn



 an+1<an    

  0
1

limlim
2


 n
a

n
n

n
 

 ان المتسلسل  المتذبذب  متقارب  ولااتبار نوت التقار  اه

 2

1

n
 = na 

المتسلسل    2

1̀

n
  p ((p=2>1متقارب  دس  ااتبار  

 اذن المتسلسل  المتذبذب  متقارب  تقار  مطله  
 

 (8-10مبرهنة ) 8.11

اذا كانت المتسلسل        na    متقارب  تقارباً مطلقاً لضنها متقارب 

: بما ان المتسلسل   البرهان na    متقارب  مطلق 

اه ان المتسلسل   na   متقارب 
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 بديف ان : m>0يوجد عدد دقيقي  Є 0<اذن يكون لكل 

naaa pnnn   ;.....21 

pnnnpnnn aaaaaa   .......... 2121 

 بديف ان : m>0يوجد عدد دقيقي  Є 0<اذن لكل 

mnaaa pnnn   ;.....21 

اه ان المتسلسل   na   متقارب 

 
 Ratio Testاختبار النسبة  8.11

لي المتسلسل        na اذا كانan≠0  .و    لكل في
n

n

n a

a 1lim 


  ρلضن 

ρ اذا كان (1) < لضن   1 na   متقارب  مطلق 

ρاذا كان  (2) > لضن   1 na   متباعدم 

ρاذا كان  (3) =  لضن الااتبار يفول    1

 

.....: ااتبر تقار  المتسلسل   مثال
2.4

1

2.3

1

2.2

1

2.1

1
432
 

: يمكن كتاب  المتسلسل  بالوكل  الدل


n

n

n 2.

)1( 1

 

 النسب  نستاد. ااتبار 

ρ n

n

nn

n

n

n

n

n n
a

n
a

a

a

2.

)1(
;

2)1(

)1(
,lim

1

1

2

1

1


















 

1
2

1

1
lim

2

1

)1(2
lim

)1(

2.

2)1(

)1(
lim

11

2






















 n

n

n

nn

n nnn

n

n

n

n ρ 



 الفصل الثامن : المتسلسلات اللانهائية
∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑ 

 

 
 
 
 
  
 
 
 
 

 
 

218 
 

 اذن المتسلسل  متقارب  مطلق   
 

:  مثال


 

)!1(

)1( 31

n

nn

 

 : نطبه ااتبار النسب   الدل

ρ 3

3

31

32 )!1(
.

)!1)(2(

)1(
lim

.)1(

)!1(
.

)!2(

)1()1(
lim

n

n

nn

n

n

n

n

n

nn

n

n






















 

                           10
2

1
lim

1
lim

3











 


 nn

n

nn 

 اذن المتسلسل  متقارب  مطلق   

ااتبر تقار  متسلسل  :  مثال 2

2

n

n

 

 : باستادا. ااتبار النسب   الدل

ρ n

n

n
n

n

n

n

na

a

2
.

)1(

2
limlim

2

2

1

1










 

     12
1

lim2

2













 n

n

n
 

 اذن المتسلسل  متباعدم  
 

:  مثال 2

1

n 

 : باستادا. ااتبار النسب   الدل

ρ 1
1

lim.
)1(

1
limlim

2

2

2

1 

















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n
n
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a
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 يفول الااتبار  
  Pنستاد. اار وليكن ااتبار اذن 

 2

1

n  متقارب  لان(p=2>1)  

 

: هل ان  المتسلسل   مثال 
n

n n

3
)1(

2
1

 متقارب  ؟ 

nnnn:  الدل

n
a

n
a

3
,

3

)1( 2

1

2

1 



 

ρ
1

3

11
lim

3

13
.

3

)1(
lim

2

21

2








 





 n

n

n

n

n

n

nn 

 اذن المتسلسل  متقارب  مطلق   
 

 Root Testاختبار الجذر  8.15

لتكن         na  اه متسلسل  وان
n

naL lim  لضن na  تكون

: 
 L<1متقارب  مطلق  اذا كان  (1)

 ∞=Lاو  L>1متباعدم اذا كان   (2)

 L=1يفول الااتبار اذا كان  (3)

 

: المتسلسل   مثال n

n

n

22
 

10:  الدل
4

lim
2

limlim
2


 nn

aL
n

n
n

n

n

n
n

n 
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لسل  اذن المتس    n

n

n

22
 متقارب  مطلق  

 

:  مثال  
n

n 1 

 :باستادا. ااتبار الجذر الدل

      1)1(lim1limlim 


nnaL
n

n n

n

n
n

n
 

 اذن المتسلسل   متباعدم    
 

: ااتبر تقار  المتسلسل   مثال


 

)12.....(5.3.1

)1(! 1

n

n n

 

 : باستادا. ااتبار النسب   الدل

ρ 1

1

)1(!

)12.....(5.3.1
.

)12)(12.....(7.5.3

)1()!1(
limlim





 








n

n

n
n

n

n n

n

nn

n

a

a
 

1
2

1

12

1
lim 






 n

n

n 

 اذن المتسلسل  متقارب  مطلق   

.....: المتسلسل   مثال
3

!4

3

!3

3

!2

3

1
432
 

: يمكن كتاب  المتسلسل  بالوكل  الدل n

n

3

!
 

 وباستادا. ااتبار النسب  

ρ 1)1(lim
3

1

!

3
.

3

)!1(
limlim

1

1 








n

n

n

a

a

n

n

nn
n

n

n
 

 اذن المتسلسل  متباعدم  
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 Series Powerمتسلسلة القوى  8.16

هي متسلسل  دوال تكون صيغتها عند كل عدد  aمتسلسل  القو  دول النقط      
 بالوكل الاتي : xدقيقي 







0

)(
n

n

n axa  ديف انa   عدد ثابت يسمى مركز مفكوب المتسلسل 

هي معاملات متسلسل  القو  ، وا ح ان المتسلسل  اعلاه تكون  anوان الاعداد 
    x=aعندما  a0لى القيم  متقارب  دا ماً ا

فد تكون المتسلسل  اعلاه متقارب  لقط عند هذه النقط  او فد تكون متقارب  عند     
   xجميت في. 

بديف  Iلاذا ل. تتدقه ادد  هاتين الدالتين ، تكون هنالب وجود لعدد موج     
 تكون المتسلسل  متقارب   

  x-a|>I|ومتباعدم عندما  x-a|<I|عندما 
 يدعى نصف فطر دا رم التقار  للمتسلسل    Iد الثابت العد

 بفترم تقار  المتسلسل     (a-I,a+I)وتُدعى الفترم 
لضن المتسلسل  فد تكون متقارب   او متباعدم ويمكن ايجاد نصف فطر  x-a|=I|عندما 

 I  ρ=تقار  متسلسل  القو  باستادا. ااتبار النسب  بو ت

 

سل  : جد لترم تقار  المتسل مثال nx 

:  الدل
n

n xa   ،
1

1



  n

n xa 

    1limlim
1

1 







x

x

x

a

a
I

n

n

n
n

n

n 

 x<1>1-اه ان 
 x=-1   ,   x=1الان للتدقه عندما 

x=1 عندما    nnx  المتسلسل  متباعدم )1(

x=-1 عندما    nnx  مالمتسلسل  متباعد )1(

 (1,1-)اذن لترم التقار  هي 
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التي تجعل المتسلسل   x: جد في.  مثال







)!12(
)1(

12
1

n

x n
n

 متقارب  ؟ 

 :  الدل

0
)2)(12(

lim
)1(

)!12(
.

)!12(

)1(
limlim

2

121

12

1 




















 nn

x

x

n

n

x

a

a

nnn

nn

n
n

n

n
 

   xاذن المتسلسل  متقارب  لكل في. 

: جد لترم تقار  المتسلسل   مثال 2

3

n

xnn

 ؟   

 : باستادا. ااتبار النسب  الدل

1||3
1

lim||3
)1(

3
lim

.3
.

)1(

3
lim

2

2

22

2

11
























x

n

n
x

n

xn

x

n

n

x
I

nnnn

nn

n
 

3

1

3

1

3

1
||1||3





x

xx

 

عندما 
3

1
x  لضن  22

13

1
.3

nn

n

n

 

 2

1

n
 p((p=2>1متقارب  دس  ااتبار  

وعندما 
3

1
x  لضن 






22

)1(3

)1(
.3

nn

nn

n
n

 




2

)1(

n

n

ل  متذبذب  وهي متقارب  لانمتسلس 


2

)1(

n

n

 متقارب  
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اذن لترم التقار  هي 









3

1
,

3

1
 

 
 : جد لترم تقار  المتسلسل  مثال

.....)3(4.2)3(3.2)3(2.2)3(2 424223222  xxxx     

: يمكن كتاب  الوكل العا. للمتسلسل   علاه كالاتي : الدل  nn xn )3(2 2

 

2

2

2

121

1 )1)(3(2
lim

)3(.2

)3()1(2
limlim

n

nx

xn

xn

a

a
I

nnn

nn

n
n

n

n


















 

               1|3|2
1

lim|3|2

2








 



x

n

n
x

n
= 

                                
2

1
3

2

1
3  x 

     I=1/2نصف فطر التقار  
2

7

2

5
 x 

عندما 
2

5
x   المتسلسل 

   .....)1(.....321)1()3)((2 22222 nnxn nnnn
 

 وهي متباعدم

وعندما 
2

7
x   لضن المتسلسل 

    ..........321)
2

1
(2)3)((2 222222 nnnxn nnnn

 

 وهي متباعدم اي اُ 

اذن لترم التقار  هي 








2

7
,

2

5
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 Taylor &Maclourin Seriesمتسلسلة تايلور وماكلورين  8.17

، اه انه توجد موتقات  x=cدال  فابل  للاوتقاه لانها ياً عند  fلتكن     

)()( cf n
هي  cدول  fالصديد  الموجب  ، ان متسلسل  تايلور لـ nلكل في.  

 متسلسل  القو 

(1) _______.....)()()(
0

2

210





n

n

n cxacxaacxa

 

!ديف ان 

)(

n

cf
a

n

n   .لكل فيn   

fلاد  ان 
(0)
 a0=f(c)نفسها ، بديف ان  fهي القيم  الوسطى للدال   

 دول الصفر اه متسلسل  القو  fهي متسلسل  تايلور لـ fان متسلسل  ماكلورين لـ

(2) _______.....
0

2

210





n

n

n xaxaaxa 

ديف ان 
!

)0(

n

f
a

n

n   .لكل فيn   

e: جد متسلسل  ماكلورين لـ مثال
x

 ولترم التقار  ؟ 

 
f(x)=e: لتكن  الدل

x
 x=0الان ندس  في. الموتقات عند  

         f(x)=e
x     

    ;   f(0)=1 

         f '(x)=e
x     

    ;   f '(0)=1 

  

         f
n
(x)=e

x     
    ;   f

n
(0)=1 

 ( اعلاه :2نعو  لي المتسلسل  )

               





0

2

!
.....

!
.....

!2
1

n

nn
x

n

x

n

xx
xe 

 ولايجاد لترم التقار  نستاد. ااتبار النسب 
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0
1
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!
.

)!1(
limlim

1

1 














 n

x

x

n

n

x

a

a

nn

n

n
n

n

n 

  xاذن المتسلسل  متقارب  لكل في. 

 
 ث. جد لترم التقار  للمتسلسل ؟  f(x)=sinx: جد متسلسل  ماكلورين لـ مثال

 
            f(x)=sin(x)     ;   f(0)=0  :  الدل

f '(x)=cosx       ;   f '(0)=1             
f ''(x)=-sinx       ;   f ''(0)=0             

f '''(x)=-cosx       ;   f '''(0)=-1           

f 
(4)

(x)=sinx       ;   f 
(4)

(0)=0            

f 
(5)

(x)=cosx       ;   f 
(5)

(0)=1           













0

12753

)!12(

)1(
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!7!5!3
sin

n
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n

xxxx
xx

 

 )بتطبيه ااتبار النسب ( xوهي متقارب  لجميت في. 

 

: جد متسلسل  ماكلورين للدال   مثال
x

xf



1

1
 ؟ )(

;)0(1:    الدل
1

1
)( 


 f

x
xf 

       

 

 

 
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1
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1
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1

1
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3
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










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



f
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f
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f
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      
!42.3.4)0(;

)1(

!4

1
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)( )4(

55

)4( 





 f
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xf 

     

 

!)0(;
)1(

!
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!5

1
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1
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n
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f
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xf

n

n

n 















 

f(x)=1+x+2!x
2
+3!x

3
+4!x

4
+5!x

5
+…..+n!x

n
+….. 

                      





0

)!()(
n

n nxxf 

 

xxf: جد متسلسل  تايلور للدال   مثال ln)(   دول النقطa=1 ؟ 

)(ln;)1(0:    الدل  fxxf 
           

                        

2)1(''';
2

)('''

1)1('';
1

)(''

1)1(';
1

)('

3

2










f
x

xf

f
x

xf

f
x
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)!1()1()1(;

)!1(
)1()( 1)(1)( 


  nf

x

n
xf nn

n

nn



 

 ( 1نعو  لي العلاف  )
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






















1

1

1
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2
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n
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n
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 ولايجاد لترم التقار  
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1
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.
1
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1









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


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x

n

n
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      -1<x-1<1 
        0<x<2         

x=0    :عندما   



 





nnn

n

n

nn 1)1()1()1( 12

1
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 وهي متباعدم

x=2   :عندما 




 




nn

x n

n

nn 1

1

1 )1()1()1(
 

 وهي متقارب  دس  ااتبار المتسلسل  المتذبذب 
 [0,2)اذن لترم التقار  

 

: جد متسلسل  تايلور للدال   مثال
x
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1

)(  دولx=1 ؟ 
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 ، ث. جد الغاي  لكل منها : مباعدوايها متبين اه المتسلسلات التالي  متقارب  : 1س

(a)  

n

n
an

31

12




 

(b) n

na )1(1  

(c) 
nn

nn
an






2

2

2

 

(d) 
n

a
n

n

)1(
1




 

 
جد المجموت الجز ي لكل من المتسلسلات التالي  ، ث. تدقه من تقار  او : 2س

 تباعد كل منها ؟ وجد مجموعها عندما تكون متقارب  ؟

(a) 
1

ln
n

n
     

(b)   
 )12)(12(

1

nn
      

(c) (c)   
 22 )1(

2

nn

n
 

 
 ااتبر تقار  المتسلسلات التالي  :: 3س
(a) 0.383838…..             

(b)     2.0474747…..   

 

ااتبر تقار  المتسلسلات التالي  :: 4س
 
 

(a) 
 )1ln()1(

1

nn

 

(b) 
1

1
3n

 (c) 
12n

n
 

(d)  ne

n
 (e) 

13

2
3

2

n

n
 (f) 

1

1

2nn

 أسئلة الفصل الثامن
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(g) 
1

ln
2n

n
 (h)  nen2

 (i)  2

1

n

en

 

(j)  
n

n 
sin)1( 1

 
(k)  

n

n 1
)1(

 

(l)  
n

en
n)1(

 

(m)  
n

n n

2
)1( 

 
 ؟كانت متقارب  بين نوت تقاربها واذاتسلسلات التالي  متقارب  ا. لا؟هل ان الم: 5س
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(g) 

n

n n
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!)1( 1

 (h)  n
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sin 2

 

 
  جد لترم تقار  المتسلسلات التالي  :: 6س
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 جد متسلسل  ماكلورين للدوال التالي  ؟: 7س

1- f(x)=cosx 2- f(x)=ln(1+x) 

3- f(x)=sin
1-

x 4- f(x)=tan
-1

x 

 
 لترم التقار  المتسلسل  ؟جد متسلسل  تايلر للدوال التالي  ث. جد : 8س

f(x)=e
x
 (1)      ،a=c                
(2 )f(x)=lnx      ،a=2 

f(x)=cosx (3)      ،a=-π/4        

(4 )f(x)= x      ،a=4 
f(x)=cosx (5)      ،a=π/3 

  ااتبر تقار  المتسلسل  التالي  :: 9س

  التالي  :ااتبر تقار  المتسلسل  : 10س

 
 ؟ x0=eديف  x0دول  f(x)=ln(x)اوجد متسلسل  تايلور للدال  : 11س

 
اكت  الكسور العوري  المعطام كمتسلسل  لانها ي  ؟ ث. اوجد مجموعها ؟ ث. : 12س

 استاد. المجموت للتعبير عن الكسر العوره بعدد فياسي ؟

1) 0.013013013…..      2) 0.212121….         3) 0.49999…..                              

4) 0.36717171…..        5) 0.125125125…..  6) 0.22222….. 

 ان تتقار  الى نهايتين ماتلفتين ؟{an}برهن انه لا يمكن لمتوالي  معين  :13س
        

برهن انه اذا كانت : 14س


1n

na  متسلسل  موجب  وكانc  ثابتاً موجباً لضن


1n

na 




1n

nca تكون كلاهما متقارب  او كلاهما متباعدم ؟ 

برهن انه اذا كانت المتتالي  اللانها ي  المددودم متزايدم او متنافص  لضنها  :15س

 كون متقارب  ؟ت
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: برهن ان ااتبار الجذر يفول لي تدديد تقار  او تباعد المتسلسل  16س


1n

na 

1limعندما يكون  


n
n

n
a ؟ 

 : استاد. ااتبار النسب  لبدف تقار  المتسلسل  :17س

    ......
)23....(8.5

)2.....(4.2

11.8.5

6.4.2

8.5

5.2

5

2





n

n
 

: برهن ان المتتالي  المتقارب  يج  ان تكون مقيدم ؟ وهل العكس صديح ، 18س

 برهن صد  جوابب ؟

0lim: اذا كان 19س 


n
n

a لسل  لضن المتس


1n

naتكون متقارب  ؟ 

 : اه متتالي  هندسي  تكون متقارب  ؟20س
 تكون مقيدم؟ anمتتالي  مقيدم ، لضن كل متتالي  جز ي  من  an: اذا كانت 21س

 
 : هل العبارات التالي  صديد  ا. ااط   ؟ برهن صد  جوابب ؟22س

اذا كانت المتسلسل   - 


1n

na  متقارب  لضن المتسلسل


1

2

n

naتكون متقارب  اي اً ؟ 

اذا كانت المتسلسل   - 


1

2

n

na  متقارب  لضن المتسلسل


1n

naتكون متقارب  اي اً ؟ 

اذا كانت المتسلسل   -ج


1n

na  متباعدم لضن المتسلسل


1

2

n

naتكون متباعدم اي اً ؟ 

: اثبت ان المتسلسل  23س









1

1

)1ln(

1
)1(

n

n

n
 متقارب  ورطاً ؟ 

: ادس  فيم  24س





2

2
)

1
1ln(

n n
 

: نافش تقار  متسلسل  القو  25س


 0 4n

n

n

x
 



 جدول الرموز
δ≥≤≠≈∩∞∑ δ≥≤≠≈∩∞∑ δ≥≤≠≈∩∞∑ δ≥≤≠≈∩∞∑ δ 
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 فيما يلي جدول بالرموز المستخدمة في الكتاب :

 فظ او المعنىالل الرمز اللفظ او المعنى الرمز

 لكل  اقواس المجموعات {}

 ،Є ينتمي   يؤدي 

 
 اذا وفقط اذا ، لا ينتمي

 فاي، للمجموعة الخالية  لا يساوي 

 حيث ان | مجموعة خالية 

 مجموعة جزئية فعلية  اكبر من <

 ليست مجموعة جزئية  اصغر من >

 مجموعة جزئية  قيمة مطلقة |   |

Ac يساوي =
 مجموعة متممة 

Π نسبة الثابتةباي ، ال  يوجد 

N الاعداد الطبيعية  اوR 
 الاعداد الحقيقية

U المجموعة الشاملة R-1
 العلاقة العكسية 

 اتحاد المجموعات Z الاعداد الصحيحة 

 تقاطع المجموعات  اذن 

 حيث ان  اكبر او يساوي ≤

 مالانهاية ∞ اصغر او يساوي ≥

Θ عملية حسابية δ دلتا 

 غاية Lim عملية ثنائية *

 لوغريتم طبيعي ln عملية الجمع  ⨁

e- عنصر محايد Sinx  جيبx 

e' عنصر محايد Cosx   جيب تمامx 

Q الاعداد النسبية Max قيمةاكبر 

I الاعداد غير النسبية min اصغر قيمة 

 جذر تربيعي  المجموع 

X المعيار o تركيب العلاقات 



 المصا ر
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

234 
 

 

 
 

 المصادر العربية :

 

الدكتور موراي ر شبيجل ، "ملخصات شوم :نظريات ومسائل في التفاضل   (1)

 .1977لندن ، دار ماكجروهيل للنشر ،   لمتقدم "،والتكامل ا

 

الرياضيات للصف الرابع العلمي ، المديرية العامة للمناهج ،الطبعة  (2)

 .2011الرابعة،

الرياضيات للصف السادس العلمي ، المديرية العامة للمناهج ، الطبعة  (3)

 .2011الثانية،

للادارة  العاني ،صبري رديف والكتبي ، سليم حسن ،"التحليل الرياضي (4)

 .1982والاقتصاد"، مطبعة جامعة البصرة ،

 

الغرابي ،سليم اسماعيل والبياتي ، عادل زنيل ،الدوال المركبة ، بغداد:وزارة  (5)

 .1983التعليم العالي والبحث العلمي ،

 

د.عبد المجيد ،باسل عطا ود.نعوم ، عادل غسان ود. بابام ، محمد صالح "  (6)

 .1982تعليم العالي ،مقدمة في نظرية الزمر"، مطابع ال

 

د. علي ، علي عزيز والحسوان ، عبد الرزاق علي وجواد ، نبيهة  (7)

محمد،"الرياضيات المنتهية لطلبة الصف الاول احصاء في كلية الادارة والاقتصاد، 

 .1979جامعة الموصل ، 

 

د.مصطفى ،هادي جابر ونعوم ،رياض شاكر ومنصور ، نادر جورج،"اسس  (8)

 .1983لبصرة ،الرياضيات "، جامعة ا

 

 المصادر



 المصا ر
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

235 
 

سعد الله ،د.أ ابو بكر خالد ،التحليل الرياضي ، الجمهورية الجزائرية، وزارة  (9)

 .http//www.infpe.edu.dz  ،2007/2008التربية ، الموقع على الانترنت 

فرانك ايرزمونيور و اليوت مندلسون ،"حساب التفاضل والتكامل"، اكاديميا  (10)

 .2001انترناشيونال ،

 

راهيم ،الرياضيات العامة لطلبة الاقتصاد والعلوم قدسي ، ايلي اب (11)

 1997الادارية،عمان :دار حنين ،

 

لوقا ، باسل يعقوب ، "طرق في الرياضيات التطبيقية " ، مطابع التعليم  (12)

 .1989العالي ،

 

نعوم ، عادل غسان ،"مقدمة في التحليل الرياضي"، مطابع التعليم  (13)

 .1981العالي،

 

 المصادر الاجنبية :

(1) Apostol, T. ; Mathematical Analysis,Addision Wesley 

publishing Co.Mass.,1957. 

 

(2) Durfee; William H. ;Calculus And Analytic Geometry , M 

C Graw –Hill Book Co.,1971 

 

(3) Evans M. Harrell II and James V. Herod , Linear Methods 

of Applied Mathematics ,Orthogonal series, boundary-value 

problems, and integral operators,1996. 

 

(4) Macolm R.Adoms. An Introduction to Mathematical 

Analysis. 

 

(5) Rotman. Jo seph J.The Theory of Groups .Allyn and Ba-

con, Inc. ,Boston, U.S.A.1965. 



 المصا ر
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

236 
 

 

(6) Tex, DVIPS, xdvi, PDFTeX, xpdf, nedit, XFig, epstopdf, 

pstoe , The Calculus of Functions of Several Variables ,2007. 

 

(7) Thomas ; Calculus And Analytic Geometry , Fourth Edi-

tion.,1968. 

 

(8) WWL Chen and XT Duong, lementary Mathematics , 

1999. 

 
 
 
 

 الايداع في دار الكتب والوثائق الوطنية في بغدادرقم 
 ISBN 1019لسنة  191

 في مطبعة البصرة التحسينيةطبع 
07801167110 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 المصا ر
 

 

 

  
 
 

Advanced 

Mathematics        For 
Students 

Of The College Of 
Management 

 And 
 Economics 

 

 
 

 الايداع في دار الكتب والوثائق الوطنية في بغدادرقم 
 ISBN 1019لسنة  191

 في مطبعة البصرة التحسينيةطبع 
07801167110 

 


