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  تقʤǻʗ الʯؒاب

 صѧѧح مطلѧѧق أو خطѧѧأ مطلѧѧق ب الحѧѧالات التѧѧي لايمكѧѧن الحكѧѧم عليѧѧهبدراسѧѧة ك يهتم منطق النيتروسѧѧوفيك
إن كѧѧل و، خذ الصح بدرجات والخطأ بدرجات وكذلك اللاتحديѧѧدأ، بمعنى أخر ي ي حالات اللاتحديدأ

   ي ذلك الجزء الذي يحوي اللاتحديد.النيوتروسوفيكجزئها  تملك حقل من حقول المعرفة

الѧѧذي قدمѧѧه  نداكهر الأمريكѧѧي فلѧѧورنتين سѧѧماراالبروفيسѧѧو علѧѧى يѧѧدتروسѧѧوفيكي الن منطѧѧقتمѧѧت ولادة 
  كتعمميم للمنطق الضبابي ، وامتدادا لنظرية الفئات الضبابية .

إن التعبيѧѧر عѧѧن عبقريѧѧة الإنسѧѧانية الممثلѧѧة بالبروفيسѧѧѧور سѧѧمارانداكه ومنطقѧѧه الجديѧѧد، وفكѧѧرة هѧѧѧذا 
، إن الاسѧѧس التѧѧي وهѧѧو الجبѧѧر النتروسѧѧوفيكي  ، فѧѧي الجبѧѧرتѧѧاب لأحѧѧد تطبيقѧѧات المنطѧѧق الجديѧѧد الك

الجديѧѧد أثѧѧار العديѧѧد مѧѧن التسѧѧاؤلات فѧѧي جميѧѧع المجѧѧالات،  للمنطѧѧق وفيسѧѧور فلѧѧورنتينالبروضѧѧعها 
مѧѧن خѧѧلال ودراسѧѧتهم لهѧѧذا الفكѧѧر الجديѧѧد،  خѧѧلال ووضѧѧع بصѧѧمة فѧѧي عقѧѧول العلمѧѧاء والبѧѧاحثين مѧѧن 

فريѧѧق  التѧѧي تѧѧم نشѧѧرها فѧѧي جميѧѧع مجѧѧالات العلѧѧم باسѧѧتخدام هѧѧذا المنظѧѧق كمѧѧا فعѧѧل الأبحѧѧاث والكتѧѧب،
 بمشѧѧاركة سѧѧمارانداكه وأحمѧѧد سѧѧلامة  وتشѧѧرين_ سѧѧوريا) ا_ تركيѧѧازي عينتابمن جامعتي (غالعمل 

ونخѧѧص بالѧѧذكر وعلѧѧوم الحاسѧѧب فѧѧي الرياضѧѧيات   حيث قاموا بوضع اسس جديѧѧدة للعديѧѧد مѧѧن العلѧѧوم
ويعتبѧѧر هѧѧذا الكتѧѧاب المرجѧѧع الأول  ومѧѧن الأعمѧѧال المهمѧѧة  التѧѧي  تعѧѧرض بعѧѧض الجبѧѧر الخطѧѧي، 

نيتروسѧѧوفيك  باللغѧѧة العربيѧѧة  ، ويعѧѧود السѧѧبب فѧѧي ذلѧѧك الѧѧى  مواضѧѧيع الجبѧѧر الخطѧѧي وفѧѧق منطѧѧق ال
  .تعدد استخدامات مواضيع علم الجبر في جميع مجالات العلم 

وقبل الختام نود أن نتقدم بخالص الشكر والاحتѧѧرام والتقѧѧدير إلѧѧى كѧѧل مѧѧن سѧѧاهم فѧѧي مشѧѧروع تѧѧأليف 
راجعѧѧة اللغويѧѧة وإخѧѧراج هѧѧذا . كمѧѧا نتقѧѧدم بخѧѧالص الشѧѧكر والتقѧѧدير لكѧѧل مѧѧن سѧѧاعد فѧѧي المبهذا الكتѧѧا

الكتاب إلى النور. كما نتمنى من الله سبحانه وتعالى أن ينفع به طالبي العلم فѧѧي وطننѧѧا العربѧѧي علѧѧى 
  جميع مستوياتهم الأكاديمية والعلمية والثقافية.

  والله من وراء القصد

  المؤلفون

2022  
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  :مقʗمة

 لأن ؗـل قʹـॽة Ȟʺǽـʧ أن ،ʙʴيـʙ تʦʶʱ أحʙاث العالʦ الȌॽʴǽ ȑʚ بʻا ووقائعه Ǽالʻʱاقʠ والغʺʨض واللات

ــʙدة  ــʛ مʴـ ـ̔ ـــة أȑ غ Ǽــادقة أو ؗاذ ــʗ صـ ـــة أو مʰهʺـــة لاȞʺǽـــʧ أن نʴـــʙد إن ؗانـ Ǽن صـــادقة أو  ؗاذʨــ تؔـ

، ( ʙــ ـــة (لاتʙʴيـ ــʝ حॽʁق ــǽ ʙعȞـ ـــا لʺʢʻـــȘ جʙيـ ʻʱزت حاجʛبـــ ʥلʚــع. فؔـــان  لـــ ॽة لهـــʚا الʨاقـ hـــʶʻــا ال رؤʻʱȄـ

 Șـʢʻʺال ،ʥॽɾʨوسـʛʱʻال Șـʢʻم Șʢʻʺـي الȞȄʛالأم ʦـه العـالʶأس ȑʚالـ Smarandache  1995عـام 
 ʦʱهــȄرس وʙيــ ȑʚوالــ ʙيــʙʴــالات اللاتʴǼ  إن Șــʢʻʺا الʚهــ ʚأخــǽ ــهاʹॽʁة مــع نʛو ؗــل فؔــʅــॽʡ مــع  ʧمــ

 ʙيــʙʴــح اللاتʸعــاد هــي الǼلاث أʲــان بــॽؗــل ب Șــʢʻʺا الʚهــ ʚأخــǽ ʘــʽح ،(𝑇)  ــأʢʵرجات والʙبــ(𝐹) 

,𝑇)بـــʙرجات، وʻʻȞʺȄــا أن نعʰـــʛ عـــʧ ذلـــǼ ʥالʷــȞل  (𝐼)بــʙرجات والॽʴـــاد  𝐼, 𝐹) ـــي وصـــفاً وهـــʢعǽ اʚ

ـــــȘ ال ــʧ الʺʢʻــ ــ ـــــȞॽي وأدق مـــ ـــــȘ الؔلاســ ــــــॼابي والʺʢʻــ ــʧ ـ́ ــ ــȘ عـــ ــ ـــــʚا  انʲʰـــ ــȘ  هــ ــ ـــــات الʺʢʻـــ الʺʨʺʳعــ

ــة الʺʨʺʳعــات الؔلاســॽȞॽة الʛʱʻوســॽȞॽɾʨة الهʷــة ʢʱؗــ Ȅʛʤʻل ʛȄʨ ʙأحʺــ ȑʛــʸʺر الʨــʶॽɾوʛʰال ʙعلــى يــ

ـــلامة ــ ـــــA.A.Salama ʘ  سـ ــʙم ، حʽـ ـــ ــام  قـ ـــلامة عــــ ـــــʨم ا 2013أحʺــــــʙ ســـ ــʨل مفهـ ــ ــــة حــ ــʻقȌ دراســ ــ لــ

ســـلامة  وقـــʙم ,هʷـــةعʸʻـــʛ مـــا لʺʨʺʳعـــة نʛʱوســـॽȞॽɾʨة الʛʱʻوســـॽȞॽɾʨة الهʷـــة وعـــʛف مفهـــʨم انʱʺـــاء 

ʦʶॽوم ʅॽɾون  ورʛالʺمع أخ ʧم ʙيʙفـالع ʦॽʂـاء اʸوالإح ʖاسـʴم الʨـالات علـʳة فـى مॽȞॽɾʨوسـʛʱʽʻال

 [48-39]وʨʴȃث العʺلॽات ؗʺا فى الʺʛاجع والʚʺʻجة  ونʦʤ الʺعلʨمات وȂتʵاذ القʛار

.𝟏 −    :تʙوسʦʻʣॻɼʦ تعارʃȂ ومفاʤॻʀ أساسॻة في الʹ 𝟏

 ʗإذا ؗان𝑎  و𝑏  ة ماʛʱفي فʛʡ،  اʻ ,Ȟǽ[𝑎ـʨن  عʻـʙهالا نعلʦ أǽا مʻهʺا هـي الأكʰـʛ وؗ 𝑏] = [𝑏, 𝑎] 

ـــة ـــʚلǼ ʥالʶʻـــॼة للʴال ــʥ فʽهـــا الفʱـــʛ  وؗ ــار الʱـــي تʺلـ ʧ ومـــʧ الʶॽـ ــʧ الॽʺـــ̔ ــʖة نهاǽـــات مʱفاوتـــة مـ ɦـ  أȑ تؔ

,Ǽ[𝑓(𝑥)الॽʸغة  𝑔(𝑥)]  ʧة مʙʽالأك ʦॽʁال ʠعॼأنه ل ʙʳن ʘʽح(𝑥)  نʨؔت 𝑓(𝑥) < 𝑔(𝑥)  

 ʧم Ȑʛأخ ʦॽʁول(𝑥)  نʨؔت𝑓(𝑥) > 𝑔(𝑥).  

 ʃȂʙ𝟏)تع. 𝟏.   :تʲلʻل الفʙʯات: (𝟏

ــا، فـــي تʴلʽـــل الفʱـــʛات تؔـــʨن العʻاصـــॼɺ ʛـــارة عـــʧ فʱـــʛات بـــʙلاً مـــʧ الأ رقـــام الʱقلǽʙʽـــة الʺʱعـــارف علʽهـ

الʻاتʳـة عـʧ العʺلॽـات  للأخʢـاء الʱقȄʛـǼ ʖالȄʜـادة أو الʻقʸـان هـʨالفʛʱات  والʺقʨʸد مʧ دراسة تʴلʽل

  .Ǽفʛʱة مغلقةيʦʱ تʙʴيʙه الʶʴابॽة وعلى ذلʥ فإن الʢʵأ 
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 ʃȂʙ𝟐)تع. 𝟏.   :تʲلʻل الʦʸʱʸعات: (𝟏

ــʛات فـــي الʱعȄʛـــʅ الʶـــابȘ لʴʱلʽـــل ـــا الفʱـ ʻʺاســـ إذا قǼات الʺغلقـــةʛــ ـɦــʛات ʙʰʱال الفʱـ  الʱـــي ؗانـــʷǼ ʗـــȞل ف

  سʸʴʻل على تعʅȄʛ تʴلʽل الʺʨʺʳعة. ʨʺʳʺǼعات

 ʃȂʙ𝟑)تع. 𝟏.    تʙوسȜॻɼʦي:ʦʻ الʲʯلʻل الʹ: (𝟏

ʻــــل الʽلʴʱــــار ال ॼʱاع ʧــ ــاǼقʧʽ (تʴلʽــــل Ȟʺǽ ʨʽــ ــʧʽ الʶــ ــ ـــاً لؔــــلا الʴʱلʽل ــȞॽɾʨي تعʺॽʺـ ــʛاتتʛوســ ــل  الفʱــ وتʴلʽــ

ــʨʽȞॽɾʨ )، حʽــــʘ أن الʴʱلʽــــل الʻالʺʨʺʳعــــات ــʨاع الʺʨʺʳعــــات (لــــʝॽ فقــــȌ تʛوســ ـــع ؗــــل أنــ ي يʱعامــــل مـ

الفʱــʛات)، فʹــلاً عــʧ تلــʥ الʴالــة عʻــʙما Ȟǽــʨن هʻــاك Ǽعــʠ اللاتʙʴيــʙ (علʺــاً أن اللاتʙʴيــʙ قــȞǽ ʙــʨن 

  في الʺʨʺʳعات أو الʙوال أو مفاʦॽʂ أخȐʛ معʛفة على هʚه الʺʨʺʳعات).

الʴʱلʽـل الʨʽʻتʛوســʨفؔي  عʻـʙما نʱعامـل مـع العʻاصــʳʺؗ ʛـامॽع بـʙون وجـʨد اللاتʙʴيــʙ، عʻـʙها سـʨȞॽن 

ولـʨ تـʦ الʱعامـل مـع العʻاصـʷǼ ʛـȞل فʱـʛات فقـȌ بـʙلاً مـʧ الʺʨʺʳعـات ولـʦ مʢاǼقاً لʴʱلʽل الʺʨʺʳعـة، 

ؗـــان واذا هـــʚا ، الفʱـــʛات Ȟǽـــʧ هʻـــاك لاتʙʴيـــʙ عʻـــʙها ســـʨȞॽن الʴʱلʽـــل الʨʽʻتʛوســـʨفؔي مʢـــابȘ لʴʱلʽـــل

  ʙئʚٍ إلى تʴلʽل نʨʽتʛوسʨفؔي.عʙʻ اسʙʵʱام الʺʨʺʳعات سʨʴʱʽل الʴʱلʽل عǼ ʻعʠ اللاتʙʴيʙ هʻاك

𝟐 −    أمʰلة حʦل الʲʯلʻل الʹʦʻتʙوسʦفؒي:. 𝟏

مʰــʙأ حʶــاب الʱفاضــل والʱؔامــل الʨʽʻتʛوســʨفؔي وحʶــاب الʱفاضــل والʱؔامــل الʨʽʻتʛوســʨفؔي ʱʵǽلفــان 

  ، لأنهʺا لا ʙʵʱʶǽمان اللاتʙʴيʲʺؗ ،ʙال دعʨنا نʛʤʻ الʙوال الآتॽة:الʺʨʺʳعات عʧ تʴلʽل

.𝟏)مʰال  𝟐. 𝟏):  

𝑓(0 𝑜𝑟 1) = 7   

:ʗا إذا ؗانʺॽɾ ʧيʙأكʱم ʛʽا غʻأن ȑالة أʙال ȘلʢʻʺǼ خاص ʙيʙʴلات ʥالʻه  

𝑓(0) = 7 𝑜𝑟 𝑓(1) = 7  

.𝟐)مʰال  𝟐. 𝟏):  
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𝑓(2) = 5 𝑜𝑟 6 

ʧيʙأكʱم ʛʽا غʻأن ȑالة أʙال ʛقʱʶʺǼ خاص ʙيʙʴلات ʥالʻهل ه  

𝑓(2) = 5 𝑜𝑟 𝑓(2) = 6 

ʛʲرة أكʨʸȃا وʙʽتعق:   

𝑓(−2 𝑜𝑟 − 1) = −5 𝑜𝑟 9 

  للʙالة أȑ أن: ȞǼل مʧ الʺʢʻلȘ والʺʱʶقʛ هʻالʥ لاتʙʴيʙ خاص

𝑓(−2) = −5 𝑜𝑟 𝑓(−2) = 9 𝑜𝑟 𝑓(−1) = −5 𝑜𝑟 𝑓(−1) = 9  

  وʨʸȃرة عامة فإن:

𝑓(𝑎ଵ 𝑜𝑟 𝑎ଶ 𝑜𝑟 … 𝑜𝑟 𝑎௠) = 𝑏ଵ 𝑜𝑟 𝑏ଶ 𝑜𝑟 … 𝑜𝑟 𝑏௡ 

𝟑 −    أمʰلة في تʲلʻل الʦʸʱʸعة:. 𝟏

.𝟏)مʰال  𝟑. 𝟏):  

:𝑓الʙالة  𝑅 → 𝑅 تʧلقها عʢʻلف في مʱʵ  الةʙال𝑔 ةॽالآت:  

𝑔: 𝑅ଶ → 𝑅     ;   𝑔({0,1}) = 7     

:𝑔 كʺا نʙʳ الʙالة 𝑅 → 𝑅 :هاʛقʱʶلف في مʱʵت  

𝑔: 𝑅 → 𝑅ଶ;  𝑔(2) = {5,6} 

ـــة  ــــ ــ ــ ــــ ــــ ـــــȐʛ الʙال ــ ـــ ــ ــ ــ ـــ ــــاً ن ـــــ ــــ ــ ــ :𝑓أǽʹــ 𝑅 → 𝑅 :ʘــــــ ــــ ــ ــ ــــ قʛها حʽـ ـɦـ ــ ـــــ ــــ ــــ ـــا ومʶــ ــــ ــــ ــ ــ ـــي مʢʻلقهــــ ــ ــــ ـــــ ــــ ــــف فـ ــــ ــ ـــ ــ ــ ــ  تʱʵل

𝑔: 𝑅ଶ → 𝑅ଶ;  𝑔({−2, −1}) = {−5,9} 

  

:ʴ 𝑓الـــة عامـــة فـــإن الʙالـــةوؗ  𝑅 → 𝑅 الـــةʙال ʧها عـــʛقʱـــʶلقهـــا ومʢʻلـــف فـــي مʱʵت 𝑔: 𝑅௠ → 𝑅௡ 

:ʘʽح  
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𝑔: 𝑅௠ → 𝑅௡;  𝑔({(𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௠)}) = {𝑏ଵ, 𝑏ଶ, … , 𝑏௡} 

ــʧ أ ــʥ فـــإن  ن تؔـــʨن مʱʴـــʨاه ومـــʧ الʴقـــائȘ الʺعʛوفـــة أن أȑ مʨʺʳعـــة Ȟʺǽـ ــة، ومـــع ذلـ ــʛة مغلقـ فـــي فʱـ

حʽـǽ ʘعʢـى نʱـائج ، الʺʨʺʳعـات الʺʴـʙودة الʱعامل مع الفʛʱات الأوسع ʨȞǽن أصعʖ مʧ الʱعامل مـع

 ʥذل ʧم ʛʲقة.عامة، بل الأكॽʀد ʛʽن غʨؔفإنها ت  

الʱي تʙʵʱʶم مʨʺʳعات أصـغʛ مʱʴـʨاه داخـل فʱـʛات، هـي Ȅʛʡقـة أكʲـʛ دقـة  ॽȞةॽالʨʽʻتʛوسɾʨوالȄʛʢقة 

  .الفʛʱات مʧ تʴلʽل

𝟒 −   الفʙʯات: أمʰلة في تʲلʻل. 𝟏

ॽʢع القــʨل إن الʴʱلʽــل  يʱعامــل مــع الʺʳــامॽع الʱــي تʴــȑʨ لا تʙʴيــʙ، مʲــال ذلــȞ  ʥيॽالʨʽʻتʛوســɾʨنʶـɦـ

 ʛـــʸʻالع ʙـــʳن𝑥(𝑡, 𝑖, 𝑓) ئـــيʜل جȞـــʷǼ ـــيʺʱʻعـــة يʨʺʳʺل 𝑆  لȞـــʷǼ ـــيʺʱʻـــه لا يʶنف ʛـــʸʻـــاً العʹǽوأ

جــة ومــʧ جهــة أخــȐʛ فــإن هــʚا العʸʻــʴǽ ʛʺــل Ǽعــʠ اللاتʙʴيــʙ حʽــʘ تؔــʨن در  𝑆جʜئــي للʺʨʺʳعــة 

 ʛــʸʻــاء العʺʱان𝑥 عــة  لــىإʨʺʳʺال𝑆  ة عʺــا إذا ؗــانʛأدنــى فؔــ ʥــا لا نʺلــʻأن ʥلʚبــ ʙــʸد، نقʙــʴم ʛــʽغ

يʱʻʺــي أو لا يʱʻʺــي إلــى الʺʨʺʳعــة (تʺــام الــلا تʙʴيــʙ)؟، أو قــʙ نعʻــي  𝑦(0,1,0)عʸʻــʛ معــʧʽ مʲــل 

 تʴلʽـــلإن ؗـــلاً مـــʧ . تʙʴيـــॽʰʡ ʙعʱهـــاولʻʻؔـــا لا نʶـــॽʢʱع  𝑆أنـــه يʨجـــʙ عʸʻـــʛ يʱʻʺـــي إلـــى الʺʨʺʳعـــة 

  عاجʧȄʜ عʧ الʱعامل مع هʚا الʨʻع مʧ الانʱʺاء. الʺʨʺʳعات وتʴلʽل الفʛʱات

ــــة  ــʙيʻا الفʱــــــʛة الآتॽــ ــ ـــه لــ 𝐿لʻفــــــʛض أنـــ = ൣ0, 5(଴.଺,଴.ଵ,଴.ଷ)ൣ  دʙــ ــ هــــــʨ   (଴.଺,଴.ଵ,଴.ଷ)5حʽــــــʘ إن العــ

للفʱـʛة  (0.6)يʱʻʺـي جʜئॽـاً بʙرجـة   Ǽ5ʺعʻـى ان العـʙد   (଴.଺,଴.ଵ,଴.ଷ)5اللاتʙʴيـʙ وȄعʢـى ǼالʷـȞل  

𝐿 ةʛــʱئــي للفʜل جȞــʷǼ ــيʺʱʻــه لا يʶنف ʗقــʨوفــي ال ،𝐿  رجــةʙد (0.3)بʙن للعــʨــȞǽ درجــة لا  5، ؗʺــا

  .(0.1)بʙرجة  𝐿تʙʴيʙ في الانʱʺاء إلى الفʛʱة 

𝐿 ≠ 𝐿و  [0,5] ≠   .(0,5]و  [0,5] .الفʛʱتʧʽتقع بʧʽ ولʻؔها . (0,5]

  أȑ أن:

[0,5) ⊂ 𝐿 ⊂ [0,5] 
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 ʛــــــ ــʥ لأن العʸʻــ ــ ـــى ال 5وذلــــ ـــي إلـــــ ـــ ـــــʛة لا يʱʻʺــ ــʛة (0,5]فʱـــ ــ ـــــاً للفʱــــ ـــــʨن جʜئॽـــ ـــاؤه  Ȟǽـــ ـــا أن انʱʺـــــ ــ ، ؗʺـــ

ൣ0, 5(଴.଺,଴.ଵ,଴.ଷ)ൣ  ةʛʱي للفʺʱʻي ʙʽأكʱالȃة [0,5]وʛـʱن الفʨتؔـ ʥوعلـى ذلـ .𝐿  ـلʽلʴʱال ʧءاً مـʜهـي جـ

  تʴلʽل فʛʱات. ولʗʶॽالʨʽʻتʛوسȞॽɾʨي 

  لاحȎ الʙوال الآتॽة:

𝑘ଵ([0,5]) = [−4,6] , 𝑎𝑛𝑑  𝑘ଶ([−2, −4]) = [0,5] 

  لʴʱلʽل الفʛʱة، أما الʙوال: تʱʻʺي  𝑘ଶو  𝑘ଵال الʙو 

𝑘ଷ൫ൣ0, 5(଴.଺,଴.ଵ,଴.ଷ)ൣ൯ = [−4,6] , 𝑎𝑛𝑑 𝑘ଶ([−2, −4]) = ൣ0, 5(଴.଺,଴.ଵ,଴.ଷ)ൣ 

  .الʨʽʻتʛوسȞॽɾʨي فهي بʙون شʥ تʱʻʺي للʴʱلʽل

:𝑓الʙالة  𝐴 → 𝐵 ة هي دالـةॽȞॽɾʨوسـʛتʨʽن  ʧʽعـǼ ʚمـع الأخـ ʙيـʙʴاللات ʠعـǼ ʥـارالاتʺلـॼʱالعلاقـة  ع

ʛقʱʶʺال ʛاصʻعǼ Șلʢʻʺال ʛاصʻع Ȍȃʛي تʱال . 

يʦʱ فقȌ دراسة الʙوال الʺعʛفة على فʛʱات، والʱـي ॽʀʺهـا فʱـʛات أǽʹـاً فـي حـʧʽ أنهـا  الفʛʱات في تʴلʽل

 .ʙيʙʴاللات ʧة مॽل خالʽلʴʱأن ال ʙʳن ،ʥلʚيلȞॽɾʨوسʛتʨʽʻل الʽلʴت ʧة مॽمʨʺع ʛʲات أكʛʱالف.  

  الآتॽة: ʨʽʻتʛوسॽȞॽɾʨةال لʻأخʚ مʲلاً الʙوال

𝑒: 𝑅 ∪ {𝐼} → 𝑅 ∪ {𝐼}   ;   𝑒(2 + 3𝐼) = 7 − 6𝐼    

ॼة  ʛؗʺأن ال ʘʽح𝐼 .ʙيʙʴل اللاتʲʺت  

𝑓: 𝑅 → 𝑅    ;   𝑓(4 𝑜𝑟 5) = 7    

𝑔: 𝑅 → 𝑅; 𝑔(0) = −2 𝑜𝑟 3 𝑜𝑟 7 

ℎ: 𝑅 → 𝑅; ℎ(−1 𝑜𝑟 1) = 4 𝑜𝑟 6 𝑜𝑟 8 

𝑘: 𝑅 → 𝑅; 𝑘(𝑥) = 𝑥 𝑎𝑛𝑑 − 𝑥 

  لʺʦॽʁʱʶ العʺʨدȑ الʱقلȑʙʽ للʺॽʻʴʻات الʱي تʺʲل دوال تقلǽʙʽة.ǽفʷل اخॼʱار ا 𝑘في الʙالة 

𝑙: 𝑅 → 𝑅; 𝑙(−3) = 𝑚𝑎𝑦𝑏𝑒 9 



10 
 

  الʴʱلʽل الʨʽʻتʛوسʨفؔي. ⊂ الʺʨʺʳعات تʴلʽل ⊂ الفʛʱات إذن تʴلʽل

𝟓 −   الʸقايʛॻ الهʹʗسॻة الأولॻة غʙʻ الʸعʻʹة: 𝟏

الʺعʻــى  ،ʛʱʽʻوســȞॽɾʨيعʻــʙ أخــʚ حــالات اللاتʙʴيــʙ فــي الȄʛاضــॽات نʸʴــل علــى ماʶǽــʺى الʶʴــاب ال

الॽʁʴقي لللاتʙʴيʙ هʨ عʙم الʙقة. بʻʽʺـا الʶʴـاب الʱقلʽـʸǽ ȑʙـف ديʻامॽȞॽـة عالʺʻـا، نʳـʙ أن الʶʴـاب 

ɾʨوســʛتʨʽʻالॽيȞ  .ــةॽȞॽامʻيʙه الʚفــي هــ (ʥॽɾʨوســʛʱʻال) ʙيــʙʴــف اللاتʸǽــابʶʴعامــل مــع  الʱي ȑʙــʽقلʱال

ـʜ) نقʢـة ال ʛؗʺس، (الʨل القـʨـʡ ،الʺʺـاس Ȍـل، خـʽʺـل (الʲم ʦॽʂس، مفاʨقـʱـاء والʻʴدرجـة الان ،ʜـ ʛؗʺʱ

  الʺʶاحة، الʦʳʴ) ؗʺقايʝॽ مʹʡʨʰة.

الʱʺهʽــȑʙ  الʶʴــابعلʺــاً أنــه فــي حॽاتʻــا الʨʽمॽــة هʻالــʥ حــالات عʙيــʙة نʱعامــل فʽهــا ؗʺقــايʝॽ تقॽʰȄʛــة. 

ɾʨوســـʛتʨʽʻالॽ يȞ ʧث عـــʙـــʴʱي ʨاتـــاً وهـــॼث ʛـــʲهʺـــة،أكʰʺر الʨأو الأمـــ ʧـــاكʶض الʨـــاب فـــي الغʺـــʶʴال 

ɾʨوسʛتʨʽʻالॽ يȞʦʱا يʙʴاللات ،ʥذلـ ʧمـ ʛʲوأك ʙيʙʴلا ت ʥي تʺلʱعامل مع الأفؔار الʱلʺـا ل ʟـʵلʺؗ ʙيـ

ʙʵام حʶــابتʨجــʙ دوافــع وأفؔــار مʲ الʺʲــالي ذؗــʛ أعــلاه فــي الʺʱʳʺــع الʱفاضــل  الॽــة الʱــي يــʦʱ فʽهــا اسـɦـ

.ȑʙــʽقلʱؔامــل الʱوال  ʛــʢــف القʸــة ذات نॽالʲʺة الʛائʙس فــي الــʨقــʱأن ال ʙــʳلاً، نʲمــ𝑟 > هــʨ عــʙد  0

 ȑــاو ــʶǽ ʗــ ଵ ثابــ

௥
ــʨاه فــــي   ــʧ تʺʽʲلــــه Ǽفʱــــʛة مʱʴــ ـــا Ȟʺǽــ ـــة فــــإن انʻʴائهـ ــʙائʛة غʽــــʛ الʺʲالॽـ ــॼة للــ ـــا Ǽالʶʻــ بʻʽʺـ

ቀ
ଵ

௥
− 𝜀 ,

ଵ

௥
+ 𝜀ቁ  دʙار العʨل جʲʺǽ ȑʚوالଵ

௥
  ʘʽح𝜀 > 0 .(ʛʽصغ) Șʽدق ʦرق ʨوه  

علــى أȑ حــال  Ȟǽ√5 𝑐𝑚ــʨن ʡــʨل الــʨتʛ مʶــاوȄاً  𝑐𝑚 ،2 𝑐𝑚 1فــي الʺʲلــʘ القــائʦ ذو الأضــلاع 

ʦॽʁن لأن  ʶǽ√5ــاوǼ ȑالʹــʨʡ  Ȍॼلهــا ʳــʙ أنــه فــي عالʺʻــا غʽــʛ الʺʲــالي لا نʶــॽʢʱع رســʦ قʢعــة الʺʶـɦـ

هʨ عʙد غʛʽ نʰʶي ǽʺلʥ عʙد لا نهـائي مـʧ الأرقـام العʷـȄʛة لـʚا نʴـʴǼ ʧاجـة إلـى تقʰȄʛهـا  5√العʙد 

5√إلى Ǽعʠ الأرقام العȄʛʷة  = 2.23606797 … ….  

  

 1)الȞʷل (
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ـــــ ــــاقʟ الʺʲـ ـــع الʻــ ـــاحة القʢـــ ـــي إن مʶـــ 𝐴الي هـــ = 𝜋𝑎𝑏 2، إن𝑎  2و𝑏  ــاً أن ــ 𝑎(علʺــ > 𝑏 ــا  ) هʺــــ

ــʚا الʺʴـــʨرʧȄ الʺʛʴقـــي واللا مʛʴقـــي للقʢـــع الʻـــاقʟ علـــى الʱـــʨالي، نلاحـــȎ أنʻـــا لا نʶـــॽʢʱع تʺʽʲـــل هـ

  عʙد غʛʽ نʰʶي. عʙد 𝜋القʢع بʙقة لأن 

𝑎لʻفʛض أن  = 2 cm  و𝑏 = 1 cm  ٍʚئʙʻع هي: عʢاحة القʶن مʨؔʱس  

𝐴 = 2𝜋 = 6.2831 … 𝑐𝑚ଶ 

  

  )2لȞʷل (ا

ــع لأن  ـــل هــــʚا القʢــ ـــاحة داخـ ـ́ـــȌॼ الʺʶـ ــʺǼ ʧال ॽʢع أن نʹــ ɦـــʁـ ــــا لا ن ʻʻؔــاً  6.2831ل ــʛ رقʺــ ــ ʰʱعǽ لا

  . بʚلʥ، فʧʴʻ نعʺل ȞʷǼل تقʰȄʛي (غʛʽ معʧʽ).مʹʡʨʰاً 

𝑉وʷȃـــȞل مʷـــاǼه Ǽالʶʻـــॼة لʳʴـــʦ الؔـــʛة الʺʲـــالي  =
ସ

ଷ
𝜋𝑟ଷ  ʨهـــ ʛـــʢـــف القʸإذ إن ن𝑟  ماʙـــʻع𝑟 =

1𝑐𝑚  فـــإن ʚٍئـــʙʻع𝑉 =
ସ

ଷ
𝜋 = 4.1887 … 𝑐𝑚ଷ دʙعـــ ʨي وهـــʰـــʶن ʛـــʽغ  ʧد لا نهـــائي مـــʙلـــه عـــ

  .ȞʷǼل دقȘʽ الʺʛاتʖ العȄʛʷة. وهʚȞا فʧʴʻ غʛʽ قادرʧȄ على الʨʸʴل على حʦʳ الʛؔة

  

  )3الȞʷل (
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  ثانيالفصل ال

  ةتʙوسʦفʦʻॻؒ الʹ الʶʸفʦفاتأساسॻات 
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  مقʗمة:

 ʗــي تʺــʱعــات الهامــة الʨʺʳʺال ʧة مــॽابॼعــة الʹــʨʺʳʺال ʛــʰʱقاً، ؗتعǼها ســاʱــةدراســʻʽعــات اللʨʺʳʺال ،

، ؗـل هـʚه الʺʨʺʳعـات تـʦ تعʺॽʺهـا والʺʨʺʳعات اللʻʽة الʻʲائॽـة، ʨʺʳعات الʹॼابॽة ذات ॽʀʺة ثʻائॽةالʺ

 Șʢʻʺي.في الȞॽɾʨوسʛʱʻال  

ــل  ــʧ قʰــ ــʛ الʛʱʻوســــȞॽɾʨي مــ ــʙ تʺــــʗ دراســــة الʰʳــ تــــʦ و ، KANDASAMYو  F.Smarandacheوقــ

Ȅــة الʛʱʻوســॽȞॽɾʨة ؗالفʹــاءات، الʺــʨدولات ، الʴلقــات ، نȄʛʤــة العʙيــʙ مــʧ الʱʻــائج الʛʰʳ  الʨʱصــل إلــى

ــاȋ ؗال ــ ॼذات الارت Ȑʛــ ـــة الأخــ ــʙاد ، والأنʤʺـ ــاذ القــــʛارالأعــ ـــة وʡــــʛق اتʵــ ـــا يʱعلــــʛ Șســــʨم الॽʰانॽـ ، وॽɾʺـ

ـyفʨفات  ǼF.Smarandacheالʺʸفʨفات الʛʱʻوسॽȞॽɾʨة فقʙ قـام الʛʰوʶॽɾـʨر  بʱعȄʛـʅ نʺـȌ مـʧ الʺ

ʙج ʅــȄʛم تعʙقʻة ، وســॽȞॽɾʨوســʛʱʻال ȑʚالــ ʅــȄʛعʱال ʧلــف عــʱʵل مȞــʷǼ ةॽȞॽɾʨوســʛʱʻفات الʨــفʸʺلل ʙيــ

ʜ دراسʻʱا على الʺʸفʨفات الʛʱʻوسॽȞॽɾʨة الʺȃʛعة. F.Smarandache قʙمه الʛʰوʨʶॽɾر ʛؗʻوس  

𝟏 −   :الʶʸفʦفة الʹʦʻتʙوسॻȜॻɼʦة 𝟐

   نʙʰأ بʱعʅȄʛ العʙد الॽʁʴقي الʛʱʽʻوسȞॽɾʨي

 ʃȂʙ𝟏)تع. 𝟏.   العʗد الॻɿʲقي الʹʙʯوسȜॻɼʦي: :(𝟐

ǽيȞॽɾʨوسʛʱʻقي الॽʁʴد الʙف العʛغه عॽص ȌʶǼأǼ  العلاقةǼ𝑤 = 𝑎 + 𝑏𝐼  أن ʘʽح𝑎  و𝑏 

ॼة و  ʛؗقة أو مॽʁاد حʙأع𝐼  ار أنॼʱالاع ʧʽعǼ ʚمع الأخ .ʙيʙʴاللات ʛʸʻ0ع. 𝐼 = 𝐼௡و  0 =

𝐼  ʦॽʀ عॽʺʳل𝑛 ةॼجʨʺاد الʙلا الأعʲم:  

𝑤ଵ = 1 − 2𝐼   , 𝑤ଶ = −3 = −3 + 0𝐼 

 ʃȂʙ𝟐)تع. 𝟏.   عʗديʥ حॻɿقʥʻ نʙʯوسʥʻʻȜॻɼʦ: : قʸʴة(𝟐

𝑤ଵليكن  = 𝑎ଵ + 𝑏ଵ𝐼  و𝑤ଶ = 𝑎ଶ + 𝑏ଶ𝐼 :عندئذ يكون  

𝑤ଵ

𝑤ଶ
=

𝑎ଵ + 𝑏ଵ𝐼

𝑎ଶ + 𝑏ଶ𝐼
=

𝑎ଵ

𝑎ଶ
+

𝑎ଶ𝑏ଵ − 𝑎ଵ𝑏ଶ

𝑎ଶ(𝑎ଶ + 𝑏ଶ)
𝐼   (1.1.2) 
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 ʃȂʙ𝟑)تع. 𝟏. 𝟐): ॻɼʦوسʙʯʹقل الʲي:الȜ  

 ʧȞॽل𝐾  لȞʷالǼ يȞॽɾʨوسʛʱʻقل الʴف الʛعǽ ،حقل ما〈𝐾 ∪ 𝐼〉  العلاقةǼ ىʢعȄو𝐾(𝐼) =

〈𝐾 ∪ 𝐼〉.  

 ʃȂʙ𝟒)تع. 𝟏.   :الʶʸفʦفة الʹʙʯوسॻȜॻɼʦة :(𝟐

 ʧؔʱل𝑀௠×௡ = ൛൫𝑎௜௝൯ ; 𝑎௜௝ ∈ 𝐾(𝐼)ൟ  ʘʽح𝐾(𝐼)  يʺʶن ʚئʙʻي، عȞॽɾʨوسʛʱحقل ن

𝑀௠×௡ .ةॽȞॽɾʨوسʛʱفة نʨفʸم  

 ʃȂʙ𝟓)تع. 𝟏.   الȁʙʸعة: الʶʸفʦفة الʹʙʯوسॻȜॻɼʦة :(𝟐

𝑚أنها مʸفʨفة نʛʱوسॽȞॽɾʨة مȃʛعة إذا ؗان𝑀௠×௡  ʗنقʨل عʧ الʺʸفʨفة الʛʱʻوسॽȞॽɾʨة  =

𝑛  لȞʷالǼ ʖʱؔوت𝑀௡×௡.  

Ǽ𝑀العلاقة  𝑛وتعʛف الʺʸفʨفة الʛʱʻوسॽȞॽɾʨة الʺȃʛعة مʧ الʺʛتॼة  = 𝐴 + 𝐵𝐼  ًأنه ؗلا ʘʽح

 ʧم𝐴  و𝐵 فʨفʸة مॼتʛʺال ʧم ʧʽʱعȃʛم ʧʽʱʽقॽʁح ʧʽʱ𝑛.  

  مʧ الآن فʸاعʙاً سʦʱʽ تعاملʻا مع الʺʸفʨفات الʛʱʻوسॽȞॽɾʨة الʺȃʛعة.

.𝟔)تعريف  𝟏. 𝟐):  

  :لتكن المصفوفتان

𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼 , 𝑁 = 𝐶 + 𝐷𝐼 

  بالصيغة: 𝑀𝑁عندئذ يعرف الجداء 

𝑀𝑁 = 𝐴𝐶 + [(𝐴 + 𝐵)(𝐶 + 𝐷) − 𝐴𝐶]𝐼 

 ʃȂʙ𝟕)تع. 𝟏.   :الȁʙʸعة الʹʦʻتʙوسʦفॻؒةة : مʗʲد الʶʸفʦف(𝟐

𝑀لتكن  = 𝐴 + 𝐵𝐼  ةѧѧن المرتبѧѧة مѧѧوفيكية مربعѧѧفوفة نتروسѧѧمص𝑛 ذهѧѧدد هѧѧرف محѧѧذ يعѧѧعندئ ،
  المصفوفة بالشكل:

det 𝑀 = det 𝐴 + 𝐼[det(𝐴 + 𝐵) − det 𝐴]   (2.1.2) 
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.𝟏)مʰال  𝟏.    لʧؔʱ الʺʸفʨفة الʛʱʻوسॽȞॽɾʨة:. (𝟐

𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼 = (
1 3𝐼

1 + 𝐼 2 + 2𝐼
)    

 ʘʽح𝐴 = ቀ
1 0
1 2

ቁ 𝐵 = ቀ
0 3
1 2

ቁ,  ʙجʨʻدها . ولʙʴم.  

  لʙيʻا:

𝐴 + 𝐵 = ቀ
1 3
2 4

ቁ 

𝑑𝑒𝑡𝐴 = 2, 𝐴 + 𝐵 = ቀ
1 3
2 4

ቁ , det(𝐴 + 𝐵) = −2 

  نʙʳ: (2.1.2)إذن حʖʶ العلاقة 

det 𝑀 = det 𝐴 + 𝐼[det(𝐴 + 𝐵) − det 𝐴] = 2 + 𝐼[−2 − 2] = 2 − 4𝐼 

 ʃȂʙ𝟖)تع. 𝟏. 𝟐)ʻʹفة الʦفʶʸب الʦمقل : ʙʯ:عةȁʙʸة الॻؒفʦوس  

 ʧؔʱلــ𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼  ــةॼتʛʺال ʧعــة مــȃʛة مॽȞॽɾʨوســʛʱفة نʨــفʸم𝑛 هʚب هــʨف مقلــʛعــǽ ʚئــʙʻع ،

  الʺʸفʨفة ǼالȞʷل:

𝑀ିଵ = 𝐴ିଵ + 𝐼[(𝐴 + 𝐵)ିଵ − 𝐴ିଵ]   (3.1.2) 

.𝟏)مʙʮهʹة  𝟏. 𝑀تʨؔن الʺʸفʨفة  :(𝟐 = 𝐴 + 𝐵𝐼 إذا ؗان Ȍإذا وفق ʖقابلة للقل:  

det 𝑀 ≠ 0.  

.𝟐)مʰال  𝟏.   :لʧؔʱ الʺʸفʨفة الʛʱʻوسॽȞॽɾʨة. (𝟐

𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼 = ቀ
1 3𝐼

1 + 𝐼 2 + 2𝐼
ቁ ; 𝐴 = ቀ

1 0
1 2

ቁ , 𝐵 = ቀ
0 3
1 2

ቁ 

:ʚئʙʻع  

𝐴 + 𝐵 = ቀ
1 3
2 4

ቁ  

:ʙʳه نʻوم  
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det 𝐴 = 2 , det(𝐴 + 𝐵) = −2 , det 𝑀 = 2 − 4𝐼 ≠ 0  

  قابلة للقل𝑀 .ʖإذن الʺʸفʨفة 

  ومʻه :

𝐴ିଵ = ൭
1 0

−1

2

1

2

൱ , (𝐴 + 𝐵)ିଵ = ൮
−2

−3

2
−2

3

−1

2

൲  

  وȃالʱالي:

𝑀ିଵ = 𝐴ିଵ + 𝐼[(𝐴 + 𝐵)ିଵ − 𝐴ିଵ] 

𝑀ିଵ = ൭
1 0

−1

2

1

2

൱ + 𝐼 ൮
−3

−3

2
−1

6
−1

൲ = ൮
1 − 3𝐼

−3

2
𝐼

−1

2
−

1

6
𝐼

1

2
− 𝐼

൲ 

  ʧȞʺǽ الʴʱقȘ مʧ أن: 

𝑀𝑀ିଵ = ቀ
1 0
0 1

ቁ 

ʃȂʙ𝟑) تع. 𝟏.   ʹقʦل الʶʸفʦفة الʹʙʯوسॻȜॻɼʦة:م. (𝟐

 ʧؔʱــ 𝑀ل = 𝐴 + 𝐵𝐼  ــةॼتʛʺال ʧعــة مــȃʛة مॽȞॽɾʨوســʛʱفة نʨــفʸم𝑛 ʚــ هــʚه  نعــʛف مʻقــʨل، عʙʻئ

  الʺʸفʨفة ǼالȞʷل:

𝑀் = 𝐴் + 𝐼[(𝐴 + 𝐵)் − 𝐴்]   (4.1.2) 

 ʃȂʙ𝟗)تع. 𝟏.   . قʦة مʶفʦفة نʙʯوسॻȜॻɼʦة:(𝟐

 ʧؔʱــ 𝑀لــ = 𝐴 + 𝐵𝐼  ʛة مॽȞॽɾʨوســــʛʱفة نʨــف ــʛفن، عʙʻئــــȃ𝑛 ʚعــــة مــــʧ الʺʛتॼــــة مʸــ قــــʨة هــــʚه  عــ

  الʺʸفʨفة ǼالȞʷل:

𝑀௥ = 𝐴௥ + 𝐼[(𝐴 + 𝐵)௥ − 𝐴௥] 
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.𝟏)ملاحʢة  𝟏. 𝟐):  

det(𝑀. 𝑁) = det𝑀 det𝑁  وdet(𝑀)ିଵ = det𝑀  وdet𝑀 = det𝑀்.  

𝟐 −   ʙʻʰؕ الʗʲود الʚʻʸʸ للʶʸفʦفة الʹʙʯوسॻȜॻɼʦة الȁʙʸعة: 𝟐

 ʧؔʱل𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼  ةॼتʛʺال ʧعة مȃʛة مॽȞॽɾʨوسʛʱفة نʨفʸم𝑛 ʧȞॽول ،𝑍 = 𝑋 + 𝑌𝐼 

  عʙʻئǽ ʚعʛف ʛʽʲؗ الʙʴود الʺʺʜʽ لهʚه الʺʸفʨفة ǼالȞʷل:

φ(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡[𝑍𝑈௡×௡ − 𝑀] = 𝑑𝑒𝑡[𝑍𝑈௡×௡ − (𝐴 + 𝐵𝐼)]

= 𝑑𝑒𝑡[(𝑍𝑈௡×௡ − 𝐴) + (−𝐵)𝐼] 

φ(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈௡×௡ − 𝐴)

+ 𝐼ൣ𝑑𝑒𝑡൫𝑍𝑈௡×௡ − (𝐴 + 𝐵)൯ − 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈௡×௡ − 𝐴)൧ 

φ(𝑍) = α(𝑍) + 𝐼[β(𝑍) − α(𝑍)] 

:ʘʽح  

α(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈௡×௡ − 𝐴) , β(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡൫𝑍𝑈௡×௡ − (𝐴 + 𝐵)൯   (1.2.2) 

.𝟏)مʰال  𝟐. 𝟐).  ʧؔʱل𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼 ةॼتʛʺال ʧعة مȃʛة مॽȞॽɾʨوسʛʱفة نʨفʸم :ʘʽة حॽانʲال  

𝐴 = ቀ
1 1
0 −1

ቁ , 𝐵 = ቀ
0 1
1 1

ቁ 

:ʚئʙʻع  

𝐴 + 𝐵 = ቀ
1 2
1 0

ቁ  

:ʙʳه نʻوم  

φ(𝑍) = α(𝑍) + 𝐼[β(𝑍) − α(𝑍)] 

α(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝐴) = ቚ
𝑋 + 𝑌𝐼 − 1 −1

0 𝑋 + 𝑌𝐼 + 1
ቚ 

α(𝑍) = (𝑋 + 𝑌𝐼)ଶ − 1 = 𝑍ଶ − 1 

β(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡൫𝑍𝑈ଶ×ଶ − (𝐴 + 𝐵)൯ = ቚ
𝑋 + 𝑌𝐼 − 1 −2

−1 𝑋 + 𝑌𝐼
ቚ 
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β(𝑍) = (𝑋 + 𝑌𝐼)ଶ − (𝑋 + 𝑌𝐼) − 2 = 𝑍ଶ − 𝑍 − 2 

  ومʻه:

φ(𝑍) = α(𝑍) + 𝐼[β(𝑍) − α(𝑍)] = 𝑍ଶ − 1 + 𝐼[−𝑍 − 1] 

   .هي مصفوفة الواحدية 𝑈ଶ×ଶحيث

.𝟐)مʰال  𝟐. 𝟐).  ʧؔʱل𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼 ةॼتʛʺال ʧعة مȃʛة مॽȞॽɾʨوسʛʱفة نʨفʸم :ʘʽة حॽانʲال  

𝐴 = ቀ
1 −1
0 2

ቁ , 𝐵 = ቀ
0 1
1 1

ቁ , 𝑈ଶ×ଶ = ቀ
1 0
0 1

ቁ  

:ʚئʙʻع   

𝐴 + 𝐵 = ቀ
1 0
1 3

ቁ  

:ʙʳه نʻوم  

φ(𝑍) = α(𝑍) + 𝐼[β(𝑍) − α(𝑍)] 

α(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝐴) = ቚ
𝑋 + 𝑌𝐼 − 1 1

0 𝑋 + 𝑌𝐼 − 2
ቚ 

α(𝑍) = (𝑋 + 𝑌𝐼 − 1)(𝑋 + 𝑌𝐼 − 2) = (𝑋 + 𝑌𝐼)ଶ − 3(𝑋 + 𝑌𝐼) + 2

= 𝑍ଶ − 3𝑍 + 2 

β(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡൫𝑍𝑈ଶ×ଶ − (𝐴 + 𝐵)൯ = ቚ
𝑋 + 𝑌𝐼 − 1 0

−1 𝑋 + 𝑌𝐼 − 3
ቚ 

β(𝑍) = (𝑋 + 𝑌𝐼)ଶ − 4(𝑋 + 𝑌𝐼) + 3 = 𝑍ଶ − 4𝑍 + 3 

  ومʻه:

φ(𝑍) = α(𝑍) + 𝐼[β(𝑍) − α(𝑍)] = (𝑍ଶ − 3𝑍 + 2) + 𝐼[−𝑍 + 1] 

.𝟏)مʙʮهʹـــة  𝟐. ʽʲؗـــʛ الʴـــʙود الʺʺʽـــʜ لʺʸـــفʨفة نʛʱوســـॽȞॽɾʨة مȃʛعـــة ʶǽـــاوʽʲؗ ȑـــʛ الʴـــʙود  :(𝟐

  الʺʺʜʽ لʺʻقʨلها.
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  الʙʮهان:

 ʧؔʱلـــ𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼  ʧȞॽعـــة ولـــȃʛة مॽȞॽɾʨوســـʛʱفة نʨـــفʸمφ(𝑍) ود الʙـــʴال ʛـــʽʲؗ ،لهـــا ʜـــʽʺʺ

 ʧؔʱول𝑀்  فةʨفʸʺل الʨقʻم𝑀  ʧȞॽولـψ(𝑍)  لʨقـʻʺلل ʜـʽʺʺود الʙـʴال ʛـʽʲؗ𝑀்.  أن ʧهʛـʰʻول

   ZZ  . 

φ(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡[𝑍𝑈௡×௡ − 𝑀] 

φ(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈௡×௡ − 𝐴)

+ 𝐼ൣ𝑑𝑒𝑡൫𝑍𝑈௡×௡ − (𝐴 + 𝐵)൯ − 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈௡×௡ − 𝐴)൧ 

  ʙيʻا:ومʧ جهة أخȐʛ ل

ψ(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡[𝑍𝑈௡×௡ − 𝑀]் = 𝑑𝑒𝑡[(𝑍𝑈௡×௡ − 𝐴) + (−𝐵)𝐼]் 

ψ(𝑍) = det ൤(𝑍𝑈௡×௡ − 𝐴)்

+ 𝐼 ቂ൫𝑍𝑈௡×௡ − (𝐴 + 𝐵)൯
்

− (𝑍𝑈௡×௡ − 𝐴)்ቃ൨ 

ψ(𝑍) = det(𝑍𝑈௡×௡ − 𝐴)்

+ 𝐼 ቂ𝑑𝑒𝑡൫𝑍𝑈௡×௡ − (𝐴 + 𝐵)൯
்

− 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈௡×௡ − 𝐴)்ቃ 

det𝑀لʙيʻا  (1.1.2)وحʖʶ الʺلاحʤة  = det𝑀் :إذن  

𝑑𝑒𝑡[(𝑍𝑈௡×௡ − 𝐴)்] = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈௡×௡ − 𝐴) 

𝑑𝑒𝑡൫𝑍𝑈௡×௡ − (𝐴 + 𝐵)൯
்

= 𝑑𝑒𝑡൫𝑍𝑈௡×௡ − (𝐴 + 𝐵)൯ 

  ومʻه ʨȞǽن:

ψ(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈௡×௡ − 𝐴)

+ 𝐼ൣ𝑑𝑒𝑡൫𝑍𝑈௡×௡ − (𝐴 + 𝐵)൯ − 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈௡×௡ − 𝐴)൧ 

ψ(𝑍) إذن: = φ(𝑍)  

.𝟑)مʰال  𝟐. 𝟐).  ʧؔʱل𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼 ةॼتʛʺال ʧعة مȃʛة مॽȞॽɾʨوسʛʱفة نʨفʸم :ʘʽة حॽانʲال  

𝐴 = ቀ
1 1
0 −1

ቁ , 𝐵 = ቀ
0 1
1 1

ቁ 
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  أن: (1.2.2)وجʙنا مʧ خلال الʺʲال 

φ(𝑍) = 𝑍ଶ − 1 + 𝐼[−𝑍 − 1] 

  ومʧ جهة أخȐʛ لʙيʻا:

𝐴் = ቀ
1 0
1 −1

ቁ , 𝐵் = ቀ
0 1
1 1

ቁ 

  ومʻه:

ψ(𝑍) = α∗(𝑍) + 𝐼[β∗(𝑍) − α∗(𝑍)] 

α∗(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝐴்) = ቚ
𝑋 + 𝑌𝐼 − 1 0

−1 𝑋 + 𝑌𝐼 + 1
ቚ 

α∗(𝑍) = (𝑋 + 𝑌𝐼)ଶ − 1 = 𝑍ଶ − 1 

β∗(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − (𝐴 + 𝐵)்) = ቚ
𝑋 + 𝑌𝐼 − 1 −2

−1 𝑋 + 𝑌𝐼
ቚ 

β∗(𝑍) = (𝑋 + 𝑌𝐼)ଶ − (𝑋 + 𝑌𝐼) − 2 = 𝑍ଶ − 𝑍 − 2 

  ومʻه:

ψ(𝑍) = α∗(𝑍) + 𝐼[β∗(𝑍) − α∗(𝑍)] = 𝑍ଶ − 1 + 𝐼[−𝑍 − 1] 

  إذن:

ψ(𝑍) = φ(𝑍) 

.𝟒)مʰال  𝟐. 𝟐).  ʧؔʱل𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼 ةॼتʛʺال ʧعة مȃʛة مॽȞॽɾʨوسʛʱفة نʨفʸم :ʘʽة حॽانʲال  

𝐴 = ቀ
1 −1
0 2

ቁ , 𝐵 = ቀ
0 1
1 1

ቁ 

  :أن (2.2.2)وجʙنا مʧ خلال الʺʲال 

φ(𝑍) = (𝑍ଶ − 3𝑍 + 2) + 𝐼[−𝑍 + 1] 

  ومʧ جهة أخȐʛ لʙيʻا:

𝐴் = ቀ
1 0

−1 2
ቁ , 𝐵் = ቀ

0 1
1 1

ቁ 
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  ومʻه:

ψ(𝑍) = α∗(𝑍) + 𝐼[β∗(𝑍) − α∗(𝑍)] 

α∗(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝐴்) = ቚ
𝑋 + 𝑌𝐼 − 1 0

1 𝑋 + 𝑌𝐼 − 2
ቚ 

α∗(𝑍) = (𝑋 + 𝑌𝐼)ଶ − 3(𝑋 + 𝑌𝐼) + 2 = 𝑍ଶ − 3𝑍 + 2 

β∗(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − (𝐴 + 𝐵)்) = ቚ
𝑋 + 𝑌𝐼 − 1 −1

0 𝑋 + 𝑌𝐼 − 3
ቚ 

β∗(𝑍) = (𝑋 + 𝑌𝐼)ଶ − 4(𝑋 + 𝑌𝐼) + 3 = 𝑍ଶ − 4𝑍 + 3 

  ومʻه:

ψ(𝑍) = α∗(𝑍) + 𝐼[β∗(𝑍) − α∗(𝑍)] = (𝑍ଶ − 3𝑍 + 2) + 𝐼[−𝑍 + 1] 

  إذن:

ψ(𝑍) = φ(𝑍) 

𝟑 −   هامʻلʦʯن الʹʙʯʻوسʦفॻؒة: - مʙʮهʹة ʻؕلي  𝟐

ʮهʹة مʙ(𝟏. 𝟑. 𝟐) ..ʜʽʺʺودها الʙح ʛʽʲؔاً لʛن صفʨؔعة تȃʛة مॽȞॽɾʨوسʛʱفة نʨفʸة مǽأ  

.𝟏)مʰال  𝟑. 𝟐).  ʧؔʱل𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼 ةॼتʛʺال ʧعة مȃʛة مॽȞॽɾʨوسʛʱفة نʨفʸم :ʘʽة حॽانʲال  

𝐴 = ቀ
1 −1
0 2

ቁ , 𝐵 = ቀ
0 1
1 1

ቁ 

  ساǼقاً أن:وجʙنا 

φ(𝑍) = (𝑍ଶ − 3𝑍 + 2) + 𝐼[−𝑍 + 1] 

  ولʗʰʲʻ أن:

φ(𝑀) = 0  ȑأ(𝑀ଶ − 3𝑀 + 2) + 𝐼[−𝑀 + 1] = 0  

  لʙيʻا:
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𝑀 = ቀ
1 −1 + 𝐼
𝐼 2 + 𝐼

ቁ ⟹ 𝑀ଶ = ቀ
1 −1 + 𝐼
𝐼 2 + 𝐼

ቁ ቀ
1 −1 + 𝐼
𝐼 2 + 𝐼

ቁ

= ቀ
1 −3 + 3𝐼
4𝐼 4 + 5𝐼

ቁ 

  ومʻه:

𝐿ଵ = (𝑀ଶ − 3𝑀 + 2) + 𝐼[−𝑀 + 1] = 𝑀ଶ − 3𝑀 − 𝐼𝑀 + (2 + 𝐼)𝑈ଶ×ଶ 

𝐿ଵ = ቀ
1 −3 + 3𝐼
4𝐼 4 + 5𝐼

ቁ − ቀ
3 −3 + 3𝐼
3𝐼 6 + 3𝐼

ቁ − ቀ
𝐼 0
𝐼 3𝐼

ቁ + ቀ
2 + 𝐼 0

0 2 + 𝐼
ቁ 

𝐿ଵ = ቀ
0 0
0 0

ቁ = 𝐿ଶ 

𝟒 −   مقلʦب مʶفʦفة نʙʯوسॻȜॻɼʦة Ǻاسʗʳʯام مʙʮهʹة ʻؕلي هامʻلʦʯن نʙʯوسॻȜॻɼʦاً: 𝟐

ـyفʨفة نʛʱوسـॽȞॽɾʨة Ǽاسـʙʵʱام مʛʰهʻـة ʽؗلـي هـامʽلʨʱن الʛʱʻوسـॽȞॽɾʨة.  في هʚه الفقʛة سʨʻجʙ مقلʨب م

  لʺʲال الآتي:وذلʥ مʧ خلال تȘʽʰʢ مॼاشʛ يʨضʴه ا

.𝟏)مʰال  𝟒. 𝟐).  

 ʧؔʱل𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼 ةॼتʛʺال ʧعة مȃʛة مॽȞॽɾʨوسʛʱفة نʨفʸم :ʘʽة حॽانʲال  

𝐴 = ቀ
1 −1
0 2

ቁ , 𝐵 = ቀ
0 1
1 1

ቁ 

  الʺʢلʨب:

)1 ʙأوج :(𝑀ିଵ ʅȄʛعʱام الʙʵʱاسǼ (8.1.2).  

)2 ʙأوج :(𝑀ିଵ اد علىʺʱالاعǼ  ةʻهʛʰʺ(1.3.2)ال.  

  الʲل: 

  :سʙʳʻ أن ǼʅȄʛ (8.1.2)اسʙʵʱام الʱع): 1(

𝑀ିଵ = ൮
1

1

2
−

1

2
𝐼

−1

3
𝐼

1

2
−

1

6
𝐼

൲ 
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  أن: (2.2.2) ل الʺʲال): وجʙنا مʧ خلا2(

φ(𝑍) = (𝑍ଶ − 3𝑍 + 2) + 𝐼[−𝑍 + 1] 

φ(𝑀)لʙيʻا:  (1.3.2)وحʖʶ الʺʛʰهʻة  = 0 :ȑأ  

𝑀ଶ − 3𝑀 − 𝐼𝑀 + (2 + 𝐼) = 0 ⟹ 𝑀ଶ − 3𝑀 − 𝐼𝑀 = −(2 + 𝐼) 

⟹ 𝑀ଶ − (3 + 𝐼)𝑀 = −(2 + 𝐼) ⟹
−1

(2 + 𝐼)
[𝑀ଶ − (3 + 𝐼)𝑀] = 𝑈ଶ×ଶ 

⟹
−1

(2 + 𝐼)
[𝑀ଶ − (3 + 𝐼)𝑀] = 𝑀𝑀ିଵ 

𝑑𝑒𝑡𝑀وȃʺا أن  = 2 + 𝐼 :نʨȞǽ  

−1

(2 + 𝐼)
[𝑀 − (3 + 𝐼)𝑈ଶ×ଶ] = 𝑀ିଵ ⟹ 𝑀ିଵ =

−1

(2 + 𝐼)
[𝑀 − (3 + 𝐼)𝑈ଶ×ଶ] 

⟹ 𝑀ିଵ =
−1

(2 + 𝐼)
ቀ

−2 − 𝐼 −1 + 𝐼
𝐼 −1

ቁ 

⟹ 𝑀ିଵ = ൮

2 + 𝐼

2 + 𝐼

1 − 𝐼

2 + 𝐼
−𝐼

2 + 𝐼

1

2 + 𝐼

൲ 

ʅȄʛعʱال ʧʽʽؔفʨوسʛʱن ʧديʙة عʺʶق ʅȄʛتع ʖʶأن: (2.1.2) وح ʧم Șقʴʱال ʧȞʺǽ  

2 + 𝐼

2 + 𝐼
= 1 ,

1 − 𝐼

2 + 𝐼
=

1

2
−

1

2
𝐼 ,

−𝐼

2 + 𝐼
=

−1

3
𝐼 ,

1

2 + 𝐼
=

1

2
−

1

6
𝐼 

  إذن:

𝑀ିଵ = ൮
1

1

2
−

1

2
𝐼

−1

3
𝐼

1

2
−

1

6
𝐼

൲ 

  ).1ي الʢلʖ (وهʨ الʺقلʨب نفʶه ف
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.𝟏)مʙʮهʹــة 𝟒. كʽʲــʛ الʴــʙود الʺʺʽــʜ لأȑ مʸــفʨفة نʛʱوســॽȞॽɾʨة مȃʛعــة ʶǽــاوʽʲؗ ȑــʛ الʴــʙود  :(𝟐

  الʺʺʜʽ لأȑ مʸفʨفة نʛʱوسॽȞॽɾʨة مʷابهة لها.

  الʙʮهان:

 ʧؔʱل𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼  فةʨفʸʺابهة للʷعة مȃʛة مॽȞॽɾʨوسʛʱفة نʨفʸم𝑁 = 𝐶 + 𝐷𝐼 .  

𝑃الʺȃʛعــة الʤʻامॽــة وهــʚا ǽعʻــي وجــʨد الʺʸــفʨفة الʛʱʻوســॽȞॽɾʨة  = 𝐾 + 𝐿𝐼  ʧن مــʨــȞǽ ــيʱوال

  أجلها:

𝑁 = 𝑃ିଵ𝑀𝑃 

  ، أʛʽʲؗ𝑀:ȑ الʙʴود الʺʺʜʽ للʺʸفʨفة  Ǽφ(𝑍)فʛض 

φ(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡[𝑍𝑈௡×௡ − 𝑀] 

  ، عʙʻئʨȞǽ ʚن:ʛʽʲؗ𝑁 الʙʴود الʺʺʜʽ للʺʸفʨفة  ψ(𝑍)وȃفʛض 

ψ(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡[𝑍𝑈௡×௡ − 𝑁] = 𝑑𝑒𝑡[𝑍𝑈௡×௡ − 𝑃ିଵ𝑀𝑃]

= 𝑑𝑒𝑡[𝑍𝑃ିଵ𝑃 − 𝑃ିଵ𝑀𝑃] 

ψ(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡[𝑃ିଵ(𝑍𝑈௡×௡ − 𝑀)𝑃] 

.det(𝑀لʙيʻا  (1.1.2)وحʖʶ الʺلاحʤة  𝑁) = det𝑀 det𝑁 :إذن  

ψ(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡(𝑃ିଵ) 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈௡×௡ − 𝑀)𝑑𝑒𝑡(𝑃)

= 𝑑𝑒𝑡(𝑃ିଵ) 𝑑𝑒𝑡(𝑃) 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈௡×௡ − 𝑀) 

ψ(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡(𝑈௡×௡) 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈௡×௡ − 𝑀) = (1) 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈௡×௡ − 𝑀) = φ(𝑍) 

𝟓 −   ʙʻʰؕ الʗʲود الأصغȏʙ للʶʸفʦفة الʹʙʯوسॻȜॻɼʦة الȁʙʸعة: 𝟐

 ʃȂʙ𝟏)تع. 𝟓. 𝟐) . ʧؔʱل𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼  ـةॼتʛʺال ʧعـة مـȃʛة مॽȞॽɾʨوسـʛʱفة نʨـفʸم𝑛 ʧȞॽولـ ،

𝑍 = 𝑋 + 𝑌𝐼 ودʙـــــʴال ʛــ ــ ــــʙم  𝑚(𝑍)، نʶـــــʺي ʽʲؗـ ـــــȑʚ يʻعـ ــفʨفة وال ــʙود  Ǽ𝑀الʺʸـــ ــ ـــــʛ الʴـ ʽʲȞǼ

  .𝑀الأصغȑʛ للʺʸفʨفة 

.𝟏)مʰال  𝟓. 𝟐).  ʧؔʱل𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼 ةॼتʛʺال ʧعة مȃʛة مॽȞॽɾʨوسʛʱفة نʨفʸم :ʘʽة حॽانʲال  
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𝐴 = ቀ
1 −1
0 2

ቁ , 𝐵 = ቀ
0 1
1 1

ቁ 

  .𝑀أوجʛʽʲؗ ʙ الʙʴود الأصغȑʛ للʺʸفʨفة 

  الʲل:

  أن: (2.2.2)وجʙنا مʧ خلال الʺʲال 

φ(𝑍) = (𝑍ଶ − 3𝑍 + 2) + 𝐼[−𝑍 + 1] = (𝑍 − 2)(𝑍 + 1) + 𝐼[−𝑍 + 1] 

  هʨ أحʛʽʲؗ ʙات الʙʴود الآتॽة: 𝑚(𝑍)عʙʻئʨȞǽ ʚن 

𝑚ଵ(𝑍) = (𝑍 − 2)(𝑍 + 1) = 𝑍ଶ − 3𝑍 + 2 

𝑚ଶ(𝑍) = (𝑍 − 2) + 𝐼[−𝑍 + 1] 

𝑚ଷ(𝑍) = (𝑍 + 1) + 𝐼[−𝑍 + 1] 

𝑚ସ(𝑍) = 𝐼[−𝑍 + 1] 

𝑚ହ(𝑍) = φ(𝑍) 

  ومʻه:

𝑚ଵ(𝑀) = ቀ
0 0
𝐼 2𝐼

ቁ ≠ ቀ
0 0
0 0

ቁ  

𝑚ଶ(𝑀) = ቀ
0 0
𝐼 2𝐼

ቁ ≠ ቀ
0 0
0 0

ቁ 

𝑚ଷ(𝑀) = ቀ
−1 −1 + 𝐼
0 2𝐼

ቁ ≠ ቀ
0 0
0 0

ቁ   

𝑚ସ(𝑀) = ቀ
1 − 𝐼 −2 + 2𝐼

0 1 − 𝐼
ቁ ≠ ቀ

0 0
0 0

ቁ   

𝑚ହ(𝑀) = ቀ
0 0
0 0

ቁ  

 إذن 

𝑚(𝑍) = φ(𝑍) 

.𝟐)مʰال  𝟓. 𝟐).  ʧؔʱل𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼 ةॼتʛʺال ʧعة مȃʛة مॽȞॽɾʨوسʛʱفة نʨفʸم ʘʽة حॽانʲال:  
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𝐴 = ቀ
1 1
0 −1

ቁ , 𝐵 = ቀ
0 1
1 1

ቁ 

  .𝑀أوجʛʽʲؗ ʙ الʙʴود الأصغȑʛ للʺʸفʨفة 

  الʲل:

  أن:(1.2.2) وجʙنا مʧ خلال الʺʲال 

φ(𝑍) = (𝑍ଶ − 1) − 𝐼[𝑍 + 1] = (𝑍 − 1)(𝑍 + 1) − 𝐼[𝑍 + 1] 

  هʨ أحʛʽʲؗ ʙات الʙʴود الآتॽة: 𝑚(𝑍)عʙʻئʨȞǽ ʚن 

𝑚ଵ(𝑍) = (𝑍 − 1)(𝑍 + 1) = 𝑍ଶ − 1 

𝑚ଶ(𝑍) = (𝑍 − 1) − 𝐼[𝑍 + 1] 

𝑚ଷ(𝑍) = (𝑍 + 1) − 𝐼[𝑍 + 1] 

𝑚ସ(𝑍) = −𝐼[𝑍 + 1] 

𝑚ହ(𝑍) = φ(𝑍) 

  ومʻه:

𝑚ଵ(𝑀) = ቀ
−2𝐼 1 − 𝐼

0 −2
ቁ ≠ ቀ

0 0
0 0

ቁ  

𝑚ଶ(𝑀) = ቀ
−2 1 − 𝐼
0 0

ቁ ≠ ቀ
0 0
0 0

ቁ 

𝑚ଷ(𝑀) = ቀ
−2𝐼 −2𝐼
−𝐼 −𝐼

ቁ ≠ ቀ
0 0
0 0

ቁ   

𝑚ସ(𝑀) = ቀ
2𝐼 2𝐼
𝐼 𝐼

ቁ ≠ ቀ
0 0
0 0

ቁ   

𝑚ହ(𝑀) = ቀ
0 0
0 0

ቁ  

 إذن:

𝑚(𝑍) = φ(𝑍) 
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ــةلام .𝟏) حʢـ 𝟓. ــاو𝑀  ȑكʽʲـــʛ الʴـــʙود الأصـــغȑʛ للʺʸـــفʨفة الʛʱʻوســـॽȞॽɾʨة الʺȃʛعـــة  .(𝟐 ʁـ ǽ دائʺـــا

 ȑأ ʜـــــʽʺʺودها الʙحـــــ ʛــ 𝑚(𝑍)كʽʲـــ = φ(𝑍) . فةʨــف ــاʽʲؗ ʜʽʺǽـــــʛ الʴـــــʙود الأصـــــغȑʛ للʺʸـــ وهـــــʚا مـــ

إذ أنـه فـي الʺʸـفʨفات الʱقلǽʙʽـة ، الʱقلǽʙʽـةالʛʱʻوسॽȞॽɾʨة Ǽʺقارنʱها ʛʽʲȞǼ الʙʴود الأصغȑʛ للʺʸـفʨفة 

.ʜʽʺʺودها الʙح ʛʽʲؔاً لȄاوʶم ȑʛوها الأصغʙح ʛʽʲؗ نʨȞǽ أن ȑورʛʹال ʧم ʝॽل  

.𝟏)مʙʮهʹة  𝟓.   للʺʸفʨفات الʛʱʻوسॽȞॽɾʨة الʺȃʛعة الʺʷʱابهة ʛʽʲؗ حʙود أصغȑʛ نفʶه. .(𝟐

  الʙʮهان:

 ʧؔʱلــــ𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼 ــــʸʺــــابهة للʷـــة م ــॽȞॽɾʨة مȃʛعـ ــفʨفة نʛʱوســ 𝑁فʨفة مʸــ = 𝐶 + 𝐷𝐼  ʧȞॽــــ ول

φ(𝑍)  فةʨــف ــʜ للʺʸــ ــʙود الʺʺʽــ ــʛ الʴــ ــʽʲؗ 𝑀  ʧȞॽــ ــفʨفة  ψ(𝑍)ولــ .  ʽʲؗ𝑁ــــʛ الʴــــʙود الʺʺʽــــʜ للʺʸــ

ʨȞǽ ψ(𝑍)ن  (1.4.2) عʙʻئʚ حʖʶ الʺʛʰهʻة = φ(𝑍).  

 ʧȞॽلــــ𝑚ଵ(𝑍)  فةʨــف ــʽʲؗ𝑀  ʧȞॽــــʛ الʴــــʙود الأصــــغȑʛ للʺʸــ ـــغ𝑚ଶ(𝑍)  ȑʛولــ ʽʲؗــــʛ الʴــــʙود الأصـ

ــفʨفة  ــ𝑁 ʖللʺʸــــ ــ ــــة  عʯʻــــــʚ وحʶــ ـــــʱج أن:  (1.5.2)الʺلاحʤــ 𝑚ଵ(𝑍)يʻـ = φ(𝑍)  و𝑚ଶ(𝑍) =

φ(𝑍)  نʨؗ ʧومψ(𝑍) = φ(𝑍) :ج أنʱʻʱʶن  

𝑚ଵ(𝑍) = 𝑚ଶ(𝑍) 

𝟔 −   الʤॻɿ الʘاتॻة والأشعة الʘاتॻة للʶʸفʦفة الʹʙʯوسॻȜॻɼʦة الȁʙʸعة: 𝟐

 ʃــȂʙ𝟏)تع. 𝟔. 𝟐).  ʧؔʱلــ𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼 عــةȃʛة مॽȞॽɾʨوســʛʱفة نʨــفʸقــل  مʴق الʨفــ𝐹(𝐼) لʨنقــ ،

Ǽ𝑍ـــالʱعʅȄʛ أن  = 𝑋 + 𝑌𝐼  إذا ؗـــان Ȍي إذا وفقـــȞॽɾʨوســـʛʱشـــعاع ذاتـــي ن𝑀𝑍 = (𝑎 + 𝑏𝐼)𝑍 .

ʶǽ𝑎ʺى العʙد الʛʱʻوسȞॽɾʨي  + 𝑏𝐼  فةʨفʸʺة للॽاتʚة الʺॽʁالǼ𝑀.  

.𝟏)مʙʮهʹة  𝟔. 𝟐).  ʧؔʱل𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼 عـةȃʛة مॽȞॽɾʨوسـʛʱفة نʨـفʸقـل  مʴق الʨفـ𝐹(𝐼) ʚئـʙʻع ،

𝑎تؔـʨن  + 𝑏𝐼 ـॽـة ذاتʺॽʀ فةʨـفʸʺة لل𝑀  إذا ؗـان Ȍإذا وفقـ𝑎  فةʨفyـ ـان  ॽʀ𝐴ʺـة ذاتॽـة للʺ 𝑎وؗ +

𝑏  فةʨــف ــة للʺʸــ ـــة ذاتॽــ ॽʀ𝐴ʺـ + 𝐵 نʨــ ــا Ȟǽــ 𝑍، وأǽʹــ = 𝑋 + 𝑌𝐼  فةʨــف إذا  𝑀شــــعاع ذاتــــي للʺʸــ

ان  𝐴شعاع ذاتي للʺʸفʨفة  𝑋وفقȌ إذا ؗان  𝑋وؗ + 𝑌  فةʨفʸʺشعاع ذاتي لل𝐴 + 𝐵.  

  الʙʮهان:
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:ȉʙʵوم الʚل  

 ʧؔʱل𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼 عـةمȃʛة مॽȞॽɾʨوسـʛʱفة نʨـفʸ ʧȞॽولـ ،𝑍 = 𝑋 + 𝑌𝐼  فةʨفyـ شـعاع ذاتـي للʺ

𝑀و ، 𝑎 + 𝑏𝐼  فةʨفʸʺة للॽة ذاتʺॽʀ𝑀 ʅȄʛعʱال ʖʶح ʚئʙʻن: (1.6.2)، عʨȞǽ  

 𝑀𝑍 = (𝑎 + 𝑏𝐼)𝑍  ȑأ(𝐴 + 𝐵𝐼)(𝑋 + 𝑌𝐼) = (𝑎 + 𝑏𝐼)(𝑋 + 𝑌𝐼)  ʖــ ــ ــــ ــ ــه وحʶــ ــــ ــ ــ ومʻــ

 ʅȄʛعʱ(6.1.2)ال :ʙʳن  

𝐴𝑋 + 𝐼[(𝐴 + 𝐵)(𝑋 + 𝑌) − 𝐴𝑋] = 𝑎𝑋 + 𝐼[(𝑎 + 𝑏)(𝑋 + 𝑌) − 𝑎𝑋] 

  ʢʺǼاǼقة الʛʢفʧʽ نʸʴل على:

𝐴𝑋 = 𝑎𝑋 , (𝐴 + 𝐵)(𝑋 + 𝑌) = (𝑎 + 𝑏)(𝑋 + 𝑌) 

 ʅȄʛعʱال ʖʶا أن: (1.6.2)إذن وحʻيʙج لʱʻي  

𝑎  فةʨــف ــة ذاتॽـــة للʺʸـ ــفʨفة  𝑋وأن  ॽʀ𝐴ʺـ 𝑎 ، و 𝐴شـــعاع ذاتـــي للʺʸـ + 𝑏  فةʨــف ॽʀʺـــة ذاتॽـــة للʺʸـ

𝐴 + 𝐵  وأن𝑋 + 𝑌  فةʨفʸʺشعاع ذاتي لل𝐴 + 𝐵.  

:ȉʙʵة الǻكفا  

 ʧؔʱــ 𝑀لــ = 𝐴 + 𝐵𝐼 عــــةȃʛة مॽȞॽɾʨوســــʛʱفة نʨــف ــʧȞॽ مʸــ ــفʨفة  𝑎، ولــ ــة للʺʸــ  𝑋وأن  ॽʀ𝐴ʺــــة ذاتॽــ

ــفʨفة  ــعاع ذاتــــي للʺʸــ 𝑎 ، و 𝐴شــ + 𝑏  فةʨــف ॽʀ𝐴ʺــــة ذاتॽــــة للʺʸــ + 𝐵  وأن𝑋 + 𝑌  شــــعاع ذاتــــي

𝐴للʺʸفʨفة  + 𝐵 ʅȄʛعʱال ʧج أن: (1.6.2). إذن ومʱʻي  

𝐴𝑋 = 𝑎𝑋 , (𝐴 + 𝐵)(𝑋 + 𝑌) = (𝑎 + 𝑏)(𝑋 + 𝑌) 

  ومʻه:

𝑀𝑍 = (𝐴 + 𝐵𝐼)(𝑋 + 𝑌𝐼) = 𝐴𝑋 + 𝐼[(𝐴 + 𝐵)(𝑋 + 𝑌) − 𝐴𝑋]   

  وȃʺا أن: 

𝐴𝑋 = 𝑎𝑋 , (𝐴 + 𝐵)(𝑋 + 𝑌) = (𝑎 + 𝑏)(𝑋 + 𝑌) 
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  إذن:

𝑀𝑍 = 𝑎𝑋 + 𝐼[(𝑎 + 𝑏)(𝑋 + 𝑌) − 𝑎𝑋] = (𝑎 + 𝑏𝐼)(𝑋 + 𝑌𝐼) = (𝑎 + 𝑏𝐼)𝑍 

 ʅــȄʛعʱال ʧة ومــʛــʽج أن  (1.6.2)العلاقــة الأخʱــʻي(𝑎 + 𝑏𝐼)  ــةॽــة ذاتʺॽʀ فةʨــفʸʺلل𝑀  وأن𝑋 +

𝑌𝐼  فةʨفʸʺشعاع ذاتي لل𝑀.  

ـــة  ــ .𝟐)مʙʮهʹــ 𝟔. ــفʨفة  .(𝟐 ــ ــة للʺʸــ ــ ــʦॽ الʚاتॽــ ــ ــ ʁال𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼  ــــة ــــل الʺعادلــ ــا ʴǼــ ــ ــــل علʽهــ نʸʴــ

𝑑𝑒𝑡[𝑀الʛʱʻوسॽȞॽɾʨة  − (𝑎 + 𝑏𝐼)𝑈௡×௡] = 0.  

  الʙʮهان:

  لʙيʻا وحʖʶ تعʅȄʛ مʙʴد الʺʸفʨفة الʛʱʻوسॽȞॽɾʨة:

𝑑𝑒𝑡[𝑀 − (𝑎 + 𝑏𝐼)𝑈௡×௡] = 𝑑𝑒𝑡[(𝐴 − 𝑎𝑈௡×௡) − 𝐼(𝐵 − 𝑏𝑈௡×௡)] 

𝑑𝑒𝑡[𝑀 − (𝑎 + 𝑏𝐼)𝑈௡×௡]

= 𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝑎𝑈௡×௡)

+ 𝐼ൣ𝑑𝑒𝑡൫(𝐴 + 𝐵) − (𝑎 + 𝑏)𝑈௡×௡൯ − 𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝑎𝑈௡×௡)൧ = 0 

  ʢʺǼاǼقة الʛʢفʧʽ نʙʳ أن:

𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝑎𝑈௡×௡) = 0 … (1.6.2) 

ൣ𝑑𝑒𝑡൫(𝐴 + 𝐵) − (𝑎 + 𝑏)𝑈௡×௡൯ − 𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝑎𝑈௡×௡)൧ = 0 … (2.6.2) 

  .ॽʀ𝐴ʺة ذاتॽة للʺʸفʨفة  𝑎نʙʳ أن  (1.6.2)مʧ العلاقة 

  نʙʳ أن: (2.6.2)ومʧ العلاقة 

𝑑𝑒𝑡൫(𝐴 + 𝐵) − (𝑎 + 𝑏)𝑈௡×௡൯ = 𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝑎𝑈௡×௡) = 0 

𝑎)لʚلʥ تʨؔن  + 𝑏)  فةʨفʸʺة للॽة ذاتʺॽʀ𝐴 + 𝐵.  

 ʃȂʙ𝟐)تع. 𝟔. 𝟐).  ʧؔʱل𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼 عـةȃʛة مॽȞॽɾʨوسـʛʱفة نʨفyـ ، ولـ𝐹(𝐼) ʧؔʱفـʨق الʴقـل  م

𝑎 = (𝛼଴, 𝛽଴)  فةʨــفʸʺــة للॽاتʚال ʦॽــʁال𝐴 ʥلʚــ 𝑎. وؗ + 𝑏 = (𝛼ଵ, 𝛽ଵ)  فةʨــفʸʺــة للॽاتʚال ʦॽــʁال
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𝐴 + 𝐵 ʧؔʱولــــــ ،𝑋 = {𝑋଴ = (𝑚଴, 𝑛଴), 𝑋ଵ = (𝑚ଵ, 𝑛ଵ)}  فةʨــف ــ ـــة للʺʸــ ــعة الʚاتॽـــ ، 𝐴الأشــــ

ـــاً  ـــ 𝑋وأǽʹــ + 𝑌 = {𝐾଴ = (𝑠଴, 𝑟଴), 𝐾ଵ = (𝑠ଵ, 𝑟ଵ)}  فةʨــف ــ ــة للʺʸــــ ــعة الʚاتॽــــــ ــ 𝐴الأشــــ + 𝐵 ،

  عʙʻئʚ تعʢى الʦॽʁ الʚاتॽة والأشعة الʚاتॽة للʺʸفʨفة Ǽالॽʸغ الآتॽة:

  الʦॽʁ الʚاتॽة: 

𝑎 + 𝑏𝐼 = ൝
𝛼଴ + (𝛼ଵ − 𝛼଴)𝐼,   𝛼଴ + (𝛽ଵ − 𝛼଴)𝐼

 
 𝛽଴ + (𝛼ଵ − 𝛽଴)𝐼,   𝛽଴ + (𝛽ଵ − 𝛽଴)𝐼

ൡ … (3.6.2) 

  الأشعة الʚاتॽة:

𝑋 + 𝑌𝐼 = ൝
𝑋଴ + (𝑋ଵ − 𝑋଴)𝐼,  𝑋଴ + (𝐾ଵ − 𝑋଴)𝐼

 
 𝐾଴ + (𝐾ଵ − 𝑌଴)𝐼,   𝐾଴ + (𝐾ଵ − 𝐾଴)𝐼

ൡ … (4.6.2) 

.𝟏)مʰال  𝟔. 𝟐).  ʧؔʱل𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼 ةॼتʛʺال ʧعة مȃʛة مॽȞॽɾʨوسʛʱفة نʨفʸم ʽة حॽانʲال:ʘ  

𝐴 = ቀ
1 −1
0 2

ቁ , 𝐵 = ቀ
0 1
1 1

ቁ 

  .𝑀لʨʻجʙ الʦॽʁ الʚاتॽة والأشعة الʚاتॽة للʺʸفʨفة 

  الʲل:

𝑎هي  ʶǼ ʧȞʺǽ𝐴هʨلة الʴʱقȘ مʧ أن الʦॽʁ الʚاتॽة للʺʸفʨفة  = (𝛼଴, 𝛽଴) = (1,2).  

𝐴وأن الʦॽʁ الʚاتॽة للʺʸفʨفة  + 𝐵  هي𝑎 + 𝑏 = (𝛼ଵ, 𝛽ଵ) = (1,3)  

  هي: ʙʳ𝑀 أن الʦॽʁ الʚاتॽة للʺʸفʨفة ن (3.6.2)مʧ العلاقات 

𝑎 + 𝑏𝐼 = {1 , 1 + 2𝐼 , 2 − 𝐼 ,2 + 𝐼} 

  هي: 𝐴أǽʹا ʧȞʺǽ الʴʱقʶǼ Șهʨلة مʧ أن الأشعة الʚاتॽة للʺʸفʨفة 

𝑋 = {𝑋଴ = (1,0), 𝑋ଵ = (1, −1)} 

𝐴وأن الʦॽʁ الʚاتॽة للʺʸفʨفة  + 𝐵 :هي  
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𝑋 + 𝑌 = ൜𝐾଴ = ൬1,
−1

2
൰ , 𝐾ଵ = (0,1)ൠ 

  نʙʳ أن الأشعة الʚاتॽة هي: (4.6.2)مʧ العلاقات 

𝑋 + 𝑌𝐼 = ൞
(1,0) + (−1,1)𝐼 , (1,0) + ൬0,

−1

2
൰ 𝐼 

(1, −1) + (−1,2)𝐼, (1, −1) + ൬0,
1

2
൰ 𝐼

ൢ 
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  ثالثالفصل ال

  

  

n-REFINED ةॻȜॻɼʦوسʙʯفة نʦفʶم  
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  مقʗمة:

 ʦॽــ ــ ــــل تعʺـ ــʚا الفʸـ ــ ــــي هـ ــʙم فـ ــ ــفʨفاتنقـ ــ ـــى  للʺʸـ ــفʨفة م n-refinedالʛʱʻوســـــॽȞॽɾʨة الʺȃʛعـــــة، إلــ ــ ʸـ

ʺــا فــي الفʸــل الʲــاني ʻوȄعʰʱــʛ هــʚا الʱعʺــʦॽ مفهــʨم جʙيــʙ فــي النʛʱوســॽȞॽɾʨة مȃʛعــة،  ʨʽتʛوســʥॽɾʨ، وؗ

ــʨب،  ـɹــʙد، والʺقلـ ـــه، ؗالʺ ــȌʺʻ مـــʧ الʺʸـــفʨفات، ودراســـة خʸائʸـــه وتॽʰʢقات ــʅ هـــʚا الـ ــʻقʨم بʱعȄʛـ سـ

ـyفʨفات، وʳǽȂــاد مقلــʨب هــʚه االوالʺʻقـʨل، وتعʺــʦॽ مʛʰهʻــة ʽؗلــي هـامʽلʨʱن لهــʚا  لʺʸــفʨفة ʻــʨع مــʧ الʺ

  افة للʦॽʁ والأشعة الʚاتॽة.اً على تعʺʦॽ هʚه الʺʛʰهʻة، Ǽالإضاعʱʺاد

𝟏 − 𝟑 n-REFINED مصفوفة نتروسوفيكية مربعة:  

ʃȂʙ𝟏) تع. 𝟏.   لنعرف الأن العدد الحقيقي النتروسوفيكي بشكل عام، والذي يعرف بالشكل: .(𝟑

𝑤 = 𝑎଴ + 𝑎ଵ𝐼ଵ + 𝑎ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝑎௡𝐼௡ 

,𝐼ଵ حيث 𝐼ଶ, … , 𝐼௡ اللاتحديد عناصر.  

ʃȂʙ𝟐) تع. 𝟏. 𝑤ليكن العدد النتروسوفيكي  .(𝟑 = 𝑎଴ + 𝑎ଵ𝐼ଵ + 𝑎ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝑎௡𝐼௡  ذѧѧعندئ

  يعرف مقلوب هذا العدد بالشكل:

1

𝑤
=

1

𝑎଴ + 𝑎ଵ𝐼ଵ + 𝑎ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝑎௡𝐼௡
= (𝑎଴ + 𝑎ଵ𝐼ଵ + 𝑎ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝑎௡𝐼௡)ିଵ 

= 𝑎଴
ିଵ + [(𝑎଴ + 𝑎ଵ + 𝑎ଶ + ⋯ + 𝑎௡)ିଵ − (𝑎଴ + 𝑎ଶ + ⋯ + 𝑎௡)ିଵ]𝐼ଵ

+ [(𝑎଴ + 𝑎ଶ + ⋯ + 𝑎௡)ିଵ − (𝑎଴ + 𝑎ଷ + ⋯ + 𝑎௡)ିଵ]𝐼ଶ + ⋯

+ [(𝑎଴+𝑎௡)ିଵ − 𝑎଴
ିଵ]𝐼௡ … (1.1.3) 

ʃȂʙ𝟐) تع. 𝟏. 𝟑). n-REFINED :مصفوفة نتروسوفيكية  

 ʧؔʱل𝐴௠×௡ = ൛൫𝑎௜௝൯ൟ; 𝑎௜௝ = 𝑥 + 𝑦𝐼ଵ + 𝑧𝐼ଶ + ⋯ + 𝑡𝐼௡ ∈ 𝑅௡(𝐼)  ʘʽح𝑅௡(𝐼) 

  مʸفʨفة نʛʱوسॽȞॽɾʨة. 𝐴௠×௡ n-refinedحقل نʛʱوسȞॽɾʨي، عʙʻئʚ نʶʺي 

 ʃȂʙ𝟑)تع. 𝟏. 𝟑): n-REFINED  عة:مصفوفة نتروسوفيكيةȁʙم  

مȃʛعة إذا  مʸفʨفة نʛʱوسॽȞॽɾʨة n-refinedأنها  𝐴௠×௡نقʨل عʧ الʺʸفʨفة الʛʱʻوسॽȞॽɾʨة 

 ʗكان𝑚 = 𝑛  لȞʷالǼ ʖʱؔوت𝐴௡×௡:غةॽʸالǼ هاʻع ʛʰونع ،  
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𝐴 = 𝐴଴ + 𝐴ଵ𝐼ଵ + 𝐴ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝐴௡𝐼௡ 

 ʘʽح𝐴଴, 𝐴ଵ, 𝐴ଶ, … , 𝐴௡ .ةॽʁॽʁفات حʨفʸم  

.𝟏) حʢةملا 𝟏. 𝟑). ʗفي حال ؗان 𝑛 = ي الʺʸـفʨفة الʶـاǼقة  2 مʸـفʨفة  REFINEDعʙʻئʚ نʶـ̋

 ʗعــة، وفــي حــال ؗانــȃʛة مॽȞॽɾʨوســʛʱن𝑛 = ى مʸــفʨفة نʛʱوســॽȞॽɾʨة مȃʛعــة وتʺــʗ دراســʱها  1 تʶـ̋ـ

  في الفʸل الʲاني مʧ هʚه الأʛʡوحة.

.𝟐) ملاحʢة 𝟏.   لʙيʻا:  .(𝟑

𝐼௡. 𝐼௡ = 𝐼௡,  𝐼௜. 𝐼௝ = 𝐼௜;  𝑖 ≠ 𝑗 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1 

 𝐼௜. 𝐼௝ = 𝐼௝;  𝑖 ≠ 𝑗 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 −   أو 1

.𝟑)تعريف  𝟏. 𝟑):  

  لتكن المصفوفتان

𝐴 = 𝐴଴ + 𝐴ଵ𝐼ଵ + 𝐴ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝐴௡𝐼௡, 𝐵 = 𝐵଴ + 𝐵ଵ𝐼ଵ + 𝐵ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝐵௡𝐼௡ 

  ولتكن:

𝑁଴ = 𝐴଴,  𝑁௝ = 𝐴଴ + 𝐴௝ + 𝐴௝ାଵ + ⋯ + 𝐴௡ ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

𝑀଴ = 𝐴଴,  𝑀௝ = 𝐵଴ + 𝐵ଵ𝐼ଵ + 𝐵ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝐵௡𝐼௡ ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

  بالصيغة: 𝐴𝐵عندئذ يعرف الجداء 

𝐴𝐵 = 𝑁଴𝑀଴ + ෍[𝑁௜𝑀௜ − 𝑁௜ାଵ𝑀௜ାଵ]𝐼௜

௡ିଵ

௜ୀଵ

+ [𝑁௡𝑀௡ − 𝑁଴𝑀଴]𝐼௡ 

.𝟒)تعريف  𝟏. 𝟑) :  

𝐴لتكن  = 𝐴଴ + 𝐴ଵ𝐼ଵ + 𝐴ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝐴௡𝐼௡ :وليكن  

      𝑁௝ = 𝐴଴ + 𝐴௝ + 𝐴௝ାଵ + ⋯ + 𝐴௡    ;  𝑁଴ = 𝐴଴    ,   1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 

  بالشكل: 𝐴عندئذ يعرف محدد المصفوفة 
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𝑑𝑒𝑡𝐴 = 𝑑𝑒𝑡𝐴଴

+ [𝑑𝑒𝑡(𝐴଴ + 𝐴ଵ + 𝐴ଶ + ⋯ + 𝐴௡)

− 𝑑𝑒𝑡(𝐴଴ + 𝐴ଶ + ⋯ + 𝐴௡)]𝐼ଵ

+ [𝑑𝑒𝑡(𝐴଴ + 𝐴ଶ + ⋯ + 𝐴௡) − 𝑑𝑒𝑡(𝐴଴ + 𝐴ଷ + ⋯ + 𝐴௡)]𝐼ଶ

+ ⋯ + [𝑑𝑒𝑡(𝐴଴ + 𝐴௡) − 𝑑𝑒𝑡𝐴଴]𝐼௡ 

𝑑𝑒𝑡𝐴 = 𝑑𝑒𝑡𝐴଴ + ෍[𝑑𝑒𝑡(𝑁௜) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁௜ାଵ)]𝐼௜

௡ିଵ

௜ୀଵ

+ [𝑑𝑒𝑡(𝑁௡) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁଴)]𝐼௡ 

.𝟏)مʰال  𝟏. 𝟑).  

𝐴لتكن المصفوفة  = 𝐴଴ + 𝐴ଵ𝐼ଵ + 𝐴ଶ𝐼ଶ + 𝐴ଷ𝐼ଷ :حيث  

𝐴଴ = ቀ
1 0
1 1

ቁ𝐴ଷ = ቀ
−2 1
1 3

ቁ, 𝐴ଶ = ቀ
0 1
0 2

ቁ,  𝐴ଵ = ቀ
−1 0
2 1

ቁ,   

  لنوجد محدد هذه المصفوفة.

  :الحل

  ومنه: REFINED-3من النوع  𝐴نلاحظ أولاً أن المصفوفة 

𝑁଴ = 𝐴଴ = ቀ
1 0
1 1

ቁ ⟹ 𝑑𝑒𝑡𝑁଴ = 1 

  𝑁௝ = 𝐴଴ + 𝐴௝ + 𝐴௝ାଵ + ⋯ + 𝐴௡ ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 

𝑁ଵ = 𝐴଴ + 𝐴ଵ + 𝐴ଶ + 𝐴ଷ = ቀ
0 2
3 7

ቁ ⟹ 𝑑𝑒𝑡𝑁ଵ = −6 

𝑁ଶ = 𝐴଴ + 𝐴ଶ + 𝐴ଷ = ቀ
−1 2
2 6

ቁ ⟹ 𝑑𝑒𝑡𝑁ଶ = −10 

𝑁ଷ = 𝐴଴ + 𝐴ଷ = ቀ
−1 1
2 4

ቁ ⟹ 𝑑𝑒𝑡𝑁ଵ = −6 

  نجد أن: (4.1.3)حسب التعريف 

𝑑𝑒𝑡𝐴 = 𝑑𝑒𝑡𝑁଴ + [𝑑𝑒𝑡(𝑁ଵ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁ଶ)]𝐼ଵ + [𝑑𝑒𝑡(𝑁ଶ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁ଷ)]𝐼ଶ + ⋯

+ [𝑑𝑒𝑡(𝑁ଷ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁଴)]𝐼ଷ 
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𝑑𝑒𝑡𝐴 = 1 + [−6 + 10]𝐼ଵ + [−10 + 6]𝐼ଶ + [−6 − 1]𝐼ଷ 

𝑑𝑒𝑡𝐴 = 1 + 4𝐼ଵ − 4𝐼ଶ − 7𝐼ଷ 

.𝟐)مʰال  𝟏. 𝟑).  

𝐴لتكن المصفوفة  = 𝐴଴ + 𝐴ଵ𝐼ଵ + 𝐴ଶ𝐼ଶ :حيث  

𝐴଴ = ቀ
1 0
1 2

ቁ𝐴ଶ = ቀ
0 1
0 2

ቁ,  𝐴ଵ = ቀ
0 3
1 2

ቁ,  

  لنوجد محدد هذه المصفوفة.

  الحل:

  ومنه: REFINEDلنوع من ا 𝐴نلاحظ أولاً أن المصفوفة 

𝑁଴ = 𝐴଴ = ቀ
1 0
1 2

ቁ ⟹ 𝑑𝑒𝑡𝑁଴ = 2 

  𝑁௝ = 𝐴଴ + 𝐴௝ + 𝐴௝ାଵ + ⋯ + 𝐴௡ ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 

𝑁ଵ = 𝐴଴ + 𝐴ଵ + 𝐴ଶ = ቀ
1 4
2 6

ቁ ⟹ 𝑑𝑒𝑡𝑁ଵ = −2 

𝑁ଶ = 𝐴଴ + 𝐴ଶ = ቀ
1 1
1 4

ቁ ⟹ 𝑑𝑒𝑡𝑁ଶ = 3 

  نجد أن: (4.1.3)حسب التعريف 

𝑑𝑒𝑡𝐴 = 𝑑𝑒𝑡𝑁଴ + [𝑑𝑒𝑡(𝑁ଵ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁ଶ)]𝐼ଵ + [𝑑𝑒𝑡(𝑁ଶ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁଴)]𝐼ଶ 

𝑑𝑒𝑡𝐴 = 2 + [−2 − 3]𝐼ଵ + [−3 − 2]𝐼ଶ 

𝑑𝑒𝑡𝐴 = 2 − 5𝐼ଵ − 5𝐼ଶ 

.𝟏) مʙʮهʹة 𝟏. 𝟑).  

  لتكن المصفوفتان

𝐴 = 𝐴଴ + 𝐴ଵ𝐼ଵ + 𝐴ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝐴௡𝐼௡ , 𝐵 = 𝐵଴ + 𝐵ଵ𝐼ଵ + 𝐵ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝐵௡𝐼௡ 

𝑑𝑒𝑡𝐴𝐵عندئذ فإن  = 𝑑𝑒𝑡𝐴 𝑑𝑒𝑡𝐵.  
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  البرهان:

  لتكن:

𝑁଴ = 𝐴଴,  𝑁௝ = 𝐴଴ + 𝐴௝ + 𝐴௝ାଵ + ⋯ + 𝐴௡ ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

𝑀଴ = 𝐴଴,  𝑀௝ = 𝐵଴ + 𝐵ଵ𝐼ଵ + 𝐵ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝐵௡𝐼௡ ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

  :(3.1.3)التعريف  لدينا حسب

𝐴𝐵 = 𝑁଴𝑀଴ + ෍[𝑁௜𝑀௜ − 𝑁௜ାଵ𝑀௜ାଵ]𝐼௜

௡ିଵ

௜ୀଵ

+ [𝑁௡𝑀௡ − 𝑁଴𝑀଴]𝐼௡ 

  يكون: (4.1.3)ومنه وحسب التعريف 

𝑑𝑒𝑡𝐴𝐵 = 𝑑𝑒𝑡(𝑁଴𝑀଴) + ෍[𝑑𝑒𝑡(𝑁௜𝑀௜) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁௜ାଵ𝑀௜ାଵ)]𝐼௜

௡ିଵ

௜ୀଵ

+ [𝑑𝑒𝑡(𝑁௡𝑀௡) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁଴𝑀଴)]𝐼௡ 

,𝑁଴ومن كون  𝑀଴  وكذلك 𝑁௝,  𝑀௝:مصفوفات حقيقية فإن  

𝑑𝑒𝑡(𝑁଴𝑀଴) = 𝑑𝑒𝑡(𝑁଴)𝑑𝑒𝑡(𝑀଴) , 𝑑𝑒𝑡൫𝑁௝𝑀௝൯ = 𝑑𝑒𝑡൫𝑁௝൯𝑑𝑒𝑡൫𝑀௝൯ 

  إذن:

𝑑𝑒𝑡𝐴𝐵 = 𝑑𝑒𝑡(𝑁଴)𝑑𝑒𝑡(𝑀଴)

+ ෍[𝑑𝑒𝑡(𝑁௜)𝑑𝑒𝑡(𝑀௜) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁௜ାଵ)𝑑𝑒𝑡(𝑀௜ାଵ)]𝐼௜

௡ିଵ

௜ୀଵ

+ [𝑑𝑒𝑡(𝑁௡)𝑑𝑒𝑡(𝑀௡) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁଴)𝑑𝑒𝑡(𝑀଴)]𝐼௡ 

𝑑𝑒𝑡𝐴𝐵 = ൥𝑑𝑒𝑡(𝑁଴) + ෍[𝑑𝑒𝑡(𝑁௜) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁௜ାଵ)𝑑]𝐼௜

௡ିଵ

௜ୀଵ

+ [𝑑𝑒𝑡(𝑁௡) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁଴)]𝐼௡൩ ൥𝑑𝑒𝑡(𝑀଴)

+ ෍[𝑑𝑒𝑡(𝑀௜) − 𝑑𝑒𝑡(𝑀௜ାଵ)]𝐼௜

௡ିଵ

௜ୀଵ

+ [𝑑𝑒𝑡(𝑀௡) − 𝑑𝑒𝑡(𝑀଴)]𝐼௡൩

= 𝑑𝑒𝑡𝐴 𝑑𝑒𝑡𝐵 
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.𝟓)تعريف  𝟏. 𝟑) :  

𝐴لتكن  = 𝐴଴ + 𝐴ଵ𝐼ଵ + 𝐴ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝐴௡𝐼௡ ن:وليك  

𝑁଴ = 𝐴଴,  𝑁௝ = 𝐴଴ + 𝐴௝ + 𝐴௝ାଵ + ⋯ + 𝐴௡ ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

  بالشكل: 𝐴المصفوفة  عندئذ يعرف مقلوب

𝐴ିଵ = 𝐴଴
ିଵ + ෍[(𝑁௜)

ିଵ − (𝑁௜ାଵ)ିଵ]𝐼௜

௡ିଵ

௜ୀଵ

+ [(𝑁௡)ିଵ − (𝑁଴)ିଵ]𝐼௡  

.𝟑)مʰال  𝟏. 𝟑).  

𝐴لتكن المصفوفة  = 𝐴଴ + 𝐴ଵ𝐼ଵ + 𝐴ଶ𝐼ଶ + 𝐴ଷ𝐼ଷ :حيث  

𝐴଴ = ቀ
1 0
1 1

ቁ𝐴ଷ = ቀ
−2 1
1 3

ቁ, 𝐴ଶ = ቀ
0 1
0 2

ቁ,  𝐴ଵ = ቀ
−1 0
2 1

ቁ,   

  لنوجد مقلوب هذه المصفوفة.

  الحل:

𝑁଴ = 𝐴଴ = ቀ
1 0
1 1

ቁ ⟹ (𝑁଴)ିଵ = ቀ
1 −1
0 1

ቁ 

 𝑁௝ = 𝐴଴ + 𝐴௝ + 𝐴௝ାଵ + ⋯ + 𝐴௡ ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 

𝑁ଵ = 𝐴଴ + 𝐴ଵ + 𝐴ଶ + 𝐴ଷ = ቀ
0 2
3 7

ቁ ⟹ (𝑁ଵ)ିଵ = ൮
7

−1

2
−1

3
0

൲ 

𝑁ଶ = 𝐴଴ + 𝐴ଶ + 𝐴ଷ = ቀ
−1 2
2 6

ቁ ⟹ (𝑁ଶ)ିଵ = ൮

6

10

2

10
2

10

−1

10

൲ 

𝑁ଷ = 𝐴଴ + 𝐴ଷ = ቀ
−1 1
2 4

ቁ ⟹ (𝑁ଷ)ିଵ = ൮

−4

6

2

6
1

6

1

6

൲ 
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  نجد: (5.1.3)حسب التعريف 

𝐴ିଵ = (𝑁଴)ିଵ + [(𝑁ଵ)ିଵ − (𝑁ଶ)ିଵ]𝐼ଵ + [(𝑁ଶ)ିଵ − (𝑁ଷ)ିଵ]𝐼ଶ +

[(𝑁ଷ)ିଵ − (𝑁଴)ିଵ]𝐼ଷ. 

𝐴ିଵ = ቀ
1 −1
0 1

ቁ + ൦൮
7

−1

2
−1

3
0

൲ − ൮

6

10

2

10
2

10

−1

10

൲൪ 𝐼ଵ

+ ൦൮

6

10

2

10
2

10

−1

10

൲ − ൮

−4

6

2

6
1

6

1

6

൲൪ 𝐼ଶ

+ ൦൮

−4

6

2

6
1

6

1

6

൲ − ቀ
1 −1
0 1

ቁ൪ 𝐼ଷ 

𝐴ିଵ = ቀ
1 −1
0 1

ቁ + ൮

63

10

−7

10
−13

10

1

10

൲ 𝐼ଵ + ൮

76

60

−8

60
−2

60

−16

60

൲ 𝐼ଶ + ൮

−10

6

8

6
1

6

−5

6

൲ 𝐼ଷ 

.𝟔)يف تعر 𝟏. 𝟑) :  

𝐴لتكن  = 𝐴଴ + 𝐴ଵ𝐼ଵ + 𝐴ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝐴௡𝐼௡ :وليكن  

𝑁଴ = 𝐴଴,  𝑁௝ = 𝐴଴ + 𝐴௝ + 𝐴௝ାଵ + ⋯ + 𝐴௡ ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

  بالشكل: 𝐴عندئذ يعرف منقول المصفوفة 

𝐴் = 𝐴଴
் + ∑ [(𝑁௜)

் − (𝑁௜ାଵ)்]𝐼௜
௡ିଵ
௜ୀଵ + [(𝑁௡)் − (𝑁଴)்]𝐼௡. 

.𝟒)مʰال  𝟏. 𝟑).  

𝐴لتكن المصفوفة  = 𝐴଴ + 𝐴ଵ𝐼ଵ + 𝐴ଶ𝐼ଶ + 𝐴ଷ𝐼ଷ :حيث  

𝐴଴ = ቀ
1 0
1 1

ቁ𝐴ଷ = ቀ
−2 1
1 3

ቁ, 𝐴ଶ = ቀ
0 1
0 2

ቁ,  𝐴ଵ = ቀ
−1 0
2 1

ቁ,   
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  لنوجد منقول هذه المصفوفة.

  الحل:

𝑁଴ = 𝐴଴ = ቀ
1 0
1 1

ቁ ⟹ 𝑁଴
் = ቀ

1 1
0 1

ቁ 

  𝑁௝ = 𝐴଴ + 𝐴௝ + 𝐴௝ାଵ + ⋯ + 𝐴௡ ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 

𝑁ଵ = 𝐴଴ + 𝐴ଵ + 𝐴ଶ + 𝐴ଷ = ቀ
0 2
3 7

ቁ ⟹ 𝑁ଵ
் = ቀ

0 3
2 7

ቁ 

𝑁ଶ = 𝐴଴ + 𝐴ଶ + 𝐴ଷ = ቀ
−1 2
2 6

ቁ ⟹ 𝑁ଶ
் = ቀ

−1 2
2 6

ቁ 

𝑁ଷ = 𝐴଴ + 𝐴ଷ = ቀ
−1 1
2 4

ቁ ⟹ 𝑁ଷ
் = ቀ

−1 2
1 4

ቁ 

𝐴் = 𝑁଴
் + ൣ𝑁ଵ

் − 𝑁ଶ
்൧𝐼ଵ + ൣ𝑁ଶ

் − 𝑁ଷ
்൧𝐼ଶ + ൣ𝑁ଷ

் − 𝑁଴
்൧𝐼ଷ 

𝐴் = ቀ
1 1
0 1

ቁ + ቂቀ
0 3
2 7

ቁ − ቀ
−1 2
2 6

ቁቃ 𝐼ଵ + ቂቀ
−1 2
2 6

ቁ − ቀ
−1 2
1 4

ቁቃ 𝐼ଶ

+ ൤ቀ
−1 2
1 4

ቁ − ቀ
1 1
0 1

ቁ
்

൨ 𝐼ଷ 

𝐴் = ቀ
1 1
0 1

ቁ + ቀ
1 1
0 1

ቁ 𝐼ଵ + ቀ
0 0
1 2

ቁ 𝐼ଶ + ቀ
−2 1
1 3

ቁ 𝐼ଷ 

.𝟏) ملاحʢة 𝟏. 𝟑).  

𝐴لتكن  = 𝐴଴ + 𝐴ଵ𝐼ଵ + 𝐴ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝐴௡𝐼௡ :وليكن  

𝑁଴ = 𝐴଴,  𝑁௝ = 𝐴଴ + 𝐴௝ + 𝐴௝ାଵ + ⋯ + 𝐴௡ ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

  :عندئذ

det(𝐴ିଵ) = (𝑑𝑒𝑡𝐴)ିଵ. .)1(  

𝑑𝑒𝑡𝐴 = 𝑑𝑒𝑡𝐴். .)2(  
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.𝟕)تعريف  𝟏. 𝟑) :  

𝐴لتكن  = 𝐴଴ + 𝐴ଵ𝐼ଵ + 𝐴ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝐴௡𝐼௡ :وليكن  

𝑁଴ = 𝐴଴,  𝑁௝ = 𝐴଴ + 𝐴௝ + 𝐴௝ାଵ + ⋯ + 𝐴௡ ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

  بالشكل: 𝐴المصفوفة  قوىعندئذ يعرف 

𝐴௥ = 𝐴଴
௥ + ෍[(𝑁௜)

௥ − (𝑁௜ାଵ)௥]𝐼௜

௡ିଵ

௜ୀଵ

+ [(𝑁௡)௥ − (𝑁଴)௥]𝐼௡ 

−𝟐 −    :مصفوفة نتروسوفيكية المربعة n-refinedكثير الحدود المميز ل  𝟑

ʃȂʙ𝟏) تع. 𝟐. 𝟑).  

𝐴لتكن  = 𝐴଴ + 𝐴ଵ𝐼ଵ + 𝐴ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝐴௡𝐼௡ كن:ولي  

𝑁଴ = 𝐴଴,  𝑁௝ = 𝐴଴ + 𝐴௝ + 𝐴௝ାଵ + ⋯ + 𝐴௡ ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

𝑍 ولѧѧѧيكن  = 𝑋 + 𝑌𝐼ଵ + 𝑇𝐼ଶ + ⋯ + 𝐹𝐼௡ذѧѧѧفة  عندئʨــف ــʜ للʺʸـ ــʙود الʺʺʽـ  ǽ𝐴عـــʛف ʽʲؗـــʛ الʴـ

  ǼالȞʷل:

𝜑(𝑧) = 𝑑𝑒𝑡[𝑍𝑈௡×௡ − 𝐴]

= 𝑑𝑒𝑡[(𝑍𝑈௡×௡ − 𝐴଴) + (−𝐴ଵ)𝐼ଵ + (−𝐴ଶ)𝐼ଶ + ⋯

+ (−𝐴௡)𝐼௡] 

𝜑(𝑧) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈௡×௡ − 𝐴଴)

+ ෍[𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈௡×௡ − 𝑁௜) − 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈௡×௡ − 𝑁௜ାଵ)]𝐼௜

௡ିଵ

௜ୀଵ

+ [𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈௡×௡ − 𝑁௡) − 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈௡×௡ − 𝑁଴)]𝐼௡ 

.𝟏)مʰال  𝟐. 𝟑).  

𝐴لتكن المصفوفة  = 𝐴଴ + 𝐴ଵ𝐼ଵ + 𝐴ଶ𝐼ଶ + 𝐴ଷ𝐼ଷ :حيث  

𝐴଴ = ቀ
1 0
1 1

ቁ𝐴ଷ = ቀ
−2 1
1 3

ቁ, 𝐴ଶ = ቀ
0 1
0 2

ቁ,  𝐴ଵ = ቀ
−1 0
2 1

ቁ,   

  لʨʻجʛʽʲؗ ʙ الʙʴود الʺʺʜʽ لها.
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  الʲل:

ʧȞॽل  𝑍 = 𝑋 + 𝑌𝐼ଵ + 𝑇𝐼ଶ + 𝐹𝐼ଷ:ʚئʙʻع  

𝑁଴ = 𝐴଴,  𝑁௝ = 𝐴଴ + 𝐴௝ + 𝐴௝ାଵ + ⋯ + 𝐴௡1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛;   

𝑁଴ = 𝐴଴ = ቀ
1 0
1 1

ቁ ⟹ 𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁଴ = ቀ
𝑍 − 1 0

−1 𝑍 − 1
ቁ 

⟹ 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁଴) = 𝑍ଶ − 2𝑍 + 1  

𝑁ଵ = 𝐴଴ + 𝐴ଵ + 𝐴ଶ + 𝐴ଷ = ቀ
0 2
3 7

ቁ ⟹ 𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁ଵ = ቀ
𝑍 −2

−3 𝑍 − 7
ቁ 

⟹ 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁ଵ) = 𝑍ଶ − 7𝑍 − 6  

𝑁ଶ = 𝐴଴ + 𝐴ଶ + 𝐴ଷ = ቀ
−1 2
2 6

ቁ ⟹ 𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁ଶ = ቀ
𝑍 + 1 −2

−2 𝑍 − 6
ቁ 

⟹ 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁ଶ) = 𝑍ଶ − 5𝑍 − 10  

𝑁ଷ = 𝐴଴ + 𝐴ଷ = ቀ
−1 1
2 4

ቁ ⟹ 𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁ଷ = ቀ
𝑍 + 1 −1

−2 𝑍 − 4
ቁ

⟹ 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁ଷ) = 𝑍ଶ − 3𝑍 − 6 

𝜑(𝑧) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁଴) + [𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁ଵ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁ଶ)]𝐼ଵ

+ [𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁ଶ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁ଷ)]𝐼ଶ

+ [𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁ଷ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁଴)]𝐼ଷ 

𝜑(𝑧) = 𝑍ଶ − 2𝑍 + 1 + [(𝑍ଶ − 7𝑍 − 6 ) − (𝑍ଶ − 5𝑍 − 10 )]𝐼ଵ

+ [(𝑍ଶ − 5𝑍 − 10 ) − (𝑍ଶ − 3𝑍 − 6)]𝐼ଶ

+ [(𝑍ଶ − 3𝑍 − 6) − (𝑍ଶ − 2𝑍 + 1)]𝐼ଷ 

𝜑(𝑧) = 𝑍ଶ − 2𝑍 + 1 + (−𝑍 − 7 )𝐼ଵ + (−2𝑍 − 4 )𝐼ଶ + (−2𝑍 + 4 )𝐼ଷ 



43 
 

.𝟏) مʙʮهʹـــة 𝟐. 𝟑).  ȑأجــل أ ʧمــ ʜــʽʺʺود الʙــʴال ʛــʽʲكn-refined  عـــةȃʛة مॽȞॽɾʨوســʛʱفة نʨــفʸم

  ʶǽاوʛʽʲؗ ȑ الʙʴود الʺʺʜʽ لʺʻقʨلها.

  .(1.2.2)هان Ǽالأسلʨب نفʶه بʛʰهان الʺʛʰهʻة يʦʱ الʛʰ الʙʮهان: 

.𝟐)مʰال  𝟐. 𝟑).  

𝐴لتكن المصفوفة  = 𝐴଴ + 𝐴ଵ𝐼ଵ + 𝐴ଶ𝐼ଶ + 𝐴ଷ𝐼ଷ :حيث  

𝐴଴ = ቀ
1 0
1 1

ቁ𝐴ଷ = ቀ
−2 1
1 3

ቁ, 𝐴ଶ = ቀ
0 1
0 2

ቁ,  𝐴ଵ = ቀ
−1 0
2 1

ቁ,   

  وجدنا أن: (1.2.3)من المثال 

𝜑(𝑧) = 𝑍ଶ − 2𝑍 + 1 + (−𝑍 − 7 )𝐼ଵ + (−2𝑍 − 4 )𝐼ଶ + (−2𝑍 + 4 )𝐼ଷ 

  ولدينا:

𝐴் = ቀ
1 1
0 1

ቁ + ቀ
1 1
0 1

ቁ 𝐼ଵ + ቀ
0 0
1 2

ቁ 𝐼ଶ + ቀ
−2 1
1 3

ቁ 𝐼ଷ

= 𝐵଴ + 𝐵ଵ𝐼ଵ + 𝐵ଶ𝐼ଶ + 𝐵ଷ𝐼ଷ 

  عندئذ:

𝑁ଵ = 𝐵଴ = ቀ
1 1
0 1

ቁ ⟹ 𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁଴ = ቀ
𝑍 − 1 −1

0 𝑍 − 1
ቁ 

⟹ 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁଴) = 𝑍ଶ − 2𝑍 + 1  

𝑁ଵ = 𝐵଴ + 𝐵ଵ + 𝐵ଶ + 𝐵ଷ = ቀ
0 3
2 7

ቁ ⟹ 𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁ଵ = ቀ
𝑍 −3

−2 𝑍 − 7
ቁ 

⟹ 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁ଵ) = 𝑍ଶ − 7𝑍 − 6  

𝑁ଶ = 𝐵଴ + 𝐵ଶ + 𝐵ଷ = ቀ
−1 2
2 6

ቁ ⟹ 𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁ଶ = ቀ
𝑍 + 1 −2

−2 𝑍 − 6
ቁ 

⟹ 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁ଶ) = 𝑍ଶ − 5𝑍 − 10  

𝑁ଷ = 𝐴଴ + 𝐴ଷ = ቀ
−1 2
1 4

ቁ ⟹ 𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁ଷ = ቀ
𝑍 + 1 −2

−1 𝑍 − 4
ቁ

⟹ 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁ଷ) = 𝑍ଶ − 3𝑍 − 6 
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ψ(𝑧) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁଴) + [𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁ଵ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁ଶ)]𝐼ଵ

+ [𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁ଶ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁ଷ)]𝐼ଶ

+ [𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁ଷ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈ଶ×ଶ − 𝑁଴)]𝐼ଷ 

ψ(𝑧) = 𝑍ଶ − 2𝑍 + 1 + [(𝑍ଶ − 7𝑍 − 6 ) − (𝑍ଶ − 5𝑍 − 10 )]𝐼ଵ

+ [(𝑍ଶ − 5𝑍 − 10 ) − (𝑍ଶ − 3𝑍 − 6)]𝐼ଶ

+ [(𝑍ଶ − 3𝑍 − 6) − (𝑍ଶ − 2𝑍 + 1)]𝐼ଷ 

ψ(𝑧) = 𝑍ଶ − 2𝑍 + 1 + (−𝑍 − 7 )𝐼ଵ + (−2𝑍 − 4 )𝐼ଶ + (−2𝑍 + 4 )𝐼ଷ 

⟹ ψ(𝑧) = 𝜑(𝑧) 

.𝟐) مʙʮهʹة 𝟐.   هاميلتون):-(كيلي.(𝟑

 Ȍʺʻال ʧفة مʨفʸم ȑأn-refined .ʜʽʺʺودها الʙح ʛʽʲؔل ʛهي صف  

.𝟑)مʰال  𝟐. 𝟑).  

𝐴لتكن المصفوفة  = 𝐴଴ + 𝐴ଵ𝐼ଵ + 𝐴ଶ𝐼ଶ + 𝐴ଷ𝐼ଷ :حيث  

𝐴଴ = ቀ
1 0
1 1

ቁ𝐴ଷ = ቀ
−2 1
1 3

ቁ, 𝐴ଶ = ቀ
0 1
0 2

ቁ,  𝐴ଵ = ቀ
−1 0
2 1

ቁ,   

  وجدنا أن: (1.2.3)من المثال 

𝜑(𝑧) = 𝑍ଶ − 2𝑍 + 1 + (−𝑍 − 7 )𝐼ଵ + (−2𝑍 − 4 )𝐼ଶ + (−2𝑍 + 4 )𝐼ଷ 

  :𝜑(𝐴)لنوجد 

φ(𝐴) = 𝐴ଶ − 2𝐴 + 1 + (−𝐴 − 7 )𝐼ଵ + (−2𝐴 − 4 )𝐼ଶ + (−2𝐴 + 4 )𝐼ଷ 

φ(𝐴) = 𝐴ଶ − 2𝐴 − 𝐴𝐼ଵ − 2𝐴𝐼ଶ − 2𝐴𝐼ଷ + 𝑈ଶ×ଶ − 7𝑈ଶ×ଶ 𝐼ଵ − 4𝑈ଶ×ଶ𝐼ଶ

+ 4𝑈ଶ×ଶ𝐼ଷ 

φ(𝐴) = 𝐴ଶ − (2 + 𝐼ଵ + 2𝐼ଶ + 2𝐼ଷ )𝐴 + (1 − 7𝐼ଵ − 4𝐼ଶ + 4𝐼ଷ )𝑈ଶ×ଶ 

𝐴ଶ = 𝐴𝐴 = 𝑁଴𝑁଴ + [𝑁ଵ𝑁ଵ − 𝑁ଶ𝑁ଶ]𝐼ଵ + [𝑁ଶ𝑁ଶ − 𝑁ଷ𝑁ଷ]𝐼ଶ

+ [𝑁ଷ𝑁ଷ − 𝑁଴𝑁଴]𝐼ଷ 

𝑁଴𝑁଴ = ቀ
1 0
1 1

ቁ ቀ
1 0
1 1

ቁ = ቀ
1 0
2 1

ቁ 
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𝑁ଵ𝑁ଵ = ቀ
0 2
3 7

ቁ ቀ
0 2
3 7

ቁ = ቀ
6 0

21 55
ቁ 

𝑁ଶ𝑁ଶ = ቀ
−1 2
2 6

ቁ ቀ
−1 2
2 6

ቁ = ቀ
5 10

10 40
ቁ 

𝑁ଷ𝑁ଷ = ቀ
−1 1
2 4

ቁ ቀ
−1 1
2 4

ቁ = ቀ
3 3
6 18

ቁ 

𝐴ଶ = ቀ
1 0
2 1

ቁ + ቂቀ
6 0

21 55
ቁ − ቀ

5 10
10 40

ቁቃ 𝐼ଵ

+ ቂቀ
5 10

10 40
ቁ − ቀ

3 3
6 18

ቁቃ 𝐼ଶ + ቂቀ
3 3
6 18

ቁ − ቀ
1 0
2 1

ቁቃ 𝐼ଷ 

𝐴ଶ = ቀ
1 0
2 1

ቁ + ቀ
1 −10

11 11
ቁ 𝐼ଵ + ቀ

2 7
4 22

ቁ 𝐼ଶ + ቀ
2 3
4 17

ቁ 𝐼ଷ 

−(2 + 𝐼ଵ + 2𝐼ଶ + 2𝐼ଷ )𝐴

= ൬
−2 + 𝐼ଵ + 2𝐼ଶ − 7𝐼ଷ 10𝐼ଵ − 7𝐼ଶ − 3𝐼ଷ

−2 − 11𝐼ଵ − 4𝐼ଶ − 4𝐼ଷ −2 − 4𝐼ଵ − 18𝐼ଶ − 21𝐼ଷ
൰ 

(1 − 7𝐼ଵ − 4𝐼ଶ + 4𝐼ଷ )𝑈ଶ×ଶ

= ൬
1 − 7𝐼ଵ − 4𝐼ଶ + 4𝐼ଷ 0

0 1 − 7𝐼ଵ − 4𝐼ଶ + 4𝐼ଷ
൰ 

φ(𝐴) = ൬
1 + 6𝐼ଵ + 2𝐼ଶ + 3𝐼ଷ −10𝐼ଵ + 7𝐼ଶ + 3𝐼ଷ

2 + 11𝐼ଵ + 4𝐼ଶ + 4𝐼ଷ 1 + 11𝐼ଵ + 22𝐼ଶ + 17𝐼ଷ
൰

+ ൬
−2 + 𝐼ଵ + 2𝐼ଶ − 7𝐼ଷ 10𝐼ଵ − 7𝐼ଶ − 3𝐼ଷ

−2 − 11𝐼ଵ − 4𝐼ଶ − 4𝐼ଷ −2 − 4𝐼ଵ − 18𝐼ଶ − 21𝐼ଷ
൰

+ ൬
1 − 7𝐼ଵ − 4𝐼ଶ + 4𝐼ଷ 0

0 1 − 7𝐼ଵ − 4𝐼ଶ + 4𝐼ଷ
൰ = ቀ

0 0
0 0

ቁ 

φ(𝐴) = 0 

−𝟑 −    :n-refinedبعة من الشكل مقلوب المصفوفة النتروسوفيكية المر 𝟑

  سنوضح هذا المفهوم من خلال المثال الآتي:

.𝟏)مʰال  𝟑. 𝟑).  

𝐴لتكن المصفوفة  = 𝐴଴ + 𝐴ଵ𝐼ଵ + 𝐴ଶ𝐼ଶ + 𝐴ଷ𝐼ଷ :حيث  

𝐴଴ = ቀ
1 0
1 1

ቁ𝐴ଷ = ቀ
−2 1
1 3

ቁ, 𝐴ଶ = ቀ
0 1
0 2

ቁ,  𝐴ଵ = ቀ
−1 0
2 1

ቁ,   

  المطلوب:
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 .(5.1.3)اعتماداً على التعريف  𝐴فوفة أوجد مقلوب المص .1
 .(2.2.3)اعتماداً على المبرهنة  𝐴أوجد مقلوب المصفوفة  .2

 الحل:

 وجدنا أن: (3.1.3)من المثال  .1

𝐴ିଵ = ቀ
1 −1
0 1

ቁ + ൮

63

10

−7

10
−13

10

1

10

൲ 𝐼ଵ + ൮

76

60

−8

60
−2

60

−16

60

൲ 𝐼ଶ

+ ൮

−10

6

8

6
1

6

−5

6

൲ 𝐼ଷ. 

  لدينا:  (1.2.3). من المثال2

𝜑(𝑧) = 𝑍ଶ − 2𝑍 + 1 + (−𝑍 − 7 )𝐼ଵ + (−2𝑍 − 4 )𝐼ଶ + (−2𝑍 + 4 )𝐼ଷ 

  يكون: (2.2.3)حسب المبرهنة 

φ(𝐴) = 𝐴ଶ − 2𝐴 + 1 + (−𝐴 − 7 )𝐼ଵ + (−2𝐴 − 4 )𝐼ଶ + (−2𝐴 + 4 )𝐼ଷ = 0 

⟹ 𝐴ଶ − (2 + 𝐼ଵ + 2𝐼ଶ + 2𝐼ଷ )𝐴 = −(1 − 7𝐼ଵ − 4𝐼ଶ + 4𝐼ଷ )𝑈ଶ×ଶ

⟹
−1

(1 − 7𝐼ଵ − 4𝐼ଶ + 4𝐼ଷ )
[𝐴ଶ − (2 + 𝐼ଵ + 2𝐼ଶ + 2𝐼ଷ )𝐴]

= 𝑈ଶ×ଶ 

⟹
−1

(1 − 7𝐼ଵ − 4𝐼ଶ + 4𝐼ଷ )
[𝐴 − (2 + 𝐼ଵ + 2𝐼ଶ + 2𝐼ଷ )𝑈ଶ×ଶ] = 𝐴ିଵ 

𝑑𝑒𝑡𝐴 = 1 + 4𝐼ଵ − 4𝐼ଶ − 7𝐼ଷ ≠ 0   

−1

(1 − 7𝐼ଵ − 4𝐼ଶ + 4𝐼ଷ )
[𝐴 − (2 + 𝐼ଵ + 2𝐼ଶ + 2𝐼ଷ )𝑈ଶ×ଶ] = 𝐴ିଵ 

⟹ 𝐴ିଵ =
−1

(1 − 7𝐼ଵ − 4𝐼ଶ + 4𝐼ଷ )
[𝐴 − (2 + 𝐼ଵ + 2𝐼ଶ + 2𝐼ଷ )𝑈ଶ×ଶ] 

⟹ 𝐴ିଵ =
−1

(1 − 7𝐼ଵ − 4𝐼ଶ + 4𝐼ଷ )
൬

−1 − 2𝐼ଵ − 2𝐼ଶ − 4𝐼ଷ 𝐼ଶ + 𝐼ଷ

1 + 2𝐼ଵ + 𝐼ଷ −1 + 𝐼ଷ
൰ 
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⟹ 𝐴ିଵ =

⎝

⎛

1 + 2𝐼ଵ + 2𝐼ଶ + 4𝐼ଷ

1 − 7𝐼ଵ − 4𝐼ଶ + 4𝐼ଷ

−𝐼ଶ − 𝐼ଷ

1 − 7𝐼ଵ − 4𝐼ଶ + 4𝐼ଷ

−1 − 2𝐼ଵ − 𝐼ଷ

1 − 7𝐼ଵ − 4𝐼ଶ + 4𝐼ଷ

1 − 𝐼ଷ

1 − 7𝐼ଵ − 4𝐼ଶ + 4𝐼ଷ⎠

⎞ 

  نجد أن: (2.1.3)ومن التعريف 

1 + 2𝐼ଵ + 2𝐼ଶ + 4𝐼ଷ

1 − 7𝐼ଵ − 4𝐼ଶ + 4𝐼ଷ
= −1 +

63

10
𝐼ଵ +

76

60
𝐼ଶ −

10

6
𝐼ଷ  

−𝐼ଶ − 𝐼ଷ

1 − 7𝐼ଵ − 4𝐼ଶ + 4𝐼ଷ
= −1 −

7

10
𝐼ଵ −

8

60
𝐼ଶ +

8

6
𝐼ଷ  

−1 − 2𝐼ଵ − 𝐼ଷ

1 − 7𝐼ଵ − 4𝐼ଶ + 4𝐼ଷ
= −

13

10
𝐼ଵ −

2

60
𝐼ଶ +

1

6
𝐼ଷ 

 
1 − 𝐼ଷ

1 − 7𝐼ଵ − 4𝐼ଶ + 4𝐼ଷ
= 1 +

1

10
𝐼ଵ −

16

60
𝐼ଶ −

5

6
𝐼ଷ 

  إذن:

𝐴ିଵ = ቀ
1 −1
0 1

ቁ + ൮

63

10

−7

10
−13

10

1

10

൲ 𝐼ଵ + ൮

76

60

−8

60
−2

60

−16

60

൲ 𝐼ଶ

+ ൮

−10

6

8

6
1

6

−5

6

൲ 𝐼ଷ 

𝟒 − 𝟑 ॻȜॻɼʦوسʙʯʹفة الʦفʶʸة للॻاتʘة والأشعة الॻاتʘال ʤॻɿعة:الȁʙʸة ال  

 ʃȂʙ𝟏)تع. 𝟒. 𝐴: لتكن (𝟑 = 𝐴଴ + 𝐴ଵ𝐼ଵ + 𝐴ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝐴௡𝐼௡ n-refined  مصفوفة

  نتروسوفيكية مربعة وليكن:

𝑁଴ = 𝐴଴,  𝑁௝ = 𝐴଴ + 𝐴௝ + 𝐴௝ାଵ + ⋯ + 𝐴௡ ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

𝑍 نقــʨل ǼــالʱعʅȄʛ أن  = 𝑋 + 𝑌𝐼ଵ + 𝑇𝐼ଶ + ⋯ + 𝐹𝐼௡ إذا  شــعاع Ȍي إذا وفقــȞॽɾʨوســʛʱذاتــي ن

𝐴𝑍كان  = (𝑎଴ + 𝑎ଵ + 𝑎ଶ + ⋯ + 𝑎௡)𝑍يȞॽɾʨوسʛʱʻقي الॽʁʴد الʙى العʺʶǽ .  
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 𝑎଴ + 𝑎ଵ𝐼ଵ + 𝑎ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝑎௡𝐼௡  فةʨفʸʺة للॽاتʚة الʺॽʁالǼ𝐴.  

ــة  ـ́ــ .𝟏)مʙʮه 𝟒. 𝟑).  ʧؔʱــــ 𝐴ل = 𝐴଴ + 𝐴ଵ𝐼ଵ + 𝐴ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝐴௡𝐼௡ n-refined فوفةѧѧѧѧѧمص 

𝑎଴، عʙʻئـʚ تؔـʨن 𝑅௡(𝐼)فـʨق الʴقـل  نʛʱوسॽȞॽɾʨة مȃʛعة + 𝑎ଵ𝐼ଵ + 𝑎ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝑎௡𝐼௡  ـةʺॽʀ

ॽʀ𝑁଴ʺة ذاتॽة للʺʸفʨفة  𝑎଴إذا وفقȌ إذا ؗان  𝐴ذاتॽة للʺʸفʨفة  = 𝐴଴ اً ؗانʹǽوأ  

𝑎଴ + 𝑎ଵ + 𝑎ଶ + ⋯ + 𝑎௡ ــة ذʺॽʀ فةʨــفʸʺــة للॽات 𝑁ଵ نʨا إلــى أن تؔــʚــȞوه ،𝑎଴ + 𝑎௡  ــةʺॽʀ

  وأǽʹا ʨȞǽن  𝑁௡ ذاتॽة للʺʸفʨفة 

 𝑍 = 𝑋 + 𝑌𝐼ଵ + 𝑇𝐼ଶ + ⋯ + 𝐹𝐼௡  فةʨــف ــي للʺʸــ ــ ــعاع ذات ـــعاع  𝑋إذا وفقــــȌ إذا ؗــــان  𝐴شــ شـ

𝑁଴ذاتــي للʺʸــفʨفة  = 𝐴଴  ــان 𝑋وؗ + 𝑇 + ⋯ + 𝐹  فةʨــفʸʺشــعاع ذاتــي لل 𝑁ଵ اʚــȞإلــى أن  وه

ʨȞǽ𝑋ن  + 𝐹  فةʨفʸʺشعاع ذاتي لل 𝑁௡.  

  الʙʮهان:

:ȉʙʵوم الʚل  

𝐴لѧѧѧѧѧѧѧتكن  = 𝐴଴ + 𝐴ଵ𝐼ଵ + 𝐴ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝐴௡𝐼௡ n-refined  وفيكيةѧѧѧѧѧѧѧفوفة نتروسѧѧѧѧѧѧѧمص
  مربعة وليكن:

𝑁଴ = 𝐴଴,  𝑁௝ = 𝐴଴ + 𝐴௝ + 𝐴௝ାଵ + ⋯ + 𝐴௡ ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

 ʧȞॽول 𝑍 = 𝑋 + 𝑌𝐼ଵ + 𝑇𝐼ଶ + ⋯ + 𝐹𝐼௡  فةʨفʸʺشعاع ذاتي لل𝐴.  

  ʧؔʱــ 𝑎଴ولـ + 𝑎ଵ𝐼ଵ + 𝑎ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝑎௡𝐼௡  فةʨــف ـــة للʺʸـ ॽــة ذات ــॽʀ𝐴 ʅʺـ ــʚ حʶـــʖ الʱعȄʛـ ، عʙʻئـ

  ʨȞǽن: (1.4.3)

 𝐴𝑍 = (𝑎଴ + 𝑎ଵ + 𝑎ଶ + ⋯ + 𝑎௡)𝑍 :أن ȑأ  

 (𝐴଴ + 𝐴ଵ𝐼ଵ + 𝐴ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝐴௡𝐼௡)(𝑋 + 𝑌𝐼ଵ + 𝑇𝐼ଶ + ⋯ + 𝐹𝐼௡) =

(𝑎଴ + 𝑎ଵ𝐼ଵ + 𝑎ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝑎௡𝐼௡)(𝑋 + 𝑌𝐼ଵ + 𝑇𝐼ଶ + ⋯ + 𝐹𝐼௡)   

:ʙʳن ʅȄʛعʱال ʖʶه وحʻوم  
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𝐴଴𝑋 + [(𝐴଴ + 𝐴ଵ + 𝐴ଶ + ⋯ + 𝐴௡)(𝑋 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹)]𝐼ଵ + ⋯

+ [(𝐴଴ + 𝐴௡)(𝑋 + 𝐹)]𝐼௡

= 𝑎଴𝑋 + [(𝑎଴ + 𝑎ଵ + 𝑎ଶ + ⋯ + 𝑎௡)(𝑋 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹)]𝐼ଵ + ⋯

+ [(𝑎଴ + 𝑎௡)(𝑋 + 𝐹)]𝐼௡ 

  ومʻه:

𝑁଴𝑋 + [(𝑁ଵ)(𝑋 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹)]𝐼ଵ … + [(𝑁௡)(𝑋 + 𝐹)]𝐼௡

= 𝑎଴𝑋 + [(𝑎଴ + 𝑎ଵ + 𝑎ଶ + ⋯ + 𝑎௡)(𝑋 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹)]𝐼ଵ …

+ [(𝑎଴ + 𝑎௡)(𝑋 + 𝐹)]𝐼௡ 

Ǽ:ل علىʸʴن ʧʽفʛʢقة الǼاʢʺ  

𝑁଴𝑋 = 𝑎଴𝑋 

(𝑁ଵ)(𝑋 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹) = (𝑎଴ + 𝑎ଵ + 𝑎ଶ + ⋯ + 𝑎௡)(𝑋 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹), … , 

(𝑁௡)(𝑋 + 𝐹) = (𝑎଴ + 𝑎௡)(𝑋 + 𝐹) 

 ʅȄʛعʱال ʖʶا أن: (1.4.3)إذن وحʻيʙج لʱʻي  

𝑎଴  فةʨــفʸʺــة لل ॽــة ذاتʺॽʀ𝑁଴ = 𝐴଴  وأن𝑋 ــʸʺفة شــعاع ذاتــي للʨف𝑁଴ = 𝐴଴  ًــاʹǽوأ ،𝑎଴ +

𝑎ଵ + 𝑎ଶ + ⋯ + 𝑎௡  فةʨــف ــ ــة للʺʸـــــ ــ ــــة ذاتॽـــــ 𝑋، وأن ॽʀ 𝑁ଵʺـــــ + 𝑇 + ⋯ + 𝐹  ـــي ــ ــ ــعاع ذاتــ ــــ شـــ

ــفʨفة  𝑎଴وهȞـــʚا إلـــى أن   𝑁ଵ للʺʸـ + 𝑎௡  فةʨــف ــة للʺʸـ 𝑋وأن  ॽʀ 𝑁௡ʺـــة ذاتॽـ + 𝐹  شـــعاع ذاتـــي

  .𝑁௡ للʺʸفʨفة 

:ȉʙʵة الǻكفا  

𝐴لѧѧѧѧѧѧѧتكن  = 𝐴଴ + 𝐴ଵ𝐼ଵ + 𝐴ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝐴௡𝐼௡ n-refined  وفيكيةѧѧѧѧѧѧѧفوفة نتروسѧѧѧѧѧѧѧمص
  مربعة وليكن:

𝑁଴ = 𝐴଴,  𝑁௝ = 𝐴଴ + 𝐴௝ + 𝐴௝ାଵ + ⋯ + 𝐴௡ ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

 ʧؔʱولـــ𝑎଴  فةʨـــفʸʺـــة للॽـــة ذاتʺॽʀ𝑁଴ = 𝐴଴  وأن𝑋  فةʨـــفʸʺشـــعاع ذاتـــي لل𝑁଴ = 𝐴଴  ًـــاʹǽوأ ،

𝑎଴ + 𝑎ଵ + 𝑎ଶ + ⋯ + 𝑎௡  فةʨــفʸʺــة للॽــة ذاتʺॽʀ 𝑁ଵ وأن ،𝑋 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹  شــعاع ذاتــي
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𝑎଴، وأن 𝑁ଵ للʺʸـــفʨفة  + 𝑎௡  فةʨــف 𝑋وأن  ॽʀ 𝑁௡ʺـــة ذاتॽـــة للʺʸـ + 𝐹  فةʨـــفʸʺـــي لل شـــعاع ذات

 𝑁௡.  

 ʅȄʛعʱال ʧج أن: (1.4.3)إذن ومʱʻي  

𝑁଴𝑋 = 𝑎଴𝑋 

(𝑁ଵ)(𝑋 + 𝑌 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹)

= (𝑎଴ + 𝑎ଵ + 𝑎ଶ + ⋯ + 𝑎௡)(𝑋 + 𝑌 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹), … , 

(𝑁௡)(𝑋 + 𝐹) = (𝑎଴ + 𝑎௡)(𝑋 + 𝐹) 

  ومʻه:

𝐴𝑍 = (𝐴଴ + 𝐴ଵ𝐼ଵ + 𝐴ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝐴௡𝐼௡)(𝑋 + 𝑌𝐼ଵ + 𝑇𝐼ଶ + ⋯ + 𝐹𝐼௡) =

𝐴଴𝑋 + [(𝐴଴ + 𝐴ଵ + 𝐴ଶ + ⋯ + 𝐴௡)(𝑋 + 𝑌 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹)]𝐼ଵ + ⋯ +

[(𝐴଴ + 𝐴௡)(𝑋 + 𝐹)]𝐼௡   

  ومʻه:

𝐴𝑍 = 𝑁଴𝑋 + [(𝑁ଵ)(𝑋 + 𝑌 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹)]𝐼ଵ … + [(𝑁௡)(𝑋 + 𝐹)]𝐼௡ 

  وȃʺا أن: 

𝑁଴𝑋 = 𝑎଴𝑋 

(𝑁ଵ)(𝑋 + 𝑌 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹)

= (𝑎଴ + 𝑎ଵ + 𝑎ଶ + ⋯ + 𝑎௡)(𝑋 + 𝑌 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹), … , 

(𝑁௡)(𝑋 + 𝐹) = (𝑎଴ + 𝑎௡)(𝑋 + 𝐹) 

  إذن:

𝐴𝑍 = 𝑎଴𝑋 + [(𝑎଴ + 𝑎ଵ + 𝑎ଶ + ⋯ + 𝑎௡)(𝑋 + 𝑌 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹)]𝐼ଵ …

+ [(𝑎଴ + 𝑎௡)(𝑋 + 𝐹)]𝐼௡ = 

(𝑎଴ + 𝑎ଵ𝐼ଵ + 𝑎ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝑎௡𝐼௡)(𝑋 + 𝑌𝐼ଵ + 𝑇𝐼ଶ + ⋯ + 𝐹𝐼௡)  

= (𝑎଴ + 𝑎ଵ𝐼ଵ + 𝑎ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝑎௡𝐼௡)𝑍 
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 ʅـــȄʛعʱال ʧة ومـــʛـــʽج أن  (1.4.3)العلاقـــة الأخʱــ 𝑎଴)يʻـ + 𝑎ଵ𝐼ଵ + 𝑎ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝑎௡𝐼௡)  ـــةʺॽʀ

𝑋وأن  𝐴ذاتॽة للʺʸفʨفة  + 𝑌𝐼ଵ + 𝑇𝐼ଶ + ⋯ + 𝐹𝐼௡  فةʨفʸʺشعاع ذاتي لل𝐴.  

.𝟐)مʙʮهʹــة  𝟒. 𝐴الʁـʦॽ الʚاتॽـة للʺʸـفʨفة  .(𝟑 = 𝐴଴ + 𝐴ଵ𝐼ଵ + 𝐴ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝐴௡𝐼௡  ــلʸʴن

  علʽها ʴǼل الʺعادلة الʛʱʻوسॽȞॽɾʨة:

𝑑𝑒𝑡[𝐴 − (𝑎଴ + 𝑎ଵ𝐼ଵ + 𝑎ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝑎௡𝐼௡)𝑈௡×௡] = 0 

  الʙʮهان:

  لʙيʻا وحʖʶ تعʅȄʛ مʙʴد الʺʸفʨفة الʛʱʻوسॽȞॽɾʨة:

𝑑𝑒𝑡[𝐴 − (𝑎଴ + 𝑎ଵ𝐼ଵ + 𝑎ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝑎௡𝐼௡)𝑈௡×௡]

= 𝑑𝑒𝑡[(𝐴଴ − 𝑎଴𝑈௡×௡) − (𝐴ଵ − 𝑎ଵ𝑈௡×௡)𝐼ଵ − ⋯

− (𝐴௡ − 𝑎௡𝑈௡×௡)𝐼௡] 

det(𝐴 − (𝑎଴ + 𝑎ଵ𝐼ଵ + 𝑎ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝑎௡𝐼௡)𝑈௡×௡)

= det(𝐴଴ − 𝑎଴𝑈௡×௡)

+ 𝐼ଵ[det(𝐴଴ + 𝐴ଵ + 𝐴ଶ + ⋯ + 𝐴௡ − (𝑎଴ + 𝑎ଵ + 𝑎ଶ

+ ⋯ +)𝑈௡×௡)

− det(𝐴଴ + 𝐴ଶ + ⋯ + 𝐴௡ − (𝑎଴ + 𝑎ଶ + ⋯ + 𝑎௡)𝑈௡×௡)]

+ 𝐼௡[det(𝐴଴ + 𝐴௡ − (𝑎଴ + 𝑎௡)𝑈௡×௡) − det(𝐴଴ − 𝑎଴𝑈௡×௡)]

= 0 

  ʢʺǼاǼقة الʛʢفʧʽ نʙʳ أن:

det(𝐴଴ − 𝑎଴𝑈௡×௡)

= det(𝐴଴ + 𝐴ଶ + ⋯ + 𝐴௡ − (𝑎଴ + 𝑎ଶ + ⋯ + 𝑎௡)𝑈௡×௡)

= det(𝐴଴ + 𝐴ଵ + 𝐴ଶ + ⋯ + 𝐴௡ − (𝑎଴ + 𝑎ଵ + 𝑎ଶ

+ ⋯ +)𝑈௡×௡) = ⋯ = det(𝐴଴ + 𝐴௡ − (𝑎଴ + 𝑎௡)𝑈௡×௡)

= det(𝐴଴ + 𝐴௡ − (𝑎଴ + 𝑎௡)𝑈௡×௡) = 0 

ـــفʨفة  𝑎଴إذ  ــــة للʺʸـــــــ ــ ـــة ذاتॽــــ ــ ــــ ॽʀ𝑁଴ʺـ = 𝐴଴  و(𝑎଴ + 𝑎ଵ + 𝑎ଶ + ⋯ + 𝑎௡)  ـــة ــــ ــ ــة ذاتॽـ ــــ ــ ॽʀʺــ

𝑎଴)وهʚȞا إلى أن نʙʳ أن  𝑁ଵللʺʸفʨفة  + 𝑎௡)  فةʨفʸʺة للॽة ذاتʺॽʀ𝑁௡.  
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−𝟓 − 𝟑 n- REFINRD معادلة خطية نتروسوفيكية :  

ʃȂʙ𝟏) تع. 𝟓. 𝟑).  

معادلѧѧة خطيѧѧة فѧѧوق  n-REFINEDنتروسѧѧوفيكي عندئѧѧذ نعѧѧرف حقѧѧل  𝐹௡(𝐼) n-REFINED كنلѧѧي

  بالشكل: 𝐹௡(𝐼)الحقل 

𝐴𝑋 + 𝐵 = 0 … (1.5.3) 

  حيث أن:

𝐴 = 𝑎଴ + 𝑎ଵ𝐼ଵ + 𝑎ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝑎௡𝐼௡ 

𝐵 = 𝑏଴ + 𝑏ଵ𝐼ଵ + 𝑏ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝑏௡𝐼௡ 

𝑋 = 𝑥଴ + 𝑥ଵ𝐼ଵ + 𝑥ଶ𝐼ଶ + ⋯ + 𝑥௡𝐼௡ 

  ويعطى حلها بالشكل:

𝐴𝑋 + 𝐵 = 0 ⟹ 𝐴𝑋 = −𝐵 ⟹ 𝑋 = −𝐴ିଵ𝐵 … (2.5.3) 

ʃȂʙ𝟐) تع. 𝟓. 𝟑).  

معادلѧѧة خطيѧѧة بالشѧѧكل  n-REFINEDحقѧѧل نتروسѧѧوفيكي عندئѧѧذ نعѧѧرف جملѧѧة  n-REFINEDكن لѧѧي

  :𝐹௡(𝐼)فوق الحقل 

൞

𝐴ଵ𝑋ଵ + 𝐵ଵ = 0
𝐴ଶ𝑋ଶ + 𝐵ଶ = 0

⋮
𝐴௡𝑋௡ + 𝐵௡ = 0

ൢ … (3.5.3) 

 𝑋مصѧѧفوفة نتروسѧѧوفيكية وأن  n-REFINEDهѧѧي  𝐴حيѧѧث أن  (2.5.3)ويعطى حلها وفقاً للعلاقѧѧة 

مصѧѧѧѧѧѧفوفة  n-REFINEDهѧѧѧѧѧѧي  𝐵مصѧѧѧѧѧѧفوفة نتروسѧѧѧѧѧѧوفيكية عموديѧѧѧѧѧѧة، وأن  n-REFINEDهѧѧѧѧѧѧي 
  نتروسوفيكية عمودية.

.𝟏)مʰال  𝟓. 𝟑).  

  أوجد حلول جملة المعادلات النتروسوفيكية الآتية:

(2 + 𝐼ଵ + 3𝐼ଶ)𝑋଴ + (1 − 𝐼ଵ − 𝐼ଶ)𝑋ଵ = −𝐼ଵ 

(3 + 4𝐼ଶ)𝑋଴ + (1 + 𝐼ଵ)𝑋ଵ = 𝐼ଶ 

  الحل:



53 
 

  لدينا:

𝐴 = ൬
2 + 𝐼ଵ + 3𝐼ଶ 1 − 𝐼ଵ − 𝐼ଶ

3 + 4𝐼ଶ 1 + 𝐼ଵ
൰ 

  وهذه المصفوفة تكتب بالشكل:

𝐴 = 𝐴଴ + 𝐴ଵ𝐼ଵ + 𝐴ଶ𝐼ଶ 

  حيث:

𝐴଴ = ቀ
2 1
3 1

ቁ , 𝐴ଵ = ቀ
1 −1
0 1

ቁ , 𝐴ଶ = ቀ
3 −1
4 0

ቁ 

  ولدينا:

𝑋 = ൬
𝑋଴

𝑋ଵ
൰ , 𝐵 = ൬

−𝐼ଵ

𝐼ଶ
൰ 

  نجد أن: (5.1.3)الآن اعتماداً على التعريف 

𝐴ିଵ = ൮
−1 −

9

95
𝐼ଵ +

6

5
𝐼ଶ 1 +

1

19
𝐼ଵ − 𝐼ଶ

3 +
98

95
𝐼ଵ −

22

5
𝐼ଶ −2 −

13

19
𝐼ଵ + 3𝐼ଶ

൲ 

  نجد أن: (2.5.3)ة عندئذ حسب العلاق

𝑋 = ൬
𝑋଴

𝑋ଵ
൰ = ൮

−1 −
9

95
𝐼ଵ +

6

5
𝐼ଶ 1 +

1

19
𝐼ଵ − 𝐼ଶ

3 +
98

95
𝐼ଵ −

22

5
𝐼ଶ −2 −

13

19
𝐼ଵ + 3𝐼ଶ

൲ ൬
−𝐼ଵ

𝐼ଶ
൰ 

  يكون: (3.1.3)ومنه حسب التعريف 

𝑋 = ൬
𝑋଴

𝑋ଵ
൰ = ൮

−
1

19
𝐼ଵ

−
6

19
𝐼ଵ + 𝐼ଶ

൲ 
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  رابعالفصل ال

  

ɹُ  الʹʦʻتʙوسʦفॻؒة الॻʠʳة الʸعادلات الʯفاضلॻة Ǻ ʣُyاسʗʳʯام دالة ال
  الʹʦʻتʙوسॻȜॻɼʦة
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  مقʗمة:

 ʥॽɾʨوســʛتʨʽʻال ȘــʢʻʺǼ Șعلــʱــا يʺॽɾات، وॽاضــȄʛوع الهامــة فــي الʛالفــ ʙة أحــॽفاضــلʱالʺعــادلات ال ʛــʰʱتع

ʨʽʻتʛوسـॽȞॽɾʨة، لـʚلʥ ؗانـʗ الفؔـʛة بʙاǽـةً لȘʰʶǽ ʦ لأحʙ وأن قام بʱعʅȄʛ لـȌʺʻ الʺعـادلات الʱفاضـلॽة ال

ʥ الʨʽʻتʛوســॽȞॽɾʨة ، لʺــا لهــا مــʧ أهʺॽــة Ǽالغــة فــي مʢʻــȘ الʛʱʻوســʥॽɾʨ تقــʦǽʙ مفهــʨم لʱؔامــل دالــة الʶـ̋ـ

ـــادلات الʱفاضـــــلॽة نʛʱوســـــॽȞॽɾʨاً،  ـــة للʺعــ ــــʅ أنʺـــــاȋ مʨʻʱعــ ــي تعȄʛـ ـــا فـــ ــــة وتؔاملهــ ʙʵام هـــــʚه الʙالـ ɦواســـــ

عــادلʱي بʛنــʨلي ورȞȄــاتي، والʺعــادلات الʱامــة، وعʨامــل مــʧ الʺʛتॼــة الأولــى، ومكالʺعــادلات الʱفاضــلॽة 

الʽʺؔʱــل، Ǽالإضــافة لإدخــال مفهــʨم دالــة الʶــʺʥ الʨʽʻتʛوســॽȞॽɾʨة فــي تȄʨʴــل لابــلاس واســʙʵʱامه فــي 

حل Ǽعʠ الʺعادلات الʱفاضلॽة الॽʢʵة الʛʱʻوسـॽȞॽɾʨة، فـاتʧʽʴ الʺʳـال أمـام الʺهʱʺـʧʽ والॼـاحʧʽʲ فـي 

 ʛأخـــ ȋراســـة أنʺـــاʙل ʥॽɾʨوســـʛتʨʽʻة الॽفاضـــلʱة، ؗالʺعـــادلات الॽȞॽɾʨوســـʛتʨʽʻة الॽفاضـــلʱللʺعـــادلات ال Ȑ

  الʨʽʻتʛوسॽȞॽɾʨة مʧ مʛاتʖ علॽا.

𝟏 −   تروسوفيكية:يوتكامل دالة السمك الن 𝟒

ʃـــȂʙ𝟏) تع. 𝟏. 𝑚(𝑥)لѧѧѧتكن  .(𝟒 = [𝑚ଵ(𝑥), 𝑚ଶ(𝑥)] مك النѧѧѧة السѧѧѧذ يودالѧѧѧوفيكية عندئѧѧѧتروس

  يعرف مفهوم تكامل هذه الدالة بالشكل:

න 𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = න[𝑚ଵ(𝑥), 𝑚ଶ(𝑥)]𝑑𝑥

= ൤න 𝑚ଵ(𝑥) 𝑑𝑥 + 𝑐ଵ, න 𝑚ଶ(𝑥) 𝑑𝑥 + 𝑐ଶ൨ = [𝐴, 𝐵]   (48) 

𝑐ଵحيث  = 𝑎ଵ + 𝑏ଵ𝐼ଵ  و𝑐ଶ = 𝑎ଶ + 𝑏ଶ𝐼ଶ .ثابتي التكاملين  

.𝟏)مʰال  𝟏. 𝟒).  

𝑚(𝑥) لتكن = [𝑚ଵ(𝑥), 𝑚ଶ(𝑥)] = ൣ𝑥𝑒௫, 𝑥𝑒௫మ
൧:عندئذ  

න 𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = නൣ𝑥𝑒௫, 𝑥𝑒௫మ
൧𝑑𝑥 = ൤න 𝑥𝑒௫ 𝑑𝑥 + 𝑐ଵ , න 𝑥𝑒௫మ

𝑑𝑥 + 𝑐ଶ  ൨

= [𝐴, 𝐵] 

𝐴 = න 𝑥𝑒௫ 𝑑𝑥 + 𝑐ଵ = 𝑥. 𝑒௫ − 𝑒௫ + 𝑐ଵ 

𝐵 = න 𝑥𝑒௫మ
𝑑𝑥 + 𝑐ଶ =

1

2
. 𝑒௫మ

+ 𝑐ଶ 
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න 𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = ൤𝑥. 𝑒௫ − 𝑒௫ + 𝑐ଵ,
1

2
. 𝑒௫మ

+ 𝑐ଶ൨ 

.𝟐)مʰال  𝟏. 𝟒).  

𝑚(𝑥) لتكن = [𝑚ଵ(𝑥), 𝑚ଶ(𝑥)] = ቂ
ଵ

ଵା௫మ
,

௫మ

ଵା௫మቃ:عندئذ  

න 𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = න ቈ
1

1 + 𝑥ଶ
,

𝑥ଶ

1 + 𝑥ଶ
቉ 𝑑𝑥

= ቈන
1

1 + 𝑥ଶ
 𝑑𝑥 + 𝑐ଵ , න

𝑥ଶ

1 + 𝑥ଶ
𝑑𝑥 + 𝑐ଶ  ቉ = [𝐴, 𝐵] 

𝐴 = න
1

1 + 𝑥ଶ
 𝑑𝑥 + 𝑐ଵ = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔(𝑥) + 𝑐ଵ 

𝐵 = න
𝑥ଶ

1 + 𝑥ଶ
𝑑𝑥 + 𝑐ଶ = 𝑥 − 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔(𝑥) + 𝑐ଶ 

න 𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = [𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔(𝑥) + 𝑐ଵ, 𝑥 − 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔(𝑥) + 𝑐ଶ] 

𝟐 −  كية من المرتبة الأولى:يتروسوفيويالمعادلة التفاضلية الخطية الن 𝟒

   المتجانسة: تروسوفيكيةوالمعادلة التفاضلية الخطية الني

  تروسوفيكية لدالة السمك بالشكل:وتم تعريف المعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة الني

𝑦́ + 𝑚(𝑥)𝑦 = 0 ;  𝑚(𝑥) = [𝑚ଵ(𝑥), 𝑚ଶ(𝑥)]   (49) 

  طريقة الحل:

𝑦́ + 𝑚(𝑥)𝑦 = 0 

𝑦́ + [𝑚ଵ(𝑥), 𝑚ଶ(𝑥)]𝑦 = 0 

𝑦́ = −[𝑚ଵ(𝑥), 𝑚ଶ(𝑥)]𝑦  

 
𝑦́

𝑦
= −[𝑚ଵ(𝑥), 𝑚ଶ(𝑥)] 

  بمكاملة الطرفين نجد:

ln
𝑦

𝑐
= − න[𝑚ଵ(𝑥), 𝑚ଶ(𝑥)] 𝑑𝑥 =  − ൤න 𝑚ଵ(𝑥)  𝑑𝑥 , න 𝑚ଶ(𝑥)  𝑑𝑥൨ 
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  ومنه:

𝑦 = 𝑐ൣ𝑒ି ∫ ௠భ(௫) ௗ௫, 𝑒ି ∫ ௠మ(௫) ௗ௫൧  … …  (50) 

𝑐حيث  = 𝑎 + 𝑏𝐼 .ثابت التكامل  

  .(49)حل المعادلة التفاضلية  (50)العلاقة 

.𝟐)مʰال  𝟐. 𝟒).  

  أوجد الحل للمعادلة التفاضلية الآتية:

𝑦́ + ൤
1

𝑥
, 2𝑥൨ 𝑦 = 0 

  الحل:

𝑚ଵ(𝑥)نلاحظ أن:  =
ଵ

௫
𝑚ଶ(𝑥)و   = 2𝑥 .  

  نجد أن: (2)الآن بالتعويض بشكل مباشر بالعلاقة 

𝑦 = (𝑎 + 𝑏𝐼) ൤𝑒ି ∫
ଵ
௫

 ௗ௫, 𝑒ି ∫ ଶ௫ ௗ௫൨ = (𝑎 + 𝑏𝐼)ൣ𝑒ି ୪୬ ௫, 𝑒ି௫మ
൧

= (𝑎 + 𝑏𝐼) ൤
1

𝑥
, 𝑒ି௫మ

൨ 

  ومنه الحل العام للمعادلة هو:

𝑦 = (𝑎 + 𝑏𝐼) ൤
1

𝑥
, 𝑒ି௫మ

൨ 

𝟒. 𝟐.    تجانسة:المغير  تروسوفيكيةوالمعادلة التفاضلية الخطية الني 𝟒

.𝟓 تعريف 𝟐. 𝟒 :  

  تروسوفيكية لدالة السمك بالشكل:وتم تعريف المعادلة التفاضلية الخطية غير المتجانسة الني

𝑦́ + 𝑚(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥) 

𝑚(𝑥)حيث:  = [𝑚ଵ(𝑥), 𝑚ଶ(𝑥)]  و𝑓(𝑥) = [𝑓ଵ(𝑥), 𝑓ଶ(𝑥)]  

  :عندئذ تأخذ هذه المعادلة أحد الأشكال الآتية

𝑦́ + [𝑚ଵ(𝑥), 𝑚ଶ(𝑥)]𝑦 = 𝑞(𝑥) … … (51) 

𝑦́ + 𝑝(𝑥)𝑦 = [𝑓ଵ(𝑥), 𝑓ଶ(𝑥)] … … (52) 
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𝑦́ + [𝑚ଵ(𝑥), 𝑚ଶ(𝑥)]𝑦 = [𝑓ଵ(𝑥), 𝑓ଶ(𝑥)]   (53) 

  طريقة الحل:

كمѧѧا هѧѧو الحѧѧال فѧѧي المعѧѧادلات التفاضѧѧلية الخطيѧѧة غيѧѧر المتجانسѧѧة الكلاسѧѧيكية توجѧѧد عѧѧدة طѧѧرق 
  يل).(عامل التكم نج (تغيير الثابت) وطريقة أويلرلحلها منها طريقة لاغرا

  ويلر.أ باستخدام طريقةالحل فقط  نعرض في هذا الفصلولكن 

  وباقي النماذج بالطريقة نفسها. النموذج الأولفي طريقة الحل على  نعتمد والآن

𝑦́ + [𝑚ଵ(𝑥), 𝑚ଶ(𝑥)]𝑦 = 𝑞(𝑥) 

  خطوات الحل:

  كما يلي: (51)لة أولاً: نوجد عامل التكميل للمعاد

𝜇(𝑥) = 𝑒∫[௠భ(௫),௠మ(௫)]ௗ௫ 

  بعامل التكميل نجد: (51)ثانياً: نضرب طرفي المعادلة 

𝜇(𝑥)𝑦́ + 𝜇(𝑥)[𝑚ଵ(𝑥), 𝑚ଶ(𝑥)]𝑦 = 𝑞(𝑥)𝜇(𝑥) 

  ل:وبالتالي يمكن كتابة المعادلة بالشك 𝜇(𝑥)𝑦نلاحظ أن الطرف الأيسر ما هو إلا مشتق الدالة: 

൫𝑦𝜇(𝑥)൯
ᇱ

= 𝑞(𝑥)𝜇(𝑥) 

  وهو: (51)ثالثاً: بمكاملة العلاقة الأخيرة نحصل على الحل العام للمعادلة 

𝑦 =
1

𝜇(𝑥)
൬𝑎 + 𝑏𝐼 + න 𝑞(𝑥)𝜇(𝑥)𝑑𝑥൰ … … (54) 

.𝟔)مʰال  𝟐. 𝟑).  

  الآتية: تروسوفيكيةوالنيأوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية غير المتجانسة 

𝑦́ + ൤2𝑥,
1

𝑥
൨ 𝑦 = 𝑥 

  الحل:

  المعادلة المعطاة من النموذج الأول أي:

𝑦́ + [𝑚ଵ(𝑥), 𝑚ଶ(𝑥)]𝑦 = 𝑞(𝑥) 

  نوجد عامل التكميل:
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𝜇(𝑥) = ൣ𝑒௫మ
 , 𝑥൧ 

  نجد:  (54)بالتعويض المباشر بالعلاقة 

𝑦 =
1

𝜇(𝑥)
൬𝑎 + 𝑏𝐼 + න 𝑥𝜇(𝑥)𝑑𝑥൰

=
1

ൣ𝑒௫మ
 , 𝑥൧

൬𝑎 + 𝑏𝐼 + ൤න 𝑥𝑒௫మ
𝑑𝑥 , න 𝑥ଶ𝑑𝑥൨൰ 

  حيث:

න 𝑥𝑒௫మ
𝑑𝑥 =

1

2
 𝑒௫మ

 

න 𝑥ଶ𝑑𝑥 =
1

3
 𝑥ଷ 

  وبالتالي الحل العام للمعادلة المعطاة هو:

𝑦 =
1

ൣ𝑒௫మ
 , 𝑥൧

൬𝑎 + 𝑏𝐼 + ൤
1

2
𝑒௫మ

 ,
1

3
𝑥ଷ൨൰ 

.𝟕)مʰال  𝟐. 𝟒).  

  فاضلية الآتية:أوجد الحل العام للمعادلة الت

𝑦́ + 𝑐𝑜𝑡(𝑥) 𝑦 = [𝑠𝑖𝑛(𝑥), 𝑐𝑜𝑠(𝑥)] 

  الحل:

  المعادلة المعطاة من النموذج الثاني أي:

𝑦́ + 𝑝(𝑥)𝑦 = [𝑓ଵ(𝑥), 𝑓ଶ(𝑥)] 

  نوجد عامل التكميل نجد:

𝜇(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝑥) 

  الآن بضرب طرفي المعادلة بعامل التكميل نجد أن الحل العام يكتب بالشكل:



60 
 

𝑦 =
1

𝜇(𝑥)
൬𝑎 + 𝑏𝐼 + න 𝜇(𝑥) . [𝑠𝑖𝑛(𝑥), 𝑐𝑜𝑠(𝑥)]𝑑𝑥൰

=
1

𝑠𝑖𝑛(𝑥)
൬𝑎 + 𝑏𝐼 + න 𝑠𝑖𝑛(𝑥) . [𝑠𝑖𝑛(𝑥), 𝑐𝑜𝑠(𝑥)]𝑑𝑥൰

=
1

𝑠𝑖𝑛(𝑥)
൬𝑎 + 𝑏𝐼 + ൤න 𝑠𝑖𝑛ଶ(𝑥) 𝑑𝑥, න 𝑠𝑖𝑛(𝑥). 𝑐𝑜𝑠(𝑥) 𝑑𝑥൨൰ 

  حيث:

න 𝑠𝑖𝑛ଶ(𝑥) 𝑑𝑥 =
1

2
𝑥 +

1

4
𝑠𝑖𝑛(2𝑥) 

න 𝑠𝑖𝑛(𝑥). 𝑐𝑜𝑠(𝑥) 𝑑𝑥 =
1

2
න 𝑠𝑖𝑛(2𝑥)𝑑𝑥 = −

1

4
𝑐𝑜𝑠(2𝑥) 

  إذن الحل العام هو:

𝑦 =
1

𝑠𝑖𝑛(𝑥)
൬𝑎 + 𝑏𝐼 + ൤

1

2
𝑥 +

1

4
𝑠𝑖𝑛(2𝑥) , −

1

4
𝑐𝑜𝑠(2𝑥)൨൰ 

.𝟖)مʰال  𝟐. 𝟒).  

  الآتية: النيتروسوفيكيةأوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 

𝑦́ + ൤
1

𝑥
, 𝑥൨ 𝑦 = [𝑥ଶ, 𝑥] 

  الحل:

  المعادلة المعطاة من النموذج الثالث أي:

𝑦́ + [𝑚ଵ(𝑥), 𝑚ଶ(𝑥)]𝑦 = [𝑓ଵ(𝑥), 𝑓ଶ(𝑥)] 

  نوجد عامل التكميل فنجد:

𝜇(𝑥) = ൤ 𝑥, 𝑒
ଵ
ଶ

௫మ

൨ 

  الآن بضرب طرفي المعادلة بعامل التكميل نجد أن الحل العام يكتب بالشكل:
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𝑦 =
1

𝜇(𝑥)
൬𝑎 + 𝑏𝐼 + න 𝜇(𝑥) [𝑓ଵ(𝑥), 𝑓ଶ(𝑥)]𝑑𝑥൰

=
1

൤ 𝑥, 𝑒
ଵ
ଶ

௫మ
൨

൬𝑎 + 𝑏𝐼 + න ൤ 𝑥, 𝑒
ଵ
ଶ

௫మ

൨ . [𝑥ଶ, 𝑥]𝑑𝑥൰

=
1

൤ 𝑥, 𝑒
ଵ
ଶ

௫మ
൨

൬𝑎 + 𝑏𝐼 + ൤න 𝑥. 𝑥ଶ 𝑑𝑥, න 𝑥. 𝑒
ଵ
ଶ

௫మ

𝑑𝑥൨൰

=
1

൤ 𝑥, 𝑒
ଵ
ଶ

௫మ
൨

൬𝑎 + 𝑏𝐼 + ൤න 𝑥ଷ 𝑑𝑥, න 𝑥. 𝑒
ଵ
ଶ

௫మ

𝑑𝑥൨൰ 

  حيث:

න 𝑥ଷ 𝑑𝑥 =
1

4
𝑥ସ 

න 𝑥. 𝑒
ଵ
ଶ

௫మ

 𝑑𝑥 = 𝑒
ଵ
ଶ

௫మ

 

  إذن الحل العام هو:

𝑦 =
1

൤ 𝑥, 𝑒
ଵ
ଶ

௫మ
൨

൬𝑎 + 𝑏𝐼 + ൤
1

4
𝑥ସ , 𝑒

ଵ
ଶ

௫మ

൨൰ 

−𝟑 −    ة:يكيادلة برنولي النيوتروسوفمع 𝟒

ʃȂʙ𝟏) تع. 𝟑. 𝟒).  

  تروسوفيكياً أحد الأشكال الآتية:تأخذ معادلة برنولي نيو

𝑦́ + [𝑝ଵ(𝑥), 𝑝ଶ(𝑥)]𝑦 = 𝑞(𝑥)𝑦௡   (55) 

𝑦́ + 𝑝(𝑥)𝑦 = [𝑞ଵ(𝑥), 𝑞ଶ(𝑥)]𝑦௡   (56) 

𝑦́ + [𝑝ଵ(𝑥), 𝑝ଶ(𝑥)]𝑦 = [𝑞ଵ(𝑥), 𝑞ଶ(𝑥)]𝑦௡   (57) 

  لحل:طريقة ا

  وباقي النماذج بالطريقة نفسها. النموذج الأولعتمد في طريقة الحل على سن

𝑦́ + [𝑝ଵ(𝑥), 𝑝ଶ(𝑥)]𝑦 = 𝑞(𝑥)𝑦௡ 

  فتأخذ المعادلة الشكل: 𝑦௡على  (55)أولاً: نقسم طرفي المعادلة  
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𝑦́𝑦ି௡ + [𝑝ଵ(𝑥), 𝑝ଶ(𝑥)]𝑦ି௡ାଵ = 𝑞(𝑥)    (58) 

  جري تغيير في المتحول من الشكل:ثانياً: ن

𝑧 = 𝑦ି௡ାଵ 

  عندئذ:

𝑧́ = (−𝑛 + 1)𝑦ି௡𝑦́ 

  ومنه:

𝑦́ =
𝑦௡𝑧́

−𝑛 + 1
 

  نحصل على المعادلة: (58)ثالثاً: نعوض في المعادلة 

𝑧́𝑦ି௡ + (−𝑛 + 1)[𝑝ଵ(𝑥), 𝑝ଶ(𝑥)]𝑧 = (−𝑛 + 1)𝑞(𝑥)    (59) 

  ويعطى حلها بالشكل: انسةوهي معادلة تفاضلية خطية غير متج

𝑧 =
1

𝜇(𝑥)
൬𝑎 + 𝑏𝐼 + න 𝜇(𝑥)𝑞(𝑥)𝑑𝑥൰ 

  .(59)عامل التكميل للمعادلة  𝜇(𝑥)حيث 

  

  بالشكل: (55)رابعاً: يعطى حل المعادلة 

𝑦 = {𝑧}
ଵ

ି௡ାଵ 

.𝟐)مʰال  𝟑. 𝟒).  

  الآتية: تروسوفيكيةوالنيأوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 

𝑦́ − ൤𝑥,
1

𝑥
൨ 𝑦 = 𝑥𝑦ଷ 

  الحل:

  المعادلة المعطاة هي معادلة برنولي من النموذج الأول أي:

𝑦́ + [𝑝ଵ(𝑥), 𝑝ଶ(𝑥)]𝑦 = 𝑞(𝑥)𝑦௡ 

  فتأخذ المعادلة الشكل: 𝑦ଷنقسم طرفي المعادلة على 
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𝑦́𝑦ିଷ − ൤𝑥,
1

𝑥
൨ 𝑦ିଶ = 𝑥    (60) 

  نجري تغيير في المتحول من الشكل:

𝑧 = 𝑦ିଶ 

  عندئذ:

𝑧́ = −2𝑦ିଷ𝑦́ 

  ومنه:

𝑦́ =
−𝑦ଷ𝑧́

2
 

  نحصل على المعادلة: (60)نعوض في المعادلة 

𝑧́ + ൤2𝑥,
2

𝑥
൨ 𝑧 = −2𝑥  

 وهѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧي معادلѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧة تفاضѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧلية خطيѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧة غيѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧر متجانسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧة عامѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧل التكميѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧل لهѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧا هѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧو:

𝜇(𝑥) = ൣ𝑒௫మ
, 𝑥ଶ൧ 

  ويعطى حلها بالشكل:

𝑧 =
1

𝜇(𝑥)
൬𝑎 + 𝑏𝐼 + න 𝜇(𝑥)𝑞(𝑥)𝑑𝑥൰ 

  إذن:

𝑧 =
1

ൣ𝑒௫మ
, 𝑥ଶ൧

൬𝑎 + 𝑏𝐼 + ൤න −2𝑥𝑒௫మ
𝑑𝑥 , න −2𝑥ଷ𝑑𝑥 ൨൰ 

𝑧 =
1

ൣ𝑒௫మ
, 𝑥ଶ൧

ቆ𝑎 + 𝑏𝐼 + ቈන −𝑒௫మ
𝑑𝑥 , න

−𝑥ସ

2
𝑑𝑥 ቉ቇ 

  وأخيراً يعطى حل المعادلة بالشكل:

𝑦 = ቊ
1

ൣ𝑒௫మ
, 𝑥ଶ൧

ቆ𝑎 + 𝑏𝐼 + ቈ−𝑒௫మ
,
−𝑥ସ

2
቉ቇቋ

ିଵ
ଶ

 

  



64 
 

.𝟑)مʰال  𝟑. 𝟒).  

  أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية الآتية:

𝑦́ +
1

𝑥
 𝑦 = ൤− ln(𝑥) ,

1

𝑥
൨ 𝑦ଶ 

  الحل:

  المعادلة المعطاة هي معادلة برنولي من النموذج الثاني أي:

𝑦́ + 𝑝(𝑥)𝑦 = [𝑞ଵ(𝑥), 𝑞ଶ(𝑥)]𝑦௡ 

  فتأخذ المعادلة الشكل: 𝑦ଶالمعادلة على نقسم طرفي 

𝑦́𝑦ିଶ +
1

𝑥
𝑦ିଵ = ൤− ln(𝑥) ,

1

𝑥
൨ … … (61) 

  نجري تغيير في المتحول من الشكل:

𝑧 = 𝑦ିଵ 

  عندئذ:

𝑧́ = −𝑦ିଶ𝑦́ 

  ومنه:

𝑦́ = −𝑦ଶ𝑧́ 

  نحصل على المعادلة: (61)نعوض في المعادلة 

𝑧́ −
1

𝑥
𝑧 = ൤ln(𝑥) ,

−1

𝑥
൨  

 وهѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧي معادلѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧة تفاضѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧلية خطيѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧة غيѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧر متجانسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧة عامѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧل التكميѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧل لهѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧا هѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧو:

𝜇(𝑥) =
1

𝑥
 

  ويعطى حلها بالشكل:

𝑧 =
1

𝜇(𝑥)
൬𝑎 + 𝑏𝐼 + න 𝜇(𝑥)𝑞(𝑥)𝑑𝑥൰ 

  إذن:
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𝑧 =
1

1
𝑥

ቆ𝑎 + 𝑏𝐼 + ቈන
ln(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥 , න

−1

𝑥ଶ
𝑑𝑥 ቉ቇ 

𝑧 = 𝑥 ൬𝑎 + 𝑏𝐼 + ൤ln(ln 𝑥) ,
1

𝑥
൨൰ 

  وأخيراً يعطى حل المعادلة بالشكل:

𝑦 = ൜𝑥 ൬𝑎 + 𝑏𝐼 + ൤ln(ln 𝑥) ,
1

𝑥
൨൰ൠ

ିଵ

 

.𝟒)مʰال  𝟑. 𝟒).  

  الآتية: تروسوفيكيةوالنيأوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 

𝑦́ + [𝑡𝑎𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑡𝑥]𝑦 = [𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥]𝑦ଶ 

  الحل:

  ذج الثالث أي:المعادلة المعطاة هي معادلة برنولي من النمو

𝑦́ + [𝑝ଵ(𝑥), 𝑝ଶ(𝑥)]𝑦 = [𝑞ଵ(𝑥), 𝑞ଶ(𝑥)]𝑦௡ 

  فتأخذ المعادلة الشكل: 𝑦ଶنقسم طرفي المعادلة على 

𝑦́𝑦ିଶ + [𝑡𝑎𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑡𝑥]𝑦ିଵ = [𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥]    (62) 

  نجري تغيير في المتحول من الشكل:

𝑧 = 𝑦ିଵ 

  عندئذ:

𝑧́ = −𝑦ିଶ𝑦́ 

  ومنه:

𝑦́ = −𝑦ଶ𝑧́ 

  نحصل على المعادلة: (62)نعوض في المعادلة 

𝑧́ + [−𝑡𝑎𝑛𝑥, −𝑐𝑜𝑡𝑥]𝑧 = [−𝑠𝑖𝑛𝑥, −𝑐𝑜𝑠𝑥]  
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 وهѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧي معادلѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧة تفاضѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧلية خطيѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧة غيѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧر متجانسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧة عامѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧل التكميѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧل لهѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧا هѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧو: 

𝜇(𝑥) = ൤𝑐𝑜𝑠𝑥,
1

𝑠𝑖𝑛𝑥
൨ 

  ويعطى حلها بالشكل:

𝑧 =
1

𝜇(𝑥)
൬𝑎 + 𝑏𝐼 + න 𝜇(𝑥)𝑞(𝑥)𝑑𝑥൰ 

  إذن:

𝑧 =
1

ቂ𝑐𝑜𝑠𝑥,
1

𝑠𝑖𝑛𝑥
ቃ

൬𝑎 + 𝑏𝐼 + ൤න −𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 , න
−𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑑𝑥 ൨൰ 

𝑧 =
1

ቂ𝑐𝑜𝑠𝑥,
1

𝑠𝑖𝑛𝑥
ቃ

൬𝑎 + 𝑏𝐼 + ൤
1

4
𝑐𝑜𝑠2𝑥 , − ln(𝑠𝑖𝑛𝑥)൨൰ 

  وأخيراً يعطى حل المعادلة بالشكل:

𝑦 = ቐ
1

ቂ𝑐𝑜𝑠𝑥,
1

𝑠𝑖𝑛𝑥ቃ
൬𝑎 + 𝑏𝐼 + ൤

1

4
𝑐𝑜𝑠2𝑥 , − ln(𝑠𝑖𝑛𝑥)൨൰ቑ

ିଵ

 

−𝟒 −   تروسوفيكية: يوالمعادلة التفاضلية التامة الن 𝟒

ʃȂʙ𝟏) تع. 𝟒. 𝟒).  

  لتكن المعادلة التفاضلية:

[𝑝ଵ(𝑥, 𝑦), 𝑝ଶ(𝑥, 𝑦)]𝑑𝑥 + [𝑞ଵ(𝑥, 𝑦), 𝑞ଶ(𝑥, 𝑦)]𝑑𝑦 = 0  (63) 

  أنها تامة إذا حققت الشرطين الآتيين: (63) نقول عن المعادلة

𝜕𝑝ଵ

𝜕𝑦
=

𝜕𝑞ଵ

𝜕𝑥
 

𝜕𝑝ଶ

𝜕𝑦
=

𝜕𝑝ଶ

𝜕𝑥
 

  ويعطى حلها بالعلاقة:
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቎ න 𝑝ଵ(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

௫

௫బ

, න 𝑝ଶ(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

௫

௫బ

቏ + ቎ න 𝑞ଵ(𝑥଴, 𝑦)𝑑𝑦

௬

௬బ

, න 𝑞ଶ(𝑥଴, 𝑦)𝑑𝑦

௬

௬బ

቏  

= 𝑎 + 𝑏𝐼 … … (64) 

  ثوابت اختيارية. 𝑦଴و  𝑥଴حيث 

.𝟐)مʰال  𝟒. 𝟒).  

  أثبت أن المعادلة التفاضلية الآتية تامة وأوجد حلها:

[3𝑥ଶ + 6𝑥𝑦ଶ, 𝑦 − 2𝑥ଷ]𝑑𝑥 + [6𝑥𝑦ଶ + 4𝑦ଷ, 𝑥]𝑑𝑦 = 0 

  الحل:

  لدينا:

𝜕𝑝ଵ

𝜕𝑦
= 12𝑥𝑦 ,

𝜕𝑞ଵ

𝜕𝑥
= 12𝑥𝑦 ⟹

𝜕𝑝ଵ

𝜕𝑦
=

𝜕𝑞ଵ

𝜕𝑥
  

𝜕𝑝ଶ

𝜕𝑦
= 1 ,

𝜕𝑞ଶ

𝜕𝑥
= 1 ⟹

𝜕𝑝ଶ

𝜕𝑦
=

𝜕𝑞ଶ

𝜕𝑥
 

  إذن الشروط محققة فالمعادلة تامة ويعطى حلها بالشكل:

቎ න 𝑝ଵ(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

௫

௫బ

, න 𝑝ଶ(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

௫

௫బ

቏ + ቎ න 𝑞ଵ(𝑥଴, 𝑦)𝑑𝑦

௬

௬బ

, න 𝑞ଶ(𝑥଴, 𝑦)𝑑𝑦

௬

௬బ

቏  

= 𝑎 + 𝑏𝐼 

𝑥଴باختيار  = 𝑦଴ =   نجد: 0

൥න 3𝑥ଶ + 6𝑥𝑦ଶ𝑑𝑥

௫

଴

, න 𝑦 − 2𝑥ଷ𝑑𝑥

௫

଴

൩ + ቎න 4𝑦ଷ𝑑𝑦

௬

଴

, න 0 𝑑𝑦

௬

଴

቏  = 𝑎 + 𝑏𝐼 

൤𝑥ଷ + 3𝑥ଶ𝑦ଶ, 𝑦𝑥 −
1

2
𝑥ସ൨ + [𝑦ସ, 𝑎ଵ + 𝑏ଵ𝐼ଵ]  = 𝑎 + 𝑏𝐼 

൤𝑥ଷ + 3𝑥ଶ𝑦ଶ + 𝑦ସ , 𝑦𝑥 −
1

2
𝑥ସ + 𝑎ଵ + 𝑏ଵ𝐼ଵ൨  = 𝑎 + 𝑏𝐼 
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−𝟓 −   المعادلة التفاضلية غير التامة النتروسوفيكية وعوامل التكميل: 𝟒

ʃȂʙ𝟏) تع. 𝟓.   لتكن المعادلة التفاضلية: .(𝟒

[𝑝ଵ(𝑥, 𝑦), 𝑝ଶ(𝑥, 𝑦)]𝑑𝑥 + [𝑞ଵ(𝑥, 𝑦), 𝑞ଶ(𝑥, 𝑦)]𝑑𝑦 = 0  (65) 

  تامة إذا كان: أنها غيرنقول عن المعادلة 

𝜕𝑝ଵ

𝜕𝑦
≠

𝜕𝑞ଵ

𝜕𝑥
 

𝜕𝑝ଶ

𝜕𝑦
≠

𝜕𝑝ଶ

𝜕𝑥
 

  طريقة الحل:

 نبحث عن عامل تكميل للمعادلة بالشكل: -1

μ(𝑧) = [𝜇ଵ(𝑧), 𝜇ଶ(𝑧)] 

𝑧حيث  = 𝑧(𝑥, 𝑦).  

𝑑 ln 𝜇ଵ(𝑧)

𝑑𝑧
=

𝜕𝑝ଵ

𝜕𝑦
−

𝜕𝑞ଵ

𝜕𝑥

𝑞ଵ
𝜕𝑧
𝜕𝑥

− 𝑝ଵ
𝜕𝑧
𝜕𝑦

 

𝑑 ln 𝜇ଶ(𝑧)

𝑑𝑧
=

𝜕𝑝ଶ

𝜕𝑦
−

𝜕𝑞ଶ

𝜕𝑥

𝑞ଶ
𝜕𝑧
𝜕𝑥

− 𝑝ଶ
𝜕𝑧
𝜕𝑦

 

 نضرب طرفي المعادلة بعامل التكميل نحصل على المعادلة: -2

[𝜇ଵ(𝑧)𝑝ଵ(𝑥, 𝑦), 𝜇ଶ(𝑧)𝑝ଶ(𝑥, 𝑦)]𝑑𝑥 + [𝜇ଵ(𝑧)𝑞ଵ(𝑥, 𝑦), 𝜇ଶ(𝑧)𝑞ଶ(𝑥, 𝑦)]𝑑𝑦 = 0 

  .(64)تصبح المعادلة تامة وحلها يعطى بالعلاقة 

.𝟐) مʰال 𝟓. 𝟒).   

  .𝑥أوجد حل المعادلة التفاضلية الآتية علماً أنها تقبل عامل تكميل تابع فقط ل 

൤2𝑥𝑦 + 𝑥ଶ𝑦 +
1

3
𝑦ଷ,

𝑦

𝑥ଶ
− 2𝑥൨ 𝑑𝑥 + ൤𝑥ଶ + 𝑦ଶ,

1

𝑥
൨ 𝑑𝑦 = 0 

𝑧أي  𝑥يل تابع فقط ل عامل التكمالحل:  = 𝑥.  
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μ(𝑥) = [𝜇ଵ(𝑥), 𝜇ଶ(𝑥)] 

𝑑 ln 𝜇ଵ(𝑥)

𝑑𝑥
=

𝜕𝑝ଵ

𝜕𝑦
−

𝜕𝑞ଵ

𝜕𝑥

𝑞ଵ
𝜕𝑧
𝜕𝑥

− 𝑝ଵ
𝜕𝑧
𝜕𝑦

= 1 ⟹ 𝜇ଵ(𝑥) = 𝑒௫ 

𝑑 ln 𝜇ଶ(𝑧)

𝑑𝑧
=

𝜕𝑝ଶ

𝜕𝑦
−

𝜕𝑞ଶ

𝜕𝑥

𝑞ଶ
𝜕𝑧
𝜕𝑥

− 𝑝ଶ
𝜕𝑧
𝜕𝑦

=
1

𝑥
⟹ 𝜇ଶ(𝑥) = 𝑥ଶ 

  إذن: 

μ(𝑥) = [𝑒௫, 𝑥ଶ] 

  نضرب طرفي المعادلة بعامل التكميل فنحصل على المعادلة التامة الآتية:

൤𝑒௫ ൬2𝑥𝑦 + 𝑥ଶ𝑦 +
1

3
𝑦ଷ൰ , 𝑦 − 2𝑥ଷ൨ 𝑑𝑥 + [𝑒௫(𝑥ଶ + 𝑦ଶ), 𝑥]𝑑𝑦 = 0 

  يعطى حلها بالعلاقة:

቎ න 𝑒௫ ൬2𝑥𝑦 + 𝑥ଶ𝑦 +
1

3
𝑦ଷ൰ 𝑑𝑥

௫

௫బ

, න(𝑦 − 2𝑥ଷ)𝑑𝑥

௫

௫బ

቏

+ ቎ න 𝑒௫బ(𝑥଴
ଶ + 𝑦ଶ)𝑑𝑦

௬

௬బ

, න 𝑥଴𝑑𝑦

௬

௬బ

቏  = 𝑎 + 𝑏𝐼 

𝑥଴باختيار  = 𝑦଴ =   نجد: 0

൥න 𝑒௫ ൬2𝑥𝑦 + 𝑥ଶ𝑦 +
1

3
𝑦ଷ൰ 𝑑𝑥

௫

଴

, න(𝑦 − 2𝑥ଷ)𝑑𝑥

௫

଴

൩ + ቎න 𝑦ଶ𝑑𝑦

௬

଴

, න(0) 𝑑𝑦

௬

௬బ

቏  

= 𝑎 + 𝑏𝐼 

ቈ𝑦𝑥ଶ𝑒௫ +
1

3
𝑦ଷ𝑒௫, 𝑦𝑥 −

𝑥ସ

2
቉ + ൤

1

3
𝑦ଷ, 𝑎ଵ + 𝑏ଵ𝐼ଵ൨ = 𝑎 + 𝑏𝐼 

ቈ𝑦𝑥ଶ𝑒௫ +
1

3
𝑦ଷ𝑒௫ +

1

3
𝑦ଷ, 𝑦𝑥 −

𝑥ଶ

4
+ 𝑎ଵ + 𝑏ଵ𝐼ଵ቉ = 𝑎 + 𝑏𝐼 

.𝟑) مʰال 𝟓. 𝟒).   
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𝑧ل المعادلة التفاضلية الآتية علماً أنها تقبل عامل تكميل من الشكل أوجد ح = 𝑥 + 𝑦.  

[5𝑥ଶ + 2𝑥𝑦 + 3𝑦ଷ, 𝑥ଶ − 𝑦ଶ + 2𝑥]𝑑𝑥

+ [3𝑥ଶ + 3𝑥𝑦ଶ + 6𝑦ଷ, 𝑥ଶ − 𝑦ଶ − 2𝑦]𝑑𝑦 = 0 

𝑧عامل التكميل من الشكل الحل:  = 𝑥 + 𝑦.  

μ(𝑥) = [𝜇ଵ(𝑥), 𝜇ଶ(𝑥)] 

𝑑 ln 𝜇ଵ(𝑥)

𝑑𝑥
=

𝜕𝑝ଵ

𝜕𝑦
−

𝜕𝑞ଵ

𝜕𝑥

𝑞ଵ
𝜕𝑧
𝜕𝑥

− 𝑝ଵ
𝜕𝑧
𝜕𝑦

=
2

𝑥 + 𝑦
⟹ 𝜇ଵ(𝑥) = (𝑥 + 𝑦)ଶ 

𝑑 ln 𝜇ଶ(𝑧)

𝑑𝑧
=

𝜕𝑝ଶ

𝜕𝑦
−

𝜕𝑞ଶ

𝜕𝑥

𝑞ଶ
𝜕𝑧
𝜕𝑥

− 𝑝ଶ
𝜕𝑧
𝜕𝑦

= 1 ⟹ 𝜇ଶ(𝑥) = 𝑒௫ା௬ 

  إذن: 

μ(𝑥) = [(𝑥 + 𝑦)ଶ, 𝑒௫ା௬] 

  نضرب طرفي المعادلة بعامل التكميل فنحصل على المعادلة التامة الآتية:

[(𝑥 + 𝑦)ଶ(5𝑥ଶ + 2𝑥𝑦 + 3𝑦ଷ), (𝑥ଶ − 𝑦ଶ + 2𝑥)𝑒௫ା௬]𝑑𝑥

+ [(𝑥 + 𝑦)ଶ(3𝑥ଶ + 3𝑥𝑦ଶ + 6𝑦ଷ), (𝑥ଶ − 𝑦ଶ − 2𝑦)𝑒௫ା௬]𝑑𝑦

= 0 

  يعطى حلها بالعلاقة:

቎ න(𝑥 + 𝑦)ଶ(5𝑥ଶ + 2𝑥𝑦 + 3𝑦ଷ)𝑑𝑥

௫

௫బ

, න(𝑥ଶ − 𝑦ଶ + 2𝑥)𝑒௫ା௬𝑑𝑥

௫

௫బ

቏

+ ቎ න(𝑥଴ + 𝑦)ଶ(3𝑥଴
ଶ + 3𝑥଴𝑦ଶ + 6𝑦ଷ)𝑑𝑦

௬

௬బ

, න(𝑥଴
ଶ − 𝑦ଶ

௬

௬బ

− 2𝑦)𝑒௫బା௬𝑑𝑦቏  = 𝑎 + 𝑏𝐼 

𝑥଴باختيار  = 𝑦଴ =   نجد: 0
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൥න(𝑥 + 𝑦)ଶ(5𝑥ଶ + 2𝑥𝑦 + 3𝑦ଷ)𝑑𝑥

௫

଴

, න(𝑥ଶ − 𝑦ଶ + 2𝑥)𝑒௫ା௬𝑑𝑥

௫

଴

൩

+ ቎න 6𝑦ହ𝑑𝑦

௬

଴

, න(−𝑦ଶ − 2𝑦)𝑒௬𝑑𝑦

௬

଴

቏  = 𝑎 + 𝑏𝐼 

[𝑥ହ + 3𝑦𝑥ସ + (𝑦ଷ + 2𝑥𝑦 + 3𝑦ଷ)𝑥ଷ + (3𝑦ସ + 𝑦ଷ)𝑥ଶ

+ 3𝑥𝑦ହ, (𝑥ଶ − 𝑦ଶ)𝑒௫ା௬] + [𝑦଺, −𝑦ଶ𝑒௬] = 𝑎 + 𝑏𝐼 

[(𝑦ଷ + 2𝑥𝑦 + 3𝑦ଷ)𝑥ଷ + (3𝑦ସ + 𝑦ଷ)𝑥ଶ + 3𝑥𝑦ହ + 𝑦଺, (𝑥ଶ − 𝑦ଶ)𝑒௫ା௬ −

𝑦ଶ𝑒௬] = 𝑎 + 𝑏𝐼   

−𝟔 −   معادلة ريكاتي النتروسوفيكية: 𝟒

ʃȂʙ𝟏) تع. 𝟔. 𝟒).   

  تأخذ معادلة ريكاتي نيتروسوفيكياً الشكل الآتي:

𝑦́ + [𝑝ଵ(𝑥), 𝑝ଶ(𝑥)]𝑦ଶ + [𝑞ଵ(𝑥), 𝑞ଶ(𝑥)]𝑦 + [𝑟ଵ(𝑥), 𝑟ଶ(𝑥)] = 0   (65) 

  وتقبل حلاً خاصاً من الشكل:

𝑦ଵ = [𝑓ଵ(𝑥), 𝑓ଶ(𝑥)] 

  طريقة الحل:

 نجري تغيير في المتحول من الشكل: -1

𝑦 = [𝑓ଵ(𝑥) + 𝑧ଵ, 𝑓ଶ(𝑥) + 𝑧ଶ] 

𝑦́نوجد  = ൣ𝑓ଵ
ሖ (𝑥) + 𝑧ଵ́ , 𝑓ଶ

ሖ (𝑥) + 𝑧ଶ́൧  

فنحصѧѧل علѧѧѧى معѧѧѧادلتي برنѧѧولي وتѧѧѧم ذكѧѧѧر طريقѧѧة حѧѧѧل هѧѧѧذه  (65)نعѧѧوض فѧѧѧي المعادلѧѧѧة  -2
 المعادلة، بحل معادلتي برنولي الناتجتين نحصل على حل معادلة ريكاتي.

.𝟐)مʰال  𝟔. 𝟑).   

  أوجد حل معادلة ريكاتي الآتية علماً أنها تقبل حل خاص من الشكل: 

𝑦ଵ = [𝑐𝑜𝑠𝑥, −𝑥ଶ] 
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𝑦́ + ൤
𝑐𝑜𝑠𝑥

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
,

1

1 − 𝑥ଷ
൨ 𝑦ଶ + ቈ

−1

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
,

−𝑥ଶ

1 − 𝑥ଷ
቉ 𝑦

+ ൤
𝑠𝑖𝑛𝑥

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
,

−2𝑥

1 − 𝑥ଷ
൨ = 0 

  الحل: 

 نجري تغيير في المتحول من الشكل: -1

𝑦 = [𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑧ଵ, −𝑥ଶ + 𝑧ଶ] 

𝑦́ = [−𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑧ଵ́ , −2𝑥 + 𝑧ଶ́] 

  نعوض في المعادلة المعطاة نجد:

[−𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑧ଵ́ , −2𝑥

+ 𝑧ଶ́] ൤
𝑐𝑜𝑠𝑥

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
,

1

1 − 𝑥ଷ
൨ [𝑧ଵ

ଶ+2𝑐𝑜𝑠𝑥𝑧ଵ + 𝑐𝑜𝑠ଶ𝑥 , 𝑧ଶ
ଶ

− 2𝑥𝑧ଶ + 4𝑥ସ]

+ ቈ
−1

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
,

−𝑥ଶ

1 − 𝑥ଷ
቉ [𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑧ଵ, −𝑥ଶ + 𝑧ଶ]

+ ൤
𝑠𝑖𝑛𝑥

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
,

−2𝑥

1 − 𝑥ଷ
൨ = 0 

ቈ𝑧ଵ́ −
2𝑐𝑜𝑠ଶ𝑥 − 1

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑧ଵ −

𝑐𝑜𝑠𝑥

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑧ଵ

ଶ, 𝑧ଶ́ +
3𝑥ଶ

1 − 𝑥ଷ
𝑧ଶ −

1

1 − 𝑥ଷ
𝑧ଵ

ଶ቉

= 0 

  ن المعادلتين الآتيتين هي من شكل معادلة برنولي:نلاحظ أن كل م

𝑧ଵ́ −
2𝑐𝑜𝑠ଶ𝑥 − 1

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑧ଵ −

𝑐𝑜𝑠𝑥

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑧ଵ

ଶ = 0 

𝑧ଶ́ +
3𝑥ଶ

1 − 𝑥ଷ
𝑧ଶ −

1

1 − 𝑥ଷ
𝑧ଵ

ଶ = 0 

  بحل هاتين المعادلتين نجد أن الحل لهما على الترتيب هو:

𝑧ଵ = ൜
1

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
(𝑎ଵ + 𝑏ଵ𝐼ଵ + 𝑠𝑖𝑛𝑥)ൠ

ିଵ

 

𝑧ଶ = ൜
1

1 − 𝑥ଷ
(𝑎ଶ + 𝑏ଶ𝐼ଶ − 𝑥)ൠ

ିଵ
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  بالتعويض في التحويل نجد أن الحل لمعادلة ريكاتي المعطاة يعطى بالشكل:

𝑦 = ቈ𝑐𝑜𝑠𝑥 + ൜
1

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
(𝑎ଵ + 𝑏ଵ𝐼ଵ + 𝑠𝑖𝑛𝑥)ൠ

ିଵ

, −𝑥ଶ

+ ൜
1

1 − 𝑥ଷ
(𝑎ଶ + 𝑏ଶ𝐼ଶ − 𝑥)ൠ

ିଵ

቉ 

−𝟕 −    التفاضلية النتروسوفيكية ذات الرتبة الثانية: المعادلات 𝟒

ʃـــȂʙ𝟏) تع. 𝟕. تعѧѧѧرف المعادلѧѧѧة التفاضѧѧѧلية النتروسѧѧѧوفيكية غيѧѧѧر المتجانسѧѧѧة ذات المعѧѧѧاملات  .(𝟒

  المتغيرة من الرتبة الثانية بالشكل:

[𝑝ଵ(𝑥), 𝑝ଶ(𝑥)]𝑦" + [𝑞ଵ(𝑥), 𝑞ଶ(𝑥)]𝑦́ + [𝑟ଵ(𝑥), 𝑟ଶ(𝑥)]𝑦

= [𝑓ଵ(𝑥), 𝑓ଶ(𝑥)] … … (66) 

ʃــȂʙ𝟐) تع. 𝟕. تعѧѧرف المعادلѧѧة التفاضѧѧلية النتروسѧѧوفيكية المتجانسѧѧة ذات المعѧѧاملات المتغيѧѧرة  .(𝟒

  بالشكل: (66)من الرتبة الثانية الموافقة للمعادلة 

[𝑝ଵ(𝑥), 𝑝ଶ(𝑥)]𝑦" + [𝑞ଵ(𝑥), 𝑞ଶ(𝑥)]𝑦́ + [𝑟ଵ(𝑥), 𝑟ଶ(𝑥)]𝑦 = 0   (67) 

ʃȂʙ𝟑) تع. 𝟕. تعرف المعادلة التفاضلية النتروسوفيكية غير المتجانسѧѧة ذات المعѧѧاملات الثابتѧѧة  .(𝟒

  من الرتبة الثانية بالشكل:

𝑎ଶ𝑦" + 𝑎ଵ𝑦́ + 𝑎଴𝑦 = [𝑓ଵ(𝑥), 𝑓ଶ(𝑥)]   (68) 

ʃȂʙ𝟒) تع. 𝟕. تعرف المعادلة التفاضѧѧلية النتروسѧѧوفيكية المتجانسѧѧة ذات المعѧѧاملات الثابتѧѧة مѧѧن  .(𝟒

  بالشكل: (68)الرتبة الثانية الموافقة للمعادلة 

𝑎ଶ𝑦" + 𝑎ଵ𝑦́ + 𝑎଴𝑦 = 0   (69) 

−𝟖 − التفاضѧѧѧلية النتروسѧѧѧوفيكية المتجانسѧѧѧة ذات حѧѧѧذف المشѧѧѧتقة الأولѧѧѧى مѧѧѧن المعادلѧѧѧة  𝟒
  :غيرة من الرتبة الثانيةالمعاملات المت

  لتكن المعادلة:

[𝑝ଵ(𝑥), 𝑝ଶ(𝑥)]𝑦" + [𝑞ଵ(𝑥), 𝑞ଶ(𝑥)]𝑦́ + [𝑟ଵ(𝑥), 𝑟ଶ(𝑥)]𝑦 = 0   (70) 

  خطوات الحل:

  تساوي الواحد فتأخذ المعادلة الشكل: "𝑦أولاً: نجعل أمثال

𝑦" + [𝛼ଵ(𝑥), 𝛽ଶ(𝑥)]𝑦́ + [𝛼଴(𝑥), 𝛽଴(𝑥)]𝑦 = 0  (71) 
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  ثانياً: نجري تغيير في المتحول من الشكل:

𝑦 = ൤𝑒
ିଵ
ଶ ∫ ఈభ(௫)ௗ௫𝑧ଵ  , 𝑒

ିଵ
ଶ ∫ ఈమ(௫)ௗ௫𝑧ଶ  ൨  (72) 

فنحصѧѧل علѧѧى  (71)ونعѧѧوض فѧѧي المعادلѧѧة   (72)مѧѧن التحويѧѧل  "𝑦́  ،𝑦ثالثѧѧاً: نحسѧѧب المشѧѧتقات 
معѧѧاملات متغيѧѧرة مѧѧن الرتبѧѧة الثانيѧѧة لا تحتѧѧوي علѧѧى  معادلѧѧة تفاضѧѧلية نتروسѧѧوفيكية متجانسѧѧة ذات

𝑧حيث   𝑧المشتقة الأولى فيها الدالة  = [𝑧ଵ , 𝑧ଶ  ]  هي والمتحول هو 𝑥.  

.𝟏) مʰال 𝟖. 𝟒).   

  احذف المشتقة الأولى من المعادلة الآتية:

𝑦" − ൤
4

𝑥
,
2

𝑥
൨ 𝑦́ + ൤

6

𝑥ଶ
− 1,1 +

2

𝑥ଶ
൨ 𝑦 = 0   (73) 

  الحل:

  تغيير في المتحول من الشكل:نجري 

𝑦 = ൤𝑒
ିଵ
ଶ ∫

ିସ
௫

ௗ௫𝑧ଵ  , 𝑒
ିଵ
ଶ ∫

ିଶ
௫

ௗ௫𝑧ଶ  ൨ = ൤𝑒ଶ ∫
ଵ
௫

ௗ௫𝑧ଵ  , 𝑒∫
ଵ
௫

ௗ௫𝑧ଶ  ൨

= ൣ𝑒ଶ ୪୬ ௫𝑧ଵ  , 𝑒୪୬ ௫𝑧ଶ  ൧ = ൣ𝑒୪୬ ௫మ
𝑧ଵ  , 𝑒୪୬ ௫𝑧ଶ  ൧ = [𝑥ଶ𝑧ଵ  , 𝑥𝑧ଶ  ] 

  إذن:

𝑦 = [𝑥ଶ𝑧ଵ  , 𝑥𝑧ଶ  ] … … (74) 

  فنجد: (74)من العلاقة  "𝑦و  𝑦́نحسب المشتقات 

𝑦́ = [𝑥ଶ𝑧ଵ  , 𝑥𝑧ଶ  ]
ᇱ = [(𝑥ଶ𝑧ଵ )

ᇱ , (𝑥𝑧ଶ  )
ᇱ] = [2𝑥𝑧ଵ + 𝑥ଶ 𝑧ଵ́ , 𝑧ଶ + 𝑥𝑧ଶ́] 

𝑦" = [2𝑥𝑧ଵ + 𝑥ଶ 𝑧ଵ́ , 𝑧ଶ + 𝑥𝑧ଶ́]ᇱ = [(2𝑥𝑧ଵ + 𝑥ଶ 𝑧ଵ́)ᇱ , (𝑧ଶ + 𝑥𝑧ଶ́)ᇱ]

= [2𝑧ଵ + 2𝑥𝑧ଵ́ + 2𝑥𝑧ଵ́ + 𝑥ଶ 𝑧ଵ" , 𝑧ଶ́ + 𝑧ଶ́ + 𝑥𝑧"ଶ]

= [𝑥ଶ 𝑧"ଵ + 4𝑥𝑧ଵ́ + 2𝑧ଵ , 𝑥𝑧"ଶ + 2𝑧ଶ́] 

  نجد: (73)لمعادلة نعوض في ا

[𝑥ଶ 𝑧"ଵ + 4𝑥𝑧ଵ́ + 2𝑧ଵ , 𝑥𝑧"ଶ + 2𝑧ଶ́] − ൤
4

𝑥
,
2

𝑥
൨ [2𝑥𝑧ଵ + 𝑥ଶ 𝑧ଵ́ , 𝑧ଶ + 𝑥𝑧ଶ́]

+ ቈ
6

𝑥ଶ
− 1,

𝑥ଶ + 2

𝑥ଶ
቉ [𝑥ଶ𝑧ଵ  , 𝑥𝑧ଶ  ] = 0 
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⟹ [𝑥ଶ 𝑧"ଵ + 4𝑥𝑧ଵ́ + 2𝑧ଵ , 𝑥𝑧"ଶ + 2𝑧ଶ́]

+ ൤2𝑥 ൬
−4

𝑥
൰ 𝑧ଵ + ൬

−4

𝑥
൰ 𝑥ଶ 𝑧ଵ́ , ൬

−2

𝑥
൰ 𝑧ଶ + ൬

−2

𝑥
൰ 𝑥𝑧ଶ́൨

+ ൤൬
6

𝑥ଶ
൰ 𝑥ଶ𝑧ଵ − 𝑥ଶ𝑧ଵ  , 𝑥𝑧ଶ  + ൬

2

𝑥ଶ
൰ 𝑥𝑧ଶ  ൨ = 0 

⟹ [𝑥ଶ 𝑧"ଵ + 4𝑥𝑧ଵ́ + 2𝑧ଵ , 𝑥𝑧"ଶ + 2𝑧ଶ́]

+ ൤−8𝑧ଵ + −4𝑥 𝑧ଵ́ ,
−2

𝑥
 𝑧ଶ + −2𝑧ଶ́൨

+ ൤6𝑧ଵ − 𝑥ଶ𝑧ଵ  , 𝑥𝑧ଶ  +
2

𝑥
𝑧ଶ  ൨ = 0 

⟹ ൤𝑥ଶ 𝑧"ଵ + 4𝑥𝑧ଵ́ + 2𝑧ଵ  − 8𝑧ଵ − 4𝑥 𝑧ଵ́ + 6𝑧ଵ − 𝑥ଶ𝑧ଵ , 𝑥𝑧"ଶ

+ 2𝑧ଶ −́
2

𝑥
 𝑧ଶ + −2𝑧ଶ́ +  𝑥𝑧ଶ  +

2

𝑥
𝑧ଶ  ൨ = 0 

  ومنه:

[𝑥ଶ 𝑧"ଵ − 𝑥ଶ𝑧ଵ , 𝑥𝑧"ଶ +  𝑥𝑧ଶ  ] = 0 

.𝟐) مʰال 𝟖. 𝟒).  

  احذف المشتقة الأولى من المعادلة الآتية:

𝑦" + [3,2]𝑦́ + ൤−2,1 −
2

𝑥ଶ
൨ 𝑦 = 0   (75) 

  الحل:

  نجري تغيير في المتحول من الشكل:

𝑦 = ൤𝑒
ିଵ
ଶ ∫ ଷௗ 𝑧ଵ  , 𝑒

ିଵ
ଶ ∫ ଶௗ௫𝑧ଶ  ൨ = ൤𝑒

ିଷ
ଶ

௫𝑧ଵ  , 𝑒ି௫𝑧ଶ  ൨ 

  إذن:

𝑦 = ൤𝑒
ିଷ
ଶ

௫𝑧ଵ  , 𝑒ି௫𝑧ଶ  ൨ … … (76) 

  فنجد: (75)من العلاقة  "𝑦و  𝑦́نحسب المشتقات 
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𝑦́ = ൤𝑒
ିଷ
ଶ

௫𝑧ଵ  , 𝑒ିଶ௫𝑧ଶ  ൨
ᇱ

= ቈ൬𝑒
ିଷ
ଶ

௫𝑧ଵ ൰
ᇱ

 , (𝑒ି௫𝑧ଶ  )
ᇱ቉

= ൤
−3

2
𝑒

ିଷ
ଶ

௫𝑧ଵ + 𝑒
ିଷ
ଶ

௫ 𝑧ଵ́ , −𝑒ି௫𝑧ଶ  + 𝑒ି௫𝑧ଶ́൨ 

𝑦" = ൤
−3

2
𝑒

ିଷ
ଶ

௫𝑧ଵ + 𝑒
ିଷ
ଶ

௫ 𝑧ଵ́ , −𝑒ି௫𝑧ଶ  + 𝑒ି௫𝑧ଶ́൨
ᇱ

= ቈ൬
−3

2
𝑒

ିଷ
ଶ

௫𝑧ଵ + 𝑒
ିଷ
ଶ

௫ 𝑧ଵ́൰
ᇱ

 , (−𝑒ି௫𝑧ଶ  + 𝑒ି௫𝑧ଶ́)ᇱ቉

= ൤
9

4
𝑒ିଷ௫𝑧ଵ −

3

2
𝑒

ିଷ
ଶ

௫𝑧ଵ́ −
3

2
𝑒

ିଷ
ଶ

௫𝑧ଵ́ + 𝑒
ିଷ
ଶ

௫ 𝑧ଵ" , 𝑒ି௫𝑧ଶ 

− 𝑒ି௫𝑧ଶ́ − 𝑒ି௫𝑧ଶ́ + 𝑒ି௫ 𝑧ଶ"൨

= ൤𝑒
ିଷ
ଶ

௫ 𝑧"ଵ − 3𝑒
ିଷ
ଶ

௫𝑧ଵ́ +
9

4
𝑒ିଷ௫𝑧ଵ  , 𝑒ି௫𝑧"ଶ

− 2𝑒ି௫𝑧ଶ +́ 𝑒ି௫𝑧ଶ ൨ 

  نجد: (75)نعوض في المعادلة 

൤𝑒
ିଷ
ଶ

௫ 𝑧"ଵ − 3𝑒
ିଷ
ଶ

௫𝑧ଵ́ +
9

4
𝑒ିଷ௫𝑧ଵ  , 𝑒ି௫𝑧"ଶ − 2𝑒ି௫𝑧ଶ +́ 𝑒ି௫𝑧ଶ ൨

+ [3,2] ൤
−3

2
𝑒

ିଷ
ଶ

௫𝑧ଵ + 𝑒
ିଷ
ଶ

௫ 𝑧ଵ́ , −𝑒ି௫𝑧ଶ  + 𝑒ି௫𝑧ଶ́൨

+ ൤−2,1 −
2

𝑥ଶ
൨ ൤𝑒

ିଷ
ଶ

௫𝑧ଵ  , 𝑒ି௫𝑧ଶ  ൨ = 0 

⟹ ൤𝑒
ିଷ
ଶ

௫ 𝑧"ଵ − 3𝑒
ିଷ
ଶ

௫𝑧ଵ́ +
9

4
𝑒ିଷ௫𝑧ଵ  , 𝑒ି௫𝑧"ଶ − 2𝑒ି௫𝑧ଶ +́ 𝑒ି௫𝑧ଶ ൨

+ ൤
−9

2
𝑒

ିଷ
ଶ

௫𝑧ଵ + 3𝑒
ିଷ
ଶ

௫ 𝑧ଵ́ , −2𝑒ି௫𝑧ଶ  + 2𝑒ି௫𝑧ଶ́൨

+ ൤−2𝑒
ିଷ
ଶ

௫𝑧ଵ  , 𝑒ି௫𝑧ଶ −
2

𝑥ଶ
 𝑒ି௫𝑧ଶ  ൨ = 0 

⟹ ൤𝑒
ିଷ
ଶ

௫ 𝑧"ଵ − 3𝑒
ିଷ
ଶ

௫𝑧ଵ́ +
9

4
𝑒ିଷ௫𝑧ଵ −

9

2
𝑒

ିଷ
ଶ

௫𝑧ଵ + 3𝑒
ିଷ
ଶ

௫ 𝑧ଵ́

− 2𝑒
ିଷ
ଶ

௫𝑧ଵ  , 𝑒ି௫𝑧"ଶ − 2𝑒ି௫𝑧ଶ +́ 𝑒ି௫𝑧ଶ −2𝑒ି௫𝑧ଶ  

+ 2𝑒ି௫𝑧ଶ́+𝑒ି௫𝑧ଶ −
2

𝑥ଶ
 𝑒ି௫𝑧ଶ  ൨ = 0 
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⟹ ൤𝑒
ିଷ
ଶ

௫ 𝑧"ଵ −
13

4
𝑒

ିଷ
ଶ

௫𝑧ଵ , 𝑒ି௫𝑧"ଶ −
2

𝑥ଶ
 𝑒ି௫𝑧ଶ  ൨ = 0 

  ومنه:

൤𝑒
ିଷ
ଶ

௫ 𝑧"ଵ −
13

4
𝑒

ିଷ
ଶ

௫𝑧ଵ , 𝑒ି௫𝑧"ଶ −
2

𝑥ଶ
 𝑒ି௫𝑧ଶ  ൨ = 0 

−𝟗 −   المعادلة التفاضلية التامة النتروسوفيكية من الرتبة الثانية:  𝟒

ʃȂʙ𝟏) تع. 𝟗.   لتكن المعادلة التفاضلية: .(𝟒

[𝑝ଵ(𝑥), 𝑝ଶ(𝑥)]𝑦" + [𝑞ଵ(𝑥), 𝑞ଶ(𝑥)]𝑦́ + [𝑟ଵ(𝑥), 𝑟ଶ(𝑥)]𝑦 = [𝑓ଵ(𝑥), 𝑓ଶ(𝑥)](80) 

  تامة هو أن يتحقق الشرط: (80)الشرط اللازم والكافي لتكون المعادلة 

[𝑝"ଵ(𝑥), 𝑝"ଶ(𝑥)] − [𝑞́ଵ(𝑥), 𝑞́ଶ(𝑥)] + [𝑟ଵ(𝑥), 𝑟ଶ(𝑥)] = [0,0]   (81) 

  وتكون المعادلة:

[𝐵ଵ(𝑥), 𝐵ଶ(𝑥)]𝑦́ + [𝑀ଵ(𝑥), 𝑀ଶ(𝑥)]𝑦 = [𝑔ଵ(𝑥), 𝑔ଶ(𝑥)]   (82) 

  حيث: (81)تكامل أولي للمعادلة 

[𝐵ଵ(𝑥), 𝐵ଶ(𝑥)] = [𝑝ଵ(𝑥), 𝑝ଶ(𝑥)] 

[𝑀ଵ(𝑥), 𝑀ଶ(𝑥)] = [𝑞ଵ(𝑥) − 𝑝́ଵ(𝑥), 𝑞ଶ(𝑥) − 𝑝́ଶ(𝑥)] 

[𝑔ଵ(𝑥), 𝑔ଶ(𝑥)] = ൤න 𝑓ଵ(𝑥)𝑑𝑥 , න 𝑓ଶ(𝑥)𝑑𝑥൨ 

.𝟐) مʰال 𝟗. 𝟒).  

  أثبت أن المعادلة التفاضلية الآتية تامة وأوجد حلها العام:

[𝑥ଶ + 2, 𝑠𝑖𝑛𝑥]𝑦" + [4𝑥, 3𝑐𝑜𝑠𝑥]𝑦́ + [2, −2𝑠𝑖𝑛𝑥]𝑦 = [𝑠𝑖𝑛𝑥, 5𝑐𝑜𝑠𝑥]  (83) 

  الحل:

  لدينا:

𝑝ଵ = 𝑥ଶ + 2 , 𝑞ଵ = 4𝑥 , 𝑟ଵ = 2, 𝑓ଵ = 𝑠𝑖𝑛𝑥  

𝑝ଶ = 𝑠𝑖𝑛𝑥 , 𝑞ଶ = 3𝑐𝑜𝑠𝑥 , 𝑟ଶ = −2𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑓ଶ = 5𝑐𝑜𝑠𝑥  

  :(81)الآن لنتأكد من تحقق الشرط 
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[𝑝"ଵ(𝑥), 𝑝"ଶ(𝑥)] − [𝑞́ଵ(𝑥), 𝑞́ଶ(𝑥)] + [𝑟ଵ(𝑥), 𝑟ଶ(𝑥)]

= [2, −𝑠𝑖𝑛𝑥] − [4, −3𝑠𝑖𝑛𝑥] + [2, −2𝑠𝑖𝑛𝑥]

= [2 − 4 + 2, −𝑠𝑖𝑛𝑥 + 3𝑠𝑖𝑛𝑥 − 2𝑠𝑖𝑛𝑥] = [0,0] 

  إذن الشرط محقق وبالتالي فالمعادلة تامة.

  .(83)المعادلة الآتية تمثل تكامل أولي للمعادلة 

[𝐵ଵ(𝑥), 𝐵ଶ(𝑥)]𝑦́ + [𝑀ଵ(𝑥), 𝑀ଶ(𝑥)]𝑦 = [𝑔ଵ(𝑥), 𝑔ଶ(𝑥)] 

  حيث:

[𝐵ଵ(𝑥), 𝐵ଶ(𝑥)] = [𝑝ଵ(𝑥), 𝑝ଶ(𝑥)] = [𝑥ଶ + 2, 𝑠𝑖𝑛𝑥] 

[𝑀ଵ(𝑥), 𝑀ଶ(𝑥)] = [𝑞ଵ(𝑥) − 𝑝́ଵ(𝑥), 𝑞ଶ(𝑥) − 𝑝́ଶ(𝑥)] = [2𝑥, 2𝑐𝑜𝑠𝑥] 

[𝑔ଵ(𝑥), 𝑔ଶ(𝑥)] = ൤න 𝑓ଵ(𝑥)𝑑𝑥 , න 𝑓ଶ(𝑥)𝑑𝑥൨ = [−𝑐𝑜𝑠𝑥, 5𝑠𝑖𝑛𝑥] 

  ومنه:

[𝑥ଶ + 2, 𝑠𝑖𝑛𝑥]𝑦́ + [2𝑥, 2𝑐𝑜𝑠𝑥]𝑦 = [−𝑐𝑜𝑠𝑥, 5𝑠𝑖𝑛𝑥] 

  ومنه:

𝑦́ + ൤
2𝑥

𝑥ଶ + 2
,
2𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
൨ 𝑦 = ൤

−𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑥ଶ + 2
,
5𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
൨ 

𝑦́ + ൤
2𝑥

𝑥ଶ + 2
,
2𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
൨ 𝑦 = ቂ

−𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑥ଶ + 2
, 5ቃ 

  وهي معادلة تفاضلية نتروسوفيكية غير متجانسة نحلها باستخدام عامل التكميل:

μ(𝑥) = [𝜇ଵ(𝑥), 𝜇ଶ(𝑥)] = ൤𝑒
∫

ଶ௫
௫మାଶ

ௗ௫
, 𝑒∫

ଶ௖௢௦
௦௜௡௫

ௗ௫
൨ 

μ(𝑥) = ൣ𝑒୪୬(௫మାଶ), 𝑒ଶ ୪ (௦௜௡௫)൧ = ൣ𝑒୪୬(௫మାଶ), 𝑒୪୬(௦௜௡మ௫)൧ 

μ(𝑥) = [𝑥ଶ + 2, 𝑠𝑖𝑛ଶ𝑥] 

  ومنه:

𝑦 =
1

[𝑥ଶ + 2, 𝑠𝑖𝑛ଶ𝑥]
൬𝑎 + 𝑏𝐼

+ ൤න(𝑥ଶ + 2)
2𝑥

𝑥ଶ + 2
𝑑𝑥 , න(𝑠𝑖𝑛ଶ𝑥)

2𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑑𝑥൨൰ 
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𝑦 =
1

[𝑥ଶ + 2, 𝑠𝑖𝑛ଶ𝑥]
൬𝑎 + 𝑏𝐼 + ൤න 2𝑥𝑑𝑥 , න 2𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥൨൰ 

𝑦 =
1

[𝑥ଶ + 2, 𝑠𝑖𝑛ଶ𝑥]
൬𝑎 + 𝑏𝐼 + ൤න 2𝑥𝑑𝑥 , න 𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑑𝑥൨൰ 

𝑦 =
1

[𝑥ଶ + 2, 𝑠𝑖𝑛ଶ𝑥]
൬𝑎 + 𝑏𝐼 + ൤𝑥ଶ ,

−1

2
 𝑐𝑜𝑠2𝑥൨൰ 

  .(83)وهو الحل العام للمعادلة 

−𝟏𝟎 −   : سوفكيةك النيوترومُ تحويل لابلاس لدالة السُ  𝟒

ʃـــȂʙ𝟏) تع. 𝟏𝟎. ,𝑓ଵ(𝑥)]لѧѧѧتكن  (𝟒 𝑓ଶ(𝑥)]  لѧѧѧرف تحويѧѧѧذ يعѧѧѧوفكية، عندئѧѧѧمُك نيوتروسѧѧѧُة سѧѧѧدال

  لابلاس للدالة السابقة بالشكل:

𝐹(𝑝) = [𝐹ଵ(𝑝), 𝐹ଶ(𝑝)] = 𝐿[𝑓ଵ(𝑥), 𝑓ଶ(𝑥)] = න 𝑒ି௣௫[𝑓ଵ(𝑥), 𝑓ଶ(𝑥)]𝑑𝑥

ିஶ

଴

= න [𝑒ି௣௫𝑓ଵ(𝑥), 𝑒ି௣௫𝑓ଶ(𝑥)]𝑑𝑥

ିஶ

଴

 

𝐹(𝑝) = ൥න 𝑒ି௉௫𝑓ଵ(𝑥)𝑑𝑥

ିஶ

଴

, න 𝑒ି௉௫𝑓ଶ(𝑥)𝑑𝑥

ିஶ

଴

൩  (87) 

(𝟐. 𝟏𝟎.   ة:جدول بتحويل لابلاس لبعض الدوال التحليلي (𝟒

𝐹(𝑝) = 𝐿[𝑓(𝑥)] 𝑓(𝑥) 
𝑎

𝑝
 𝑎 

1

𝑝
 1 

𝑛!

𝑝௡ାଵ
; 𝑛 = 1,2,3, … … 𝑥௡ 

√𝜋

2𝑝
ଷ
ଶ

 √𝑥 

𝑎

𝑝ଶ + 𝑎ଶ
 sin 𝑎𝑥 

𝑝

𝑝ଶ + 𝑎ଶ
 cos 𝑎𝑥 
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2𝑎𝑝

(𝑝ଶ + 𝑎ଶ)ଶ
 𝑥 sin 𝑎𝑥 

𝑝ଶ − 𝑎ଶ

(𝑝ଶ + 𝑎ଶ)ଶ
 𝑥 cos 𝑎𝑥 

1

𝑝 − 𝑎
 𝑒௔௫ 

𝑝 sin 𝑏 + 𝑎 cos 𝑏

𝑝ଶ + 𝑎ଶ
 sin(𝑎𝑥 + 𝑏) 

𝑝 cos 𝑏 − 𝑎 sin 𝑏

𝑝ଶ + 𝑎ଶ
 cos(𝑎𝑥 + 𝑏) 

𝑏

(𝑝 − 𝑎)ଶ + 𝑏ଶ
 𝑒௔௫ sin 𝑏𝑥 

𝑝 − 𝑎

(𝑝 − 𝑎)ଶ − 𝑏ଶ
 𝑒௔௫ cos 𝑏𝑥 

𝑎

𝑝ଶ − 𝑎ଶ
 sinh 𝑎𝑥 

𝑝

𝑝ଶ − 𝑎ଶ
 cosh 𝑎𝑥 

  

(𝟑. 𝟏𝟎.   خʦاص تȂʦʲل لابلاس:: (𝟒

  الʳاصة الأولى:

𝐿[𝑒௔௫𝑓(𝑥)] = 𝐹(𝑝 − 𝑎) 

  الʳاصة الʰانॻة:

𝐿[𝑥௡𝑓(𝑥)] = (−1)௡
𝑑

𝑑௡𝑝
𝐹(𝑝) 

  الʳاصة الʰالʰة:

𝐿 ቈ
𝑓(𝑥)

𝑥
቉ = න 𝐹(𝑝)𝑑𝑝

ିஶ

௣

 

(𝟒. 𝟏𝟎.   Ȃʦʲل لابلاس للʯʵʸقات:ت: (𝟒

𝐿[𝑦′] = 𝑝𝐿[𝑦] − 𝑦(0) 
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𝐿[𝑦′′] = 𝑝ଶ𝐿[𝑦] − 𝑝𝑦(0) − 𝑦′(0) 

𝐿[𝑦′′′] = 𝑝ଷ𝐿[𝑦] − 𝑝ଶ𝑦(0) − 𝑦ᇱᇱ(0) + 𝑝𝑦′(0) 

  وبشكل عام:

𝐿ൣ𝑦(௡)൧ = 𝑝௡𝐿[𝑦] − 𝑝௡ିଵ𝑦(0) − 𝑝௡ିଶ𝑦ᇱ(0) − ⋯ 𝑝𝑦(௡ିଶ)(0) − 𝑦(௡ିଵ)(0) 

−𝟏𝟏 −   :باستخدام تحويل لابلاس تروسوفيكيةيوالن لمعادلات التفاضليةحل ا 𝟒

  :ةالآتي لتكن المعادلة التفاضلية النيوتروسوفيكية

𝑦(௡) + [𝑎ଵ, 𝑎ଶ]𝑦(௡ିଵ) + ⋯ + [𝑏ଵ, 𝑏ଶ]𝑦ᇱ + [𝑐ଵ, 𝑐ଶ]𝑦 = [𝑓ଵ(𝑥), 𝑓ଶ(𝑥)](88) 

  تعطى في نص المسألة. ابتدائيةشروط  ولها

  ة الحل:طريق

 .(88)نأخذ تحويل لابلاس لطرفي المعادلة  -1
 .1نعوض الشروط الابتدائية في نص المسألة بعد تطبيق الخطوة  -2
  .(88)نأخذ تحويل لابلاس العكسي فنحص على حل المعادلة  -3

.𝟏)مʰال  𝟏𝟏.   أوجʙ حل الʺعادلة الآتॽة Ǽاسʙʵʱام تȄʨʴل لابلاس: .(𝟒

𝑦" + [16,1]𝑦 = [2𝑠𝑖𝑛4𝑥, 𝑥]   (89) 

  وتʴقȘ الʛʷوȋ الابʙʱائॽة الآتॽة:

𝑦ᇱ(0) = ൤
−1

2
, 2൨ , 𝑦(0) = [0,1]  (90) 

  الʲل:

  نʙʳ: (89)نأخʚ تȄʨʴل لابلاس لʛʢفي الʺعادلة 

𝐿[𝑦ᇱᇱ] + 𝐿ൣ[16,1]𝑦൧ = 𝐿ൣ[2𝑠𝑖𝑛4𝑥, 𝑥]൧ 

⟹ 𝐿[𝑦ᇱᇱ] + [16,1]𝐿[𝑦] = [2𝐿(𝑠𝑖𝑛4𝑥), 𝐿(𝑥)] 

⟹ [𝑝ଶ, 𝑝ଶ]𝐿[𝑦] − 𝑝𝑦(0) − 𝑦ᇱ(0) + [16,1]𝐿[𝑦] = [2𝐿(𝑠𝑖𝑛4𝑥), 𝐿(𝑥)] 

⟹ [𝑝ଶ, 𝑝ଶ]𝐿[𝑦] − 𝑝𝑦(0) − 𝑦ᇱ(0) + [16,1]𝐿[𝑦] = ൤
8

𝑝ଶ + 16
,

1

𝑝ଶ
൨ 
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  في المعادلة الأخيرة نجد: (90)نعوض الشروط 

[𝑝ଶ, 𝑝ଶ]𝐿[𝑦] − 𝑝[0,1] − ൤
−1

2
, 2൨ + [16,1]𝐿[𝑦] = ൤

8

𝑝ଶ + 16
,

1

𝑝ଶ
൨ 

⟹ [𝑝ଶ, 𝑝ଶ]𝐿[𝑦] − [0, 𝑝] − ൤
−1

2
, 2൨ + [16,1]𝐿[𝑦] = ൤

8

𝑝ଶ + 16
,

1

𝑝ଶ
൨ 

⟹ [𝑝ଶ + 16, 𝑝ଶ + 1]𝐿[𝑦] − ൤
−1

2
, 𝑝 + 2൨ = ൤

8

𝑝ଶ + 16
,

1

𝑝ଶ
൨ 

⟹ [𝑝ଶ + 16, 𝑝ଶ + 1]𝐿[𝑦] = ൤
8

𝑝ଶ + 16
,

1

𝑝ଶ
൨ + ൤

−1

2
, 𝑝 + 2൨ 

⟹ [𝑝ଶ + 16, 𝑝ଶ + 1]𝐿[𝑦] = ൤
8

𝑝ଶ + 16
−

1

2
,

1

𝑝ଶ
+ 𝑝 + 2൨ 

⟹ [𝑝ଶ + 16, 𝑝ଶ + 1]𝐿[𝑦] = ቈ
−𝑝ଶ − 16

2(𝑝ଶ + 16)
,
𝑝ଷ + 2𝑝ଶ + 1

𝑝ଶ
቉ 

𝑝ଶ]نقسم الطرفين على  + 16, 𝑝ଶ +   نجد: [1

𝐿[𝑦] = ቈ
−1

2(𝑝ଶ + 16)
,
𝑝ଷ + 2𝑝ଶ + 1

𝑝ଶ(𝑝ଶ + 16)
቉ 

  باستخدام تفريق الكسور نجد:

𝑝ଷ + 2𝑝ଶ + 1

𝑝ଶ(𝑝ଶ + 16)
=

𝐴

𝑝
+

𝐵

𝑝ଶ
+

𝐶𝑝 + 𝐷

(𝑝ଶ + 16)
⟹ A = 0, B = C = D = 1 

⟹
𝑝ଷ + 2𝑝ଶ + 1

𝑝ଶ(𝑝ଶ + 16)
=

1

𝑝ଶ
+

𝑝

(𝑝ଶ + 16)
+

1

(𝑝ଶ + 16)
 

⟹ 𝐿[𝑦] = ൤
−1

2(𝑝ଶ + 16)
,

1

𝑝ଶ
+

𝑝

(𝑝ଶ + 16)
+

1

(𝑝ଶ + 16)
൨ 

  معادلة الأخيرة نجد:بأخذ تحويل لابلاس العكسي لطرفي ال

𝐿ିଵ[𝑦] = ൤𝐿ିଵ ൜
−1

2(𝑝ଶ + 16)
ൠ , 𝐿ିଵ ൜

1

𝑝ଶ
ൠ + 𝐿ିଵ ൜

𝑝

(𝑝ଶ + 16)
ൠ

+ 𝐿ିଵ ൜
1

(𝑝ଶ + 16)
ൠ൨ 
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⟹ 𝐿ିଵ[𝑦] = ൤
−1

8
𝐿ିଵ ൜

−1

(𝑝ଶ + 16)
ൠ , 𝐿ିଵ ൜

1

𝑝ଶ
ൠ + 𝐿ିଵ ൜

𝑝

(𝑝ଶ + 16)
ൠ

+ 𝐿ିଵ ൜
1

(𝑝ଶ + 16)
ൠ൨ 

⟹ 𝑦 = ൤
−1

8
𝑠𝑖𝑛4𝑥 , 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥൨ 

  .(89)وهو حل المعادلة 

.𝟑)مʰال  𝟏𝟏.   أوجʙ حل الʺعادلة الآتॽة Ǽاسʙʵʱام تȄʨʴل لابلاس: .(𝟒

𝑦" + [3,2]𝑦′ + [2,5]𝑦 = [0, 𝑒ି௫𝑠𝑖𝑛𝑥]   (91) 

  وتʴقȘ الʛʷوȋ الابʙʱائॽة الآتॽة:

𝑦ᇱ(0) = [−1,1] , 𝑦(0) = [1,0]  (92) 

  الʲل:

 ʚفي الʺعادلة نأخʛʢل لابلاس لȄʨʴ(91)ت ʙʳن:  

𝐿[𝑦ᇱᇱ] + [3,2]𝐿[𝑦′] + [2,5]𝐿[𝑦] = [𝐿(0), 𝐿(𝑒ି௫𝑠𝑖𝑛𝑥)] 

⟹ [𝑝ଶ, 𝑝ଶ]𝐿[𝑦] − 𝑝𝑦(0) − 𝑦ᇱ(0) + [−3,2]𝑝𝐿[𝑦] − [3,2]𝑦(0) + [2,5]𝐿[𝑦]

= [𝐿(0), 𝐿(𝑒ି௫𝑠𝑖𝑛𝑥)] 

⟹ [𝑝ଶ, 𝑝ଶ]𝐿[𝑦] − 𝑝𝑦(0) − 𝑦ᇱ(0) + [−3,2]𝑝𝐿[𝑦] − [3,2]𝑦(0) + [2,5]𝐿[𝑦]

= ൤0,
1

(𝑝 + 1)ଶ + 1
൨ 

  في المعادلة الأخيرة نجد: (92)نعوض الشروط 

⟹ [𝑝ଶ, 𝑝ଶ]𝐿[𝑦] − [𝑝, 0] − [−1,1] + [−3𝑝, 2𝑝]𝐿[𝑦] − [3,2][1,0]

+ [2,5]𝐿[𝑦] = ൤0,
1

(𝑝 + 1)ଶ + 1
൨ 

⟹ [𝑝ଶ, 𝑝ଶ]𝐿[𝑦] − [𝑝, 0] − [−1,1] + [−3𝑝, 2𝑝]𝐿[𝑦] − [3,0] + [2,5]𝐿[𝑦]

= ൤0,
1

(𝑝 + 1)ଶ + 1
൨ 
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⟹ [𝑝ଶ + 3𝑝 + 2, 𝑝ଶ + 2𝑝 + 5]𝐿[𝑦] = ൤𝑝 + 2,1 +
1

𝑝ଶ + 2𝑝 + 3
൨ 

⟹ [𝑝ଶ + 3𝑝 + 2, 𝑝ଶ + 2𝑝 + 5]𝐿[𝑦] = ቈ𝑝 + 2,
𝑝ଶ + 2𝑝 + 4

𝑝ଶ + 2𝑝 + 3
቉ 

𝑝ଶ]نقسم الطرفين على  + 3𝑝 + 2, 𝑝ଶ + 2𝑝 +   نجد: [5

𝐿[𝑦] = ቈ
𝑝 + 2

𝑝ଶ + 3𝑝 + 2
,

𝑝ଶ + 2𝑝 + 4

(𝑝ଶ + 2𝑝 + 3)(𝑝ଶ + 2𝑝 + 5)
቉ 

⟹ 𝐿[𝑦] = ቈ
𝑝 + 2

(𝑝 + 2)(𝑝 + 1)
,

𝑝ଶ + 2𝑝 + 4

(𝑝ଶ + 2𝑝 + 3)(𝑝ଶ + 2𝑝 + 5)
቉ 

⟹ 𝐿[𝑦] = ቈ
1

𝑝 + 1
,

𝑝ଶ + 2𝑝 + 4

(𝑝ଶ + 2𝑝 + 3)(𝑝ଶ + 2𝑝 + 5)
቉ 

  باستخدام تفريق الكسور نجد:

𝑝ଶ + 2𝑝 + 4

(𝑝ଶ + 2𝑝 + 3)(𝑝ଶ + 2𝑝 + 5)
=

𝐴𝑝 + 𝐵

𝑝ଶ + 2𝑝 + 5
+

𝐶𝑝 + 𝐷

𝑝ଶ + 2𝑝 + 3
 

⟹ A = 0, B =
1

2
, C = 0, D =

1

2
 

⟹
𝑝ଶ + 2𝑝 + 4

(𝑝ଶ + 2𝑝 + 3)(𝑝ଶ + 2𝑝 + 5)
=

1

2

1

𝑝ଶ + 2𝑝 + 5
+

1

2

1

𝑝ଶ + 2𝑝 + 3
 

⟹ 𝐿[𝑦] = ൤
1

𝑝 + 1
,
1

2

1

𝑝ଶ + 2𝑝 + 5
+

1

2

1

𝑝ଶ + 2𝑝 + 3
൨ 

  رة نجد:بأخذ تحويل لابلاس العكسي لطرفي المعادلة الأخي

𝐿ିଵ[𝑦] = ൤𝐿ିଵ ൜
1

𝑝 + 1
ൠ , 𝐿ିଵ ൜

1

2

1

𝑝ଶ + 2𝑝 + 5
ൠ + 𝐿ିଵ ൜

1

2

1

𝑝ଶ + 2𝑝 + 3
ൠ൨ 

⟹ 𝐿ିଵ[𝑦] = ൤𝐿ିଵ ൜
1

𝑝 + 1
ൠ ,

1

2
𝐿ିଵ ൜

1

𝑝ଶ + 2𝑝 + 5
ൠ +

1

2
𝐿ିଵ ൜

1

𝑝ଶ + 2𝑝 + 3
ൠ൨ 

⟹ 𝐿ିଵ[𝑦] = ൤𝐿ିଵ ൜
1

𝑝 + 1
ൠ ,

1

2
𝐿ିଵ ൜

1

(𝑝 + 1)ଶ + 4
ൠ +

1

2
𝐿ିଵ ൜

1

(𝑝 + 1)ଶ + 2
ൠ൨ 

⟹ 𝑦 = ൤𝑠𝑖𝑛𝑥 ,
1

4
𝑒ି௫𝑠𝑖𝑛2𝑥 +

1

2√2
𝑒ି௫𝑠𝑖𝑛√2𝑥൨ 
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  .(91)وهو حل المعادلة 

.𝟐)مʰال  𝟏𝟏.   أوجʙ حل الʺعادلة الآتॽة Ǽاسʙʵʱام تȄʨʴل لابلاس: .(𝟒

𝑦" + [2, −3]𝑦′ + [1,2]𝑦 = [3𝑥𝑒ି௫, 4𝑒ଶ௫]   (93) 

ʷال Șقʴة:وتॽة الآتॽائʙʱالاب ȋوʛ  

𝑦ᇱ(0) = [2,5] , 𝑦(0) = [4, −3]  (94) 

  الʲل:

  نʙʳ: (93)نأخʚ تȄʨʴل لابلاس لʛʢفي الʺعادلة 

𝐿[𝑦ᇱᇱ] + [2, −3]𝐿[𝑦′] + [1,2]𝐿[𝑦] = [3𝐿(𝑥𝑒ି௫),4𝐿(𝑒ଶ௫)] 

⟹ [𝑝ଶ, 𝑝ଶ]𝐿[𝑦] − 𝑝𝑦(0) − 𝑦ᇱ(0) + 𝑝[2, −3]𝐿[𝑦] − [2, −3]𝑦(0)

+ [1,2]𝐿[𝑦] = [3𝐿(𝑥𝑒ି௫),4𝐿(𝑒ଶ௫)] 

⟹ [𝑝ଶ, 𝑝ଶ]𝐿[𝑦] − 𝑝𝑦(0) − 𝑦ᇱ(0) + 𝑝[2, −3]𝐿[𝑦] − [2, −3]𝑦(0)

+ [1,2]𝐿[𝑦] = ൤
−3

(𝑝 + 1)ଶ
,

4

𝑝 − 2
൨ 

  في المعادلة الأخيرة نجد: (94)نعوض الشروط 

⟹ [𝑝ଶ, 𝑝ଶ]𝐿[𝑦] − [4𝑝, 3𝑝] − [2,5] + [2𝑝, −3𝑝]𝐿[𝑦] − [8,9] + [1,2]𝐿[𝑦]

= ൤
−3

(𝑝 + 1)ଶ
,

4

𝑝 − 2
൨ 

⟹ [𝑝ଶ + 2𝑝 + 1, 𝑝ଶ − 3𝑝 + 2]𝐿[𝑦]

= ൤
−3

(𝑝 + 1)ଶ
+ 4𝑝 + 10,

4

𝑝 − 2
− 3𝑝 + 16൨ 

⟹ [(𝑝 + 1)ଶ, (𝑝 − 2)(𝑝 − 1)]𝐿[𝑦]

= ൤
−3

(𝑝 + 1)ଶ
+ 4𝑝 + 10,

4

𝑝 − 2
− 3𝑝 + 16൨ 

𝑝)]نقسم الطرفين على  + 1)ଶ, (𝑝 − 2)(𝑝 −   نجد: [(1

𝐿[𝑦] = ൤
−3

(𝑝 + 1)ସ
+

4𝑝 + 10

(𝑝 + 1)ଶ
,

4

(𝑝 − 2)ଶ(𝑝 − 1)
+

−3𝑝 + 16

(𝑝 − 2)(𝑝 − 1)
൨ 

  باستخدام تفريق الكسور نجد:
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𝐿[𝑦] = ൤
4

𝑝 + 1
+

6

(𝑝 + 1)ଶ
−

3

(𝑝 + 1)ସ
,

8

𝑝 − 2
+

20

(𝑝 − 2)ଶ
−

3

𝑝 − 1
൨ 

  بأخذ تحويل لابلاس العكسي لطرفي المعادلة الأخيرة نجد:

𝐿ିଵ[𝑦] = ൤4𝐿ିଵ ൜
1

𝑝 + 1
ൠ + 6𝐿ିଵ ൜

1

(𝑝 + 1)ଶ
ൠ

− 3𝐿ିଵ ൜
1

(𝑝 + 1)ସ
ൠ , 8𝐿ିଵ ൜

1

𝑝 − 2
ൠ + 20𝐿ିଵ ൜

1

(𝑝 − 2)ଶ
ൠ

− 3𝐿ିଵ ൜
1

𝑝 − 1
ൠ൨ 

⟹ 𝑦 = ൤4𝑒ି௫ + 6𝑥𝑒ି௫ +
1

2
𝑥ଷ𝑒ି௫ , 8𝑒ଶ௫ + 20𝑥𝑒ି௫𝑒ଶ௫𝑠 − 3𝑒௫൨ 

  .(93)وهو حل المعادلة 
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  الخامسالفصل 

  

  

  الهʹʗسة الʹʦʻتʙوسॻȜॻɼʦةأساسॻات 
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  مقدمة:

ــȘʰ لأحـــʙ أن قـــام ʲʺǼـــل هـــʚه فـــي  ــʙ فـــي الʛʱʻوســـʥॽɾʨ، والـــȑʚ لـــʶǽ ʦـ ــʨم جʙيـ ــʻقʙم مفهـ ــل سـ ــʚا الفʸـ هـ

قام بتعريفه كѧѧل مѧѧن محمѧѧد  وذلك من خلال تقديم تحويل خطي نيوتروسوفيكي (إيزومتري)الأفؔار، 

ة الكلاسѧѧѧѧيكية جبريѧѧѧѧاً إلѧѧѧѧى مفѧѧѧѧاهيم هندسѧѧѧѧية ، ينقѧѧѧѧل المفѧѧѧѧاهيم الهندسѧѧѧѧيأبѧѧѧѧو بѧѧѧѧالا و أحمѧѧѧѧد خطيѧѧѧѧب
كتعريѧѧف للنقѧѧاط النيوتروسѧѧوفيكية، والѧѧدائرة النيوتروسѧѧوفيكية، وتطبيقاتهѧѧا كحسѧѧاب نيوتروسѧѧوفيكية، 

والقطعة المساحة وإيجاد معادلѧѧة المسѧѧتقيم الممѧѧاس لهѧѧا، بالإضѧѧافة لمعادلѧѧة المسѧѧتقيم النيوتروسѧѧوفيكي،
وأيضѧѧاً مѧѧن المفѧѧاهيم الهامѧѧة  قاسѧѧمة لقطعѧѧة نيوتروسѧѧوفيكية،المسѧѧتقيمة النيوتروسѧѧوفيكية، والنقطѧѧة ال

وفѧѧتح المجѧѧال للمزيѧѧد مѧѧن القطѧѧوع الهندسѧѧية، كѧѧالقطع المكѧѧافئ والنѧѧاقص والزائѧѧد النيوتروسѧѧوفيكية، 
  ندسة التفاضلية وتعميمها نيوتروسوفيكياً.ال الهندسة النيوتروسوفيكية، كالهالدراسات في مج

𝟏 −   :تعاريف ومفاهيم أساسية 𝟓

.𝟏) عʃȂʙت 𝟏. 𝟓).   

𝑅(𝐼)لѧѧيكن  = {𝑎 + 𝑏𝐼; 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅} لѧѧداد حقѧѧوفيك أعѧѧول إن ينيوتروسѧѧذ نقѧѧة، عندئ𝑎 + 𝑏𝐼 ≤

𝑐 + 𝑑𝐼 إذا وفقط إذا كان 𝑎 ≤ 𝑐  و𝑎 + 𝑏 ≤ 𝑐 + 𝑑.  

.𝟐)مبرهنة  𝟏. 𝟓):  

   ).انعكاسية ومتخالفة ومتعديةعلاقة ترتيب جزئي ( (1.1.5)العلاقة في التعريف 

  البرهان:

𝑥ليكن  = 𝑎 + b𝐼, 𝑦 = 𝑐 + d𝐼, 𝑧 = 𝑚 + n𝐼 ∈ 𝑅(𝐼)  ،:عندئذ  

𝑥انعكاسية :  ≤ 𝑥    لأن𝑎 ≤ 𝑎      و𝑎 + 𝑏 ≤ 𝑎 + 𝑏  

𝑥: اذا كانت تخالفية  ≤ 𝑦   و𝑦 ≤ 𝑥   فإن𝑦 = 𝑥  

𝑥نفرض أن  ≤ 𝑦   و𝑦 ≤ 𝑥 عندئذ يكون:   

      𝑎 ≤ 𝑐  ;  𝑎 + 𝑏 ≤ 𝑐 + 𝑑   و   𝑐 ≤ 𝑎  ;     𝑐 + 𝑑 ≤ 𝑎 + 𝑏  

𝑎   وبالتالي  = 𝑐  ;    𝑎 + 𝑏 = 𝑐 + 𝑑 هذا يعني أن𝑎 = 𝑏   وبالتالي𝑥 = 𝑦  

   :متعدية

𝑥لنفѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧرض أن  ≤ 𝑦  و𝑦 ≤ 𝑧  إذن𝑎 ≤ 𝑐, 𝑎 + 𝑏 ≤ 𝑐 + 𝑑, 𝑐 ≤ 𝑚, 𝑐 + 𝑑 ≤ 𝑚 + 𝑛 
𝑎وهذا يعني أن  ≤ 𝑚, 𝑎 + 𝑏 ≤ 𝑚 + 𝑛  لذلك𝑥 ≤ 𝑧.  

  .𝑅(𝐼)هي علاقة ترتيب جزئي على  ≥مما سبق نجد أن 
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.𝟑)ملاحظة  𝟏. 𝟓):  

  فيكي الموجب كما يلي:تعريف العدد الحقيقي النيوتروسو يمكننا

𝑎 + 𝑏𝐼 ≥ 0 = 0 + 0𝐼 

𝑎وهذا يعني أن  ≥ 𝑎و  0 + 𝑏 ≥ 0  

  بالعلاقة: 𝑅(𝐼)تعرف القيمة المطلقة على 

|𝑎 + 𝑏𝐼| = |𝑎| + 𝐼[|𝑎 + 𝑏| − |𝑎|] 

  كما يمكننا تعريف الجذر التربيعي لعدد نيوتروسوفيكي موجب بالعلاقة:

√𝑎 + 𝑏𝐼 = √𝑎 + 𝐼ൣ√𝑎 + 𝑏 − √𝑎൧ 

.𝟒) مثال 𝟏. 𝟓):   

 𝑥 = 2 − 𝐼  ثѧѧѧب حيѧѧѧوفيكي موجѧѧѧي نيوتروسѧѧѧدد حقيقѧѧѧ2ع ≥ 2و  0 − 1 = 1 ≥

0. 
 2 + 𝐼 ≥ 2لأن  2 ≥ 2و  2 + 1 = 3 ≥ 2 + 0 = 2. 
 |1 + 3𝐼| = |1| + 𝐼[|1 + 3| − |1|] = 1 + 3𝐼. 
 |−3 + 2𝐼| = |−3| + 𝐼[|−3 + 2| − |−3|] = 3 − 2𝐼 ظ أنѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧ0، لاح +

0𝐼 ≥ −3 + 2𝐼. 
 √9 + 4𝐼 = √9 + 𝐼ൣ√13 − √9൧ = 3 + 𝐼ൣ√13 − 3൧  

.𝟓)تعريف  𝟏. 𝟓):  

  بعد بالشكل: 𝑛وتروسوفيكي ذو ف المستوي النيرنع

𝑅(𝐼) × 𝑅(𝐼) × 𝑅(𝐼) × … …ต
௡ି௧௜௠

× 𝑅(𝐼) 

.𝟔)مثال  𝟏. 𝟓):  

𝑅(𝐼) = {𝑎 + 𝑏𝐼; 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅} مستوي نيوتروسوفيكي أحادي البعد.  

𝑅(𝐼)ଶ = {(𝑎 + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼); 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑅} مستوي نيوتروسوفيكي ثنائي البعد.  

.𝟕)تعريف   𝟏. 𝟓):  

𝐴(𝑎لتكن  + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼), 𝐵(𝑥 + 𝑦𝐼, 𝑧 + 𝑡𝐼)  نقطتين نيوتروسوفيكيتين من𝑅(𝐼)ଶ ذѧѧعندئ ،
  نعرف الشعاع النيوتروسوفيكي بالصيغة:

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = ([𝑥 + 𝑦𝐼] − [𝑎 + 𝑏𝐼], [𝑧 + 𝑡𝐼] − [𝑐 + 𝑑𝐼]) 
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.𝟖)تعريف  𝟏. 𝟓):  

𝑢ሬ⃗ ليكن = (𝑎 + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼) ل:شعاع نيوتروسوفيكي، عندئذ نعرف النظيم بالشك  

‖𝑢ሬ⃗ ‖ = ඥ(𝑎 + 𝑏𝐼)ଶ + (𝑐 + 𝑑𝐼)ଶ

= ඥ𝑎ଶ + 𝑐ଶ + 𝐼[(𝑎 + 𝑏)ଶ + (𝑐 + 𝑑)ଶ − 𝑎ଶ − 𝑐ଶ] 

𝑢ሬ⃗‖بسهولة يمكن أن نلاحظ أن   ‖ ≥   .(3.1.5)، اعتماداً على الملاحظة 0

.𝟗)تعريف  𝟏. 𝟓):  

𝐴(𝑎لتكن  + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼), 𝐵(𝑥 + 𝑦𝐼, 𝑧 + 𝑡𝐼)  نقطتين نيوتروسوفيكيتين من𝑅(𝐼)ଶ عندئذ ،
  :نعرف

𝐶هي النقطة  [𝐴𝐵]منتصف القطعة  - ቀ
௔ା௕ூା௫ା௬ூ

ଶ
,

௖ାௗூା௭ା௧ூ

ଶ
ቁ. 

ฮ𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ تساوي 𝐵 و 𝐴المسافة النيوتروسوفيكية بين النقطتين  - ฮ.  

.𝟏𝟎)مثال  𝟏. 𝟓):   

𝐴(1لتكن  + 𝐼, 2 − 3𝐼), 𝐵(−𝐼, −1 + 2𝐼)  نقطتين نيوتروسوفيكيتين من𝑅(𝐼)ଶذ، عندئ:  

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = (−1 − 2𝐼, −3 + 5𝐼) 

ฮ𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ
ଶ

= 1 + 9 + 𝐼[9 + 4 − 1 − 9] = 10 + 3𝐼 

𝐶، إذن [𝐴𝐵]منتصف القطعة  𝐶لتكن النقطة  ቀ
ଵ

ଶ
,

ଵ

ଶ
−

ଵ

ଶ
𝐼ቁ.  

𝑅ଶالآن سѧѧѧѧنقوم بعѧѧѧѧرض بعѧѧѧѧض الخصѧѧѧѧائص الهندسѧѧѧѧية والجبريѧѧѧѧة للفضѧѧѧѧاء الكلاسѧѧѧѧيكي  × 𝑅ଶ .
  سنحتاجها في الفقرات القادمة.

.𝟏𝟏) ملاحظة 𝟏. 𝟓):  

𝑉 يكنل = 𝑅ଶ × 𝑅ଶ :الجداء الديكارتي للمستوي الإقليدي الكلاسيكي بنفسه، عندئذ يكون  

𝑅مودول واحدي فوق الحلقة  𝑉يملك  .1 × 𝑅:مع العمليات الآتية ، 

  الجمع:

 ൫(𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑)൯ + ൫(𝑥, 𝑦), (𝑧, 𝑡)൯ = ൫(𝑎 + 𝑥, 𝑏 + 𝑦)൯, ൫(𝑐 + 𝑧, 𝑑 + 𝑡)൯  

𝑅الجداء بعدد سلمي من  × 𝑅:  

(𝑚, 𝑛). ൫(𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑)൯ = ൫(𝑚. 𝑎, 𝑛. 𝑏), (𝑚. 𝑐, 𝑛. 𝑑)൯ 



91 
 

 يمكن تعريفه بالصيغة: 𝑉النظيم لأي متجه في  .2

‖(𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑)‖ = ቀඥ𝑎ଶ + 𝑐ଶ, ඥ𝑏ଶ + 𝑑ଶቁ 

.𝟏𝟐) مثال 𝟏. 𝟒):  

,𝐴൫(1,2)النقطتان  كنلت (2,5)൯, 𝐵൫(−1,4), (3, −2)൯  من الفضاء𝑉 :عندئذ  

1. 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = ൫(−2,2), (1, −7)൯. 

2. ฮ𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ = ቀඥ(−2)ଶ + (1)ଶ, ඥ(2)ଶ + (−7)ଶቁ = ൫√5, √53൯. 

𝑟ليكن  .3 = (5,8) ∈ 𝑅 × 𝑅 :عدد سلمي، عندئذ 

𝑟. 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = ൫(−10,16), (5, −56)൯ 

.ฮ𝑟واضح أن:  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ = 𝑟. ฮ𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ.  

−𝟐 −   : علاقة بين الهندسة النيوتروسوفيكية والكلاسيكيةال𝟓

حѧѧداثيات النيوتروسѧѧوفيكية المحѧѧددة أعѧѧلاه، وبѧѧين هѧѧذا الجѧѧزء مخصѧѧص لتوضѧѧيح العلاقѧѧات بѧѧين الإ
  الإحداثيات الهندسية الكلاسيكية.

1)تبرز العديѧѧد مѧѧن الأسѧѧئلة الهامѧѧة وفقѧѧاً للفقѧѧرات  − . السѧѧؤال الأول عѧѧن العلاقѧѧات الشѧѧهيرة فѧѧي (5
  .؟𝐵و 𝐴 لها المسافة نفسها بين [𝐴𝐵]قطعة صف للمنتنقطة ال: هل الهندسة الكلاسيكية

اب لا، فѧѧѧإن نظامنѧѧѧا الهندسѧѧѧي ضѧѧѧعيف ولѧѧѧيس لѧѧѧه أهميѧѧѧة لأنѧѧѧه يتعѧѧѧارض مѧѧѧع البيانѧѧѧات إذا كѧѧѧان الجѧѧѧو
  المنطقية.

وهѧѧذا  السѧѧؤال الثѧѧاني هѧѧل النقѧѧاط النيوتروسѧѧوفيكية لهѧѧا ارتبѧѧاط أو علاقѧѧات مѧѧع النقѧѧاط الكلاسѧѧيكية؟.
وي السؤال هو الأهم، لأنه إذا كانت الإجابѧѧة نعѧѧم، عنѧѧدها يمكننѧѧا دراسѧѧة الأشѧѧكال الهندسѧѧية فѧѧي المسѧѧت

  النيوتروسوفيكي.

  السؤال الثالث هو كيف نعرف الخطوط، الدوائر، القطوع النيوتروسوفيكية، ... إلخ.

.𝟏) تعريف 𝟐. 𝟓):   

𝑀لѧѧѧѧѧتكن  = 𝑅(𝐼)ଶ = 𝑅(𝐼) × 𝑅(𝐼), 𝑉 = 𝑅ଶ × 𝑅ଶ توي نيوتروѧѧѧѧѧداء مسѧѧѧѧѧوفيكي، والجѧѧѧѧѧس
𝑅ଶو 𝑅(𝐼)ଶبѧѧين   متѧѧريبنفسѧѧه، عندئѧѧذ نعѧѧرف تحويѧѧل إيزو 𝑅ଶالكلاسيكي  الديكارتي للمستوي ×

𝑅ଶ :بالصيغة  

𝑓: 𝑀 → 𝑉; 𝑓(𝑎 + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼) = ൫(𝑎, 𝑎 + 𝑏), (𝑐, 𝑐 + 𝑑)൯ 

𝑅و  𝑅(𝐼)بين  أحادي البعدنعرف التحويل الإيزومتري  × 𝑅 :بالصيغة  



92 
 

𝑔: 𝑅(𝐼) → 𝑅 × 𝑅; 𝑔(𝑎 + 𝑏𝐼) = (𝑎, 𝑎 + 𝑏) 

.𝟐) مبرهنة 𝟐. 𝟓):   

𝑅و  𝑅(𝐼)ي هو تماثل جبرالإيزومتري أحادي البعد  × 𝑅.  

   البرهان:

𝑎ليكن  + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼 .عددان حقيقيان نتروسوفيكيين، عندئذ  

𝑓(𝑎 + 𝑏𝐼 + 𝑐 + 𝑑𝐼) = 𝑓([𝑎 + 𝑐] + [𝑏 + 𝑑]𝐼) = (𝑎 + 𝑐, 𝑎 + 𝑐 + 𝑏 + 𝑑)

= (𝑎, 𝑎 + 𝑏) + (𝑐, 𝑐 + 𝑑) = 𝑓(𝑎 + 𝑏𝐼) + 𝑓(𝑐 + 𝑑𝐼) 

𝑓([𝑎 + 𝑏𝐼]. [𝑐 + 𝑑𝐼]) = 𝑓(𝑎𝑐 + [𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 𝑏𝑑]𝐼)

= (𝑎𝑐, 𝑎𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 𝑑𝑑) = (𝑎, 𝑎 + 𝑏). (𝑐, 𝑐 + 𝑑)

= 𝑓(𝑎 + 𝑏𝐼). 𝑓(𝑐 + 𝑑𝐼) 

𝑓  تقابل، لأن𝑘𝑒𝑟(𝑓) = ,𝑎)، ومن أجل كل زوج {0} 𝑏) ∈ 𝑅 × 𝑅يوجد ،  

𝑎 + (𝑎, 𝑏)𝐼 ∈ 𝑅(𝐼)  قѧѧѧويحق𝑓(𝑎 + [𝑏 − 𝑎]𝐼) = (𝑎, 𝑏)د أنѧѧѧبق نجѧѧѧا سѧѧѧذلك وممѧѧѧل . 𝑓 
   تماثل.

.𝟑) مثال 𝟐. 𝟓):  

𝐴(1 النقطة النيوتروسوفيكيةلنفرض  + 𝐼, 3 − 6𝐼)الصورة الإيزومترية لها هي ،  

,𝐵൫(1,2)هي  (3, −3)൯.  

𝑢ሬ⃗ليكن المتجه النيوتروسوفيكي  = (2 − 𝐼, 4 + 𝐼) عندئذ صورته وفق الإيزومتري هي ،  

𝑣⃗ = ൫(2,1), (4,5)൯.  

.𝟒) مبرهنة 𝟐.   (النظرية الأساسية في الهندسة الإقليدية النيوتروسوفيكية). :(𝟓

:𝑓 لѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧيكن 𝑀 → 𝑉; 𝑓(𝑎 + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼) = ൫(𝑎, 𝑎 + 𝑏), (𝑐, 𝑐 + 𝑑)൯  ريѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧالإيزومت

  المعرف أعلاه. عندئذ يكون:

1 .𝑓 .يحافظ على عملية الجمع بين المتجهات 

2. 𝑓 .يحافظ على المسافات بين النقاط 

3. 𝑓 تقابل عكسي بين 𝑀 و 𝑉. 

 ي.الإيزومتري يحافظ على جداء المتجه النيوتروسوفيكي بعدد حقيقي نيوتروسوفيك. 4



93 
 

الصѧѧورة المباشѧѧرة لمتجѧѧه نيوتروسѧѧوفيكي مضѧѧروب بعѧѧدد حقيقѧѧي نيوتروسѧѧوفيكي تسѧѧاوي تمامѧѧاً 
صѧѧѧورته الإيزومتريѧѧѧة مضѧѧѧروبة بالصѧѧѧورة الإيزومتريѧѧѧة أحاديѧѧѧة البعѧѧѧد المقابلѧѧѧة للعѧѧѧدد الحقيقѧѧѧي 

  النيوتروسوفيكي.

  البرهان:

𝑢ሬ⃗لѧѧѧيكن  .1 = (𝑎 + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼), 𝑣⃗ = (𝑥 + 𝑦𝐼, 𝑧 + 𝑡𝐼) وفيѧѧѧين نيوتروسѧѧѧكيين، متجه
 عندئذ:

𝑓(𝑢ሬ⃗ + 𝑣⃗) = 𝑓(𝑎 + 𝑥 + 𝐼[𝑏 + 𝑦], 𝑐 + 𝑧 + 𝐼[𝑑 + 𝑡])

= ൫(𝑎 + 𝑥, 𝑎 + 𝑥 + 𝑏 + 𝑦), (𝑐 + 𝑧, 𝑐 + 𝑧 + 𝑑 + 𝑡)൯

= ൫(𝑎, 𝑎 + 𝑏), (𝑐, 𝑐 + 𝑑)൯ + ൫(𝑥, 𝑥 + 𝑦), (𝑧, 𝑧 + 𝑡)൯

= 𝑓(𝑢ሬ⃗ ) + 𝑓(𝑣⃗) 

الصѧѧورة الإيزومتريѧѧة أحاديѧѧة البعѧѧد لنظѧѧيم  𝑓(𝑢)ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗يجب أن نثبت أن نظيم المتجه الكلاسѧѧيكي  .2

 .𝑓(𝑢)ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗لمتجه النيوتروسوفيكي ا

‖𝑓(𝑢ሬ⃗ )‖ଶ = (𝑎ଶ + 𝑐ଶ, (𝑎 + 𝑏)ଶ + (𝑐 + 𝑑)ଶ) 

  من ناحية أخرى لدينا:

𝑔‖𝑢ሬ⃗ ‖ଶ = 𝑔(𝑎ଶ + 𝑐ଶ + 𝐼[(𝑎 + 𝑏)ଶ + 𝑑ଶ − 𝑎ଶ − 𝑐ଶ])

= (𝑎ଶ + 𝑐ଶ, (𝑎 + 𝑏)ଶ + (𝑐 + 𝑑)ଶ) = ‖𝑓(𝑢ሬ⃗ )‖ଶ 

𝑓(𝑎لنفرض أن  .3 + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼) = 𝑓(𝑥 + 𝑦𝐼, 𝑧 + 𝑡𝐼):وبالتالي فإن ، 

൫(𝑎, 𝑎 + 𝑏), (𝑐, 𝑐 + 𝑑)൯ = ൫(𝑥, 𝑥 + 𝑦), (𝑧, 𝑧 + 𝑡)൯ 

𝑎لذلك:  = 𝑥, 𝑏 = 𝑦, 𝑐 = 𝑧, 𝑑 = 𝑡 ومنه ،𝑓 .يكون متباين  

  غامر، لذلك فهو تقابل. 𝑓واضح أن 

𝑢ሬ⃗ليكن المتجه النيوتروسوفيكي  .4 = (𝑎 + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼)  وفيكيѧѧي النيوتروسѧѧوالعدد الحقيق
𝑚 + 𝑛𝐼:عندئذ ، 

(𝑚 + 𝑛𝐼). 𝑢ሬ⃗ = ൫(𝑚 + 𝑛𝐼)(𝑎 + 𝑏𝐼), (𝑚 + 𝑛𝐼)(𝑐 + 𝑑𝐼)൯

= ൫(𝑚𝑎 + 𝐼[𝑚𝑏 + 𝑛𝑎 + 𝑛𝑏]), (𝑚𝑐 + 𝐼[𝑚𝑑 + 𝑛𝑐 + 𝑛𝑑])൯ 

  من ناحية أخرى، لدينا:
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𝑓൫(𝑚 + 𝑛𝐼). 𝑢ሬ⃗ ൯

= ൫(𝑚𝑎, 𝑚𝑎 + 𝑚𝑏 + 𝑛𝑎 + 𝑛𝑏), (𝑚𝑐, 𝑚𝑐 + 𝑚𝑑 + 𝑛𝑐

+ 𝑛𝑑)൯ = (𝑚, 𝑚 + 𝑛). ൫(𝑎, 𝑎 + 𝑏), (𝑐, 𝑐 + 𝑑)൯

= 𝑔(𝑚 + 𝑛𝐼). 𝑓(𝑎 + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼) 

.𝟓) مثال 𝟐. 𝟓):   

𝐴(1لتكن النقطتين النيوتروسوفيكيتين  + 2𝐼, 𝐼), 𝐵(3𝐼, −2 + 𝐼):عندئذ يكون ،  

,𝐴الإيزومتري للنقطتين  .1 𝐵  هو𝐴ሖ൫(1,3), (0,1)൯, 𝐵ሖ ൫(0,3), (−2, −1)൯. 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗الإيزومتري للمتجه  .2 = (−1 + 𝐼, 𝐴ሖ𝐵ሖሬሬሬሬሬ⃗هو  (2− = ൫(−1,0), (−2, −2)൯. 
 مسافة النيوتروسوفيكية:ال .3

 [𝐴𝐵] = ඥ1 + 4 + 𝐼[0 + 4 − 1 − 4] = √5 − 𝐼 = √5 + 𝐼ൣ4 − √5൧  

  الصورة الإيزومترية للمسافة الكلاسيكية بينهما هي:

ൣ𝐴ሖ𝐵ሖ ൧ = ቀඥ(−1)ଶ + (−2)ଶ, ඥ(0)ଶ + (−2)ଶቁ = ൫√5, 4൯ = 𝑔([𝐴𝐵]) 

.𝟔) مبرهنة 𝟐. 𝟓):  

,𝐴൫(𝑎لѧѧѧتكن  𝑏), (𝑐, 𝑑)൯ ارتي لنѧѧѧداء ديكѧѧѧية جѧѧѧورة العكسѧѧѧذ الصѧѧѧيكيتين، عندئѧѧѧين كلاسѧѧѧقطت

  الإيزومترية (النقطة النيوتروسوفيكية المقابلة) لها هي

𝐵(𝑎 + (𝑏 − 𝑎)𝐼, 𝑐 + (𝑑 − 𝑐)𝐼) 

−𝟑 −   :بعض الأشكال الهندسية النيوتروسوفيكية 𝟓

.𝟏)تعريف 𝟑.   (الدائرة النيوتروسوفيكية) :(𝟓

𝑀(𝑎لѧѧتكن  + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼) وفيكية ثاѧѧة نيوتروسѧѧة، نقطѧѧوفيكية بتѧѧدائرة النيوتروسѧѧرف الѧѧذ نعѧѧعندئ
𝑅 ونصѧѧѧѧѧف القطѧѧѧѧѧر 𝑀 ذات المركѧѧѧѧѧز = 𝑟ଵ + 𝑟ଶ𝐼 ≥  بأنهѧѧѧѧѧا مجموعѧѧѧѧѧة النقѧѧѧѧѧاط ثنائيѧѧѧѧѧة البعѧѧѧѧѧد 0

𝑁(𝑋, 𝑌) = 𝑁(𝑥଴ + 𝑥ଵ𝐼, 𝑦଴ + 𝑦ଵ𝐼) :والتي تحقق 𝑑𝑖𝑠(𝑀, 𝑁) = 𝑅 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  

.𝟐) مبرهنة  𝟑. 𝟓):  

𝑀(𝑎لѧѧѧѧѧѧتكن  + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼)  ةѧѧѧѧѧѧةنقطѧѧѧѧѧѧوفيكية ثابتѧѧѧѧѧѧنيوتروس ،𝑅 = 𝑟ଵ + 𝑟ଶ𝐼  يѧѧѧѧѧѧدد حقيقѧѧѧѧѧѧع
  نيوتروسوفيكي موجب، عندئذ يكون:

 هي: 𝑅ونصف القطر  𝑀 دلة الدائرة النيوتروسوفيكية ذات المركزامع .1

([𝑥଴ + 𝑥ଵ𝐼]ଶ − [𝑎 + 𝑏𝐼]ଶ) + ([𝑦଴ + 𝑦ଵ𝐼]ଶ − [𝑐 + 𝑑𝐼]ଶ) = 𝑅ଶ 
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 قة تكافئ جداء دائرتين كلاسيكيتين:الدائرة النيوتروسوفيكية الساي .2

𝐶ଵ: (𝑥଴ − 𝑎)ଶ + (𝑦଴ − 𝑏)ଶ = 𝑟ଵ
ଶ  

𝐶ଶ: ([𝑥଴ + 𝑥ଵ]ଶ − [𝑎 + 𝑏]ଶ) + ([𝑦଴ + 𝑦ଵ]ଶ − [𝑐 + 𝑑]ଶ) = (𝑟ଵ + 𝑟ଶ)ଶ 

  :البرهان

نحصѧѧѧل  (9.1.5) التعريѧѧفو (8.1.5)باسѧѧتخدام المسѧѧافة النيوتروسѧѧوفيكية فѧѧي التعريѧѧف  .1
 على:

([𝑥଴ + 𝑥ଵ𝐼]ଶ − [𝑎 + 𝑏𝐼]ଶ) + ([𝑦଴ + 𝑦ଵ𝐼]ଶ − [𝑐 + 𝑑𝐼]ଶ) = 𝑅ଶ 

 نأخذ الصورة الإيزومترية للدائرة النيوتروسوفيكية نجد أن: .2

𝑓 ቀ൫([𝑥଴ + 𝑥ଵ𝐼]ଶ − [𝑎 + 𝑏𝐼]ଶ) + ([𝑦଴ + 𝑦ଵ𝐼]ଶ − [𝑐 + 𝑑𝐼]ଶ)൯ቁ = 𝑓(𝑅ଶ) 

  ومنه:

((𝑥଴ − 𝑎)ଶ, (𝑥଴ + 𝑥ଵ − [𝑎 + 𝑏])ଶ) + ((𝑦଴ − 𝑐)ଶ, (𝑦଴ + 𝑦ଵ − [𝑐 + 𝑑])ଶ)

= (𝑟ଵ
ଶ, (𝑟ଵ + 𝑟ଶ)ଶ) 

  :منه فإنو

(𝑥଴ − 𝑎)ଶ + (𝑦଴ − 𝑏)ଶ = 𝑟ଵ
ଶ  و([𝑥଴ + 𝑥ଵ] − [𝑎 + 𝑏])ଶ + ([𝑦଴ + 𝑦ଵ] −

[𝑐 + 𝑑])ଶ = (𝑟ଵ + 𝑟ଶ)ଶ  

.𝟑) المث 𝟑. 𝟓):  

𝑋)الدائرة النيوتروسوفيكية لتكن  − 𝐼)ଶ + ൫𝑌 − (2 − 3𝐼)൯
ଶ

= (2 + 𝐼)ଶ:عندئذ ،  

𝐶ଵ: (𝑥଴ − 0)ଶ + (𝑦଴ − 2)ଶ = 2ଶ  

𝐶ଶ: ([𝑥଴ + 𝑥ଵ]ଶ − [−1]ଶ) + ([𝑦଴ + 𝑦ଵ]ଶ − [−1]ଶ) = (2 + 1)ଶ 

.𝟒) تعريف 𝟑.   ي)(المستقيم النيوتروسوفيك :(𝟓

,𝑋)نعرف المستقيم النيوتروسوفيكي بأنه مجموعة كل النقاط ثنائية البعد  𝑌) :التي تحقق  

𝐴𝑋 + 𝐵𝑌 + 𝐶 = 0 ; 𝑋 = 𝑥଴ + 𝑥ଵ𝐼, 𝑌 = 𝑦଴ + 𝑦ଵ𝐼, 𝐴 = 𝑎଴ + 𝑎ଵ𝐼, 𝐵

= 𝑏଴ + 𝑏ଵ𝐼, 𝐶 = 𝑐଴ + 𝑐ଵ𝐼 
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.𝟓) مبرهنة 𝟑. 𝟓):  

𝐴𝑋لѧѧيكن  + 𝐵𝑌 + 𝐶 =  مسѧѧتقيمينكѧѧافئ جѧѧداء ، ذلѧѧك المسѧѧتقيم ي𝑑يكي مسѧѧتقيم نيوتروسѧѧوف   0
 كلاسيكيتين:

𝑑ଵ: 𝑎଴𝑥଴ + 𝑏଴𝑦଴ + 𝑐଴ = 0  

𝑑ଶ: (𝑎଴ + 𝑎ଵ)(𝑥଴ + 𝑥ଵ) + (𝑏଴ + 𝑏ଵ)(𝑦଴ + 𝑦ଵ) + 𝑐଴ + 𝑐ଵ = 0 

  البرهان:

  لبرهان.بأخذ الصورة الإيزومترية لمعادلة المستقيم النيوتروسوفيكي نحصل على ا

.𝟔) مثال 𝟑. 𝟓):  

1) المستقيم النيوتروسوفيكيكن لي + 𝐼)𝑋 + (2 − 4𝐼)𝑌1 − 3𝐼+=   ، عندئذ:0

𝑑ଵ: 𝑥଴ + 2𝑦଴ + 1 = 0  

𝑑ଶ: 2(𝑥଴ + 𝑥ଵ) − 2(𝑦଴ + 𝑦ଵ) − 2 = 0 

.𝟕)ملاحظة  𝟑. 𝟓):  

 من الشكل: إذا كان لدينا دائرتان كلاسيكيتان .1

 𝐶ଵ: (𝑥଴ − 𝑎)ଶ + (𝑦଴ − 𝑐)ଶ = 𝑟ଵ
ଶ, 𝐶ଶ: (𝑥ଵ − 𝑏)ଶ + (𝑦ଵ − 𝑑)ଶ = 𝑟ଶ

ଶ   

، وتعطѧѧѧى عندئѧѧѧذ يمكننѧѧѧا الحصѧѧѧول علѧѧѧى الѧѧѧدائرة النيوتروسѧѧѧوفيكية باسѧѧѧتخدام الإيزومتѧѧѧري العكسѧѧѧي
 بالصيغة:

𝐶: (𝑋 − 𝑀)ଶ + (𝑌 − 𝑁)ଶ = 𝑟ଶ ; 𝑋 = 𝑥଴ + (𝑥ଵ − 𝑥଴)𝐼, 𝑌

= 𝑦଴ + (𝑦ଵ − 𝑦଴)𝐼, 𝑀 = 𝑎 + (𝑏 − 𝑎)𝐼, 𝑁 = 𝑐 + (𝑐 − 𝑑)𝐼,

𝑟 = 𝑟ଵ + (𝑟ଶ − 𝑟ଵ)𝐼 

 من الشكل: إذا كان لدينا مستقيمان كلاسيكيان .2

 𝑑ଵ: 𝑎଴𝑥଴ + 𝑏଴𝑦଴ + 𝑐଴ = 0, 𝑑ଶ: 𝑎ଵ𝑥ଵ + 𝑏ଵ𝑦ଵ + 𝑐ଵ = 0  

عكسѧѧي، ويعطѧѧى عندئѧѧذ يمكننѧѧا الحصѧѧول علѧѧى المسѧѧتقيم النيوتروسѧѧوفيكي باسѧѧتخدام الإيزومتѧѧري ال
  بالصيغة:

𝑑: 𝐴𝑋 + 𝐵𝑌 + 𝐶 = 0  ; 𝑋 = 𝑥଴ + (𝑥ଵ − 𝑥଴)𝐼, 𝑌 = 𝑦଴ + (𝑦ଵ − 𝑦଴)𝐼, 𝐴

= 𝑎଴ + (𝑎ଵ − 𝑎଴)𝐼, 𝐵 = 𝑏଴ + (𝑏ଵ − 𝑏଴)𝐼,

𝐶 = 𝑐଴ + (𝑐ଵ − 𝑐଴)𝐼 
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.𝟖)تعريف  𝟑.   )ةبنسبة معلوم نيوتروسوفيكية (النقطة القاسة لقطعة مستقيمة :(𝟓

𝐶(𝑐ଵلѧѧتكن  + 𝑐ଶ𝐼, 𝑐ଷ + 𝑐ସ𝐼) وفيكيةѧѧتقيمة النيوتروسѧѧة المسѧѧمة للقطعѧѧوفيكية قاسѧѧة نيوتروسѧѧنقط 
𝐴𝐵തതതത  بنسبة𝜆 = 𝜆ଵ + 𝜆ଶ𝐼أن ، حيث  

 𝐴(𝑎ଵ + 𝑎ଶ𝐼, 𝑎ଷ + 𝑎ସ𝐼), 𝐵(𝑏ଵ + 𝑏ଶ𝐼, 𝑏ଷ + 𝑏ସ𝐼):عندئذ نكتب ،  

𝐴𝐶തതതത

𝐶𝐵തതതത
= 𝜆 ⟹ 𝐴𝐶തതതത = 𝜆𝐶𝐵തതതത 

  يكون: 𝐵و  𝐴ع بين تق 𝐶إذا كانت 

([(𝑐ଵ − 𝑎ଵ) + 𝐼(𝑐ଶ − 𝑎ଶ), (𝑐ଷ − 𝑎ଷ) + 𝐼(𝑐ସ − 𝑎ସ)])

= (𝜆ଵ

+ 𝜆ଶ𝐼)([(𝑏ଵ − 𝑐ଵ) + 𝐼(𝑏ଶ − 𝑐ଶ), (𝑏ଷ − 𝑐ଷ) + 𝐼(𝑏ସ − 𝑐ସ)]) 

  الآن، وبأخذ الصورة الإيزومترية للعلاقة السابقة يكون:

𝑓([(𝑐ଵ − 𝑎ଵ) + 𝐼(𝑐ଶ − 𝑎ଶ), (𝑐ଷ − 𝑎ଷ) + 𝐼(𝑐ସ − 𝑎ସ)])

= 𝑓(𝜆ଵ

+ 𝜆ଶ𝐼) 𝑓([(𝑏ଵ − 𝑐ଵ) + 𝐼(𝑏ଶ − 𝑐ଶ), (𝑏ଷ − 𝑐ଷ) + 𝐼(𝑏ସ − 𝑐ସ)]) 

  ومنه:

([(𝑐ଵ − 𝑎ଵ), (𝑐ଵ + 𝑐ଶ) − (𝑎ଵ + 𝑎ଶ)], [(𝑐ଷ − 𝑎ଷ), (𝑐ଷ + 𝑐ସ) − (𝑎ଷ + 𝑎ସ)])

= [𝜆ଵ, (𝜆ଵ + 𝜆ଶ)]([(𝑏ଵ − 𝑐ଵ), (𝑏ଵ + 𝑏ଶ)

− (𝑐ଵ + 𝑐ଶ)], [(𝑏ଷ − 𝑐ଷ), (𝑏ଷ + 𝑏ସ) − (𝑐ଷ + 𝑐ସ)]) 

  وبمطابقة الطرفين يكون:

⎩
⎨

⎧
𝑐ଵ − 𝑎ଵ = 𝜆ଵ(𝑏ଵ − 𝑐ଵ)

(𝑐ଷ − 𝑎ଷ) = 𝜆ଵ(𝑏ଷ − 𝑐ଷ)

(𝑐ଵ + 𝑐ଶ) − (𝑎ଵ + 𝑎ଶ) = (𝜆ଵ + 𝜆ଶ)[(𝑏ଵ + 𝑏ଶ) − (𝑐ଵ + 𝑐ଶ)]

(𝑐ଷ + 𝑐ସ) − (𝑎ଷ + 𝑎ସ) = (𝜆ଵ + 𝜆ଶ)[(𝑏ଷ + 𝑏ସ) − (𝑐ଷ + 𝑐ସ)]

 

  وبالحل المشترك للجملة السابقة نجد أن:
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⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧ 𝑐ଵ =

𝑎ଵ + 𝜆ଵ𝑏ଵ

1 + 𝜆ଵ

𝑐ଷ =
𝑎ଷ + 𝜆ଵ𝑏ଷ

1 + 𝜆ଵ

𝑐ଶ =
(𝜆ଵ + 𝜆ଶ)(𝑏ଵ + 𝑏ଶ − 𝑐ଵ) + (𝑎ଵ + 𝑎ଶ) − 𝑐ଵ

1 + 𝜆ଵ + +𝜆ଶ

𝑐ସ =
(𝜆ଵ + 𝜆ଶ)(𝑏ଷ + 𝑏ସ − 𝑐ଷ) + (𝑎ଷ + 𝑎ସ) − 𝑐ଷ

1 + 𝜆ଵ + +𝜆ଶ

 

  .𝐴𝐵തതതത، النقطة القاسمة للقطعة النيوتروسوفيكية 𝐶وهي إحداثيات النقطة 

.𝟗)مثال  𝟑. 𝟓):  

𝐴(−2لتكن النقطتان النيوتروسوفيكيتان  + 𝐼, 6 + 𝐼), 𝐵(2 + 𝐼, −4 + 𝑏ସ𝐼)  داثياتѧѧد إحѧѧأوج

𝜆النقطة القاسمة للقطعة النيوتروسوفيكية بنسبة  =
ଵ

ଶ
+ 𝐼.  

  الحل:

𝑎ଵلدينا:  = −2, 𝑎ଶ = 1, 𝑏ଵ = 2, 𝑏ଶ = 1, 𝜆ଵ =
ଵ

ଶ
, 𝜆ଶ =   . إذن:1

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧ 𝑐ଵ =

𝑎ଵ + 𝜆ଵ𝑏ଵ

1 + 𝜆ଵ

𝑐ଷ =
𝑎ଷ + 𝜆ଵ𝑏ଷ

1 + 𝜆ଵ

𝑐ଶ =
(𝜆ଵ + 𝜆ଶ)(𝑏ଵ + 𝑏ଶ − 𝑐ଵ) + (𝑎ଵ + 𝑎ଶ) − 𝑐ଵ

1 + 𝜆ଵ + +𝜆ଶ

𝑐ସ =
(𝜆ଵ + 𝜆ଶ)(𝑏ଷ + 𝑏ସ − 𝑐ଷ) + (𝑎ଷ + 𝑎ସ) − 𝑐ଷ

1 + 𝜆ଵ + +𝜆ଶ

⟹

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧𝑐ଵ =

−2

3

𝑐ଷ =
8

3

𝑐ଶ =
31

15

𝑐ସ =
−5

3

⟹ 𝐶 ൬
−2

3
+

31

15
𝐼,

8

3
−

5

3
𝐼൰ 

−𝟑 −   :القطوع النيوتروسوفيكية 𝟓

.𝟏) تعريف 𝟒.   )النيوتروسوفيكي (القطع المكافئ :(𝟓

𝑎مسѧѧتوي نيوتروسѧѧوفيكي ثنѧѧائي البعѧѧد، ولѧѧيكن  𝑅ଶ(𝐼)لѧѧيكن  = 𝑎଴ + 𝑎ଵ𝐼, 𝑏 = 𝑏଴ + 𝑏ଵ𝐼, 
𝑋 = 𝑥଴ + 𝑥ଵ𝐼, 𝑌 = 𝑦଴ + 𝑦ଵ𝐼, 𝑝 = 𝑝଴ + 𝑝ଵ𝐼.  

𝑋)  يةفئ النيتروسوفيكي بالمعادلة الآتيعرف القطع المكا عندئذ − 𝑎)ଶ = 4𝑝(𝑌 − 𝑏).  
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.𝟐)مبرهنة  𝟒. 𝟓):  

𝑎مسѧѧتوي نيوتروسѧѧوفيكي ثنѧѧائي البعѧѧد، ولѧѧيكن  𝑅ଶ(𝐼)لѧѧيكن  = 𝑎଴ + 𝑎ଵ𝐼, 𝑏 = 𝑏଴ + 𝑏ଵ𝐼, 
𝑥 = 𝑥଴ + 𝑥ଵ𝐼, 𝑦 = 𝑦଴ + 𝑦ଵ𝐼, 𝑝 = 𝑝଴ + 𝑝ଵ𝐼.  وفيكيѧѧافئ النيوتروسѧѧع المكѧѧذ القطѧѧعندئ

𝑋)بالصيغة  − 𝑎)ଶ = 4𝑝(𝑌 − 𝑏) الجداء الديكارتي لقطعين مكافئين كلاسيكيين. يكافئ  

  البرهان:

𝑋)لتكن لѧѧدينا معادلѧѧة القطѧѧع المكѧѧافئ النيوتروسѧѧوفيكي  − 𝑎)ଶ = 4𝑝(𝑌 − 𝑏)ورة . وبأѧѧذ الصѧѧخ
  الإيزومترية لمعادلة القطع يكون:

𝑓(𝑋 − 𝑎)ଶ = 𝑓(𝑝)𝑓(𝑌 − 𝑏) 

  ومنه:

ቀ(𝑥଴ − 𝑎଴)ଶ, ൫(𝑥଴ + 𝑥ଵ) − (𝑎଴ + 𝑎ଵ)൯
ଶ

ቁ = 4(𝑝଴, 𝑝଴ + 𝑝ଵ)൫𝑦଴ −

𝑏଴, (𝑦଴ + 𝑦ଵ) − (𝑏଴ + 𝑏ଵ)൯. 

  وبمطابقة الطرفين نجد:

𝑃ଵ: (𝑥଴ − 𝑎଴)ଶ = 4𝑝଴(𝑦଴ − 𝑏଴), 𝑃ଶ: ൫(𝑥଴ + 𝑥ଵ) − (𝑎଴ + 𝑎ଵ)൯
ଶ

=

4(𝑝଴ + 𝑝ଵ)[(𝑦଴ + 𝑦ଵ) − (𝑏଴ + 𝑏ଵ)].  

.𝟑)ملاحظة  𝟒. 𝟓):   

𝑋)أن معادلѧѧѧѧة القطѧѧѧѧع المكѧѧѧѧافئ هѧѧѧѧي  وجѧѧѧѧدنا (لهѧѧѧѧا مقلѧѧѧѧوب)قابلѧѧѧѧة للقلب 𝑝إذا كانѧѧѧѧت  − 𝑎)ଶ =

4𝑝(𝑌 − 𝑏) أما إذا كانت .𝑝 الحالات الآتيةقابلة للقلب، هنا نميز  غير:  

𝑝଴ كѧѧان إذا .1 = 0, 𝑝଴ + 𝑝ଵ ≠  كѧѧافئ، هѧѧذا يعنѧѧي أن القطѧѧع المكѧѧافئ النيوتروسѧѧوفيكي ي0

 ي معادلتهالذالجداء الديكارتي للقطع المكافئ الكلاسيكي 

 ൫(𝑥଴ + 𝑥ଵ) − (𝑎଴ + 𝑎ଵ)൯
ଶ

= 4(𝑝଴ + 𝑝ଵ)[(𝑦଴ + 𝑦ଵ) − (𝑏଴ + 𝑏ଵ)] 

𝑥଴والمستقيم العمودي الذي معادلته  = 𝑎଴.  

𝑝଴إذا كѧѧان  .2 ≠ 0, 𝑝଴ + 𝑝ଵ =  يكѧѧافئ هѧѧذا يعنѧѧي أن القطѧѧع المكѧѧافئ النيوتروسѧѧوفيكي 0

 ي معادلتهالذالجداء الديكارتي للقطع المكافئ الكلاسيكي 

 (𝑥଴ − 𝑎଴)ଶ = 4𝑝଴(𝑦଴ − 𝑏଴)  والمستقيم الذي معادلته𝑥଴ + 𝑥ଵ = 𝑎଴ + 𝑎ଵ.  
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𝑝଴إذا كان  .3 = 𝑝଴ + 𝑝ଵ = هذا يعنѧѧي أن القطѧѧع المكѧѧافئ النيوتروسѧѧوفيكي يمثѧѧل الجѧѧداء  0
 معادلتهما هي كلاسيكيينالللمستقيمين الديكارتي 

𝑥଴ = 𝑎଴ , 𝑥଴ + 𝑥ଵ = 𝑎଴ + 𝑎ଵ  

.𝟒) تعريف 𝟒.   (القطع الناقص النيوتروسوفيكي) :(𝟓

𝑋مسѧѧتوي نيوتروسѧѧوفيكي ثنѧѧائي البعѧѧد، ولѧѧيكن  𝑅ଶ(𝐼)لѧѧيكن  = 𝑥ଵ + 𝑥ଶ𝐼, 𝑌 = 𝑦ଵ + 𝑦ଶ𝐼, 
𝑐 = 𝑐ଵ + 𝑐ଶ𝐼, 𝑑 = 𝑑ଵ + 𝑑ଶ𝐼, 𝑎 = 𝑎ଵ + 𝑎ଶ𝐼, 𝑏 = 𝑏ଵ + 𝑏ଶ𝐼, ةѧѧرف معادلѧѧذ تعѧѧعندئ.

  :القطع الناقص النيوتروسوفيكي بالصيغة

(௑ି௖)మ

௔మ
+

(௒ିௗ)మ

௕మ
= 1   

  بالصيغة: أو

 𝑏ଶ(𝑋 − 𝑐)ଶ + 𝑎ଶ(𝑌 − 𝑑)ଶ = 𝑎ଶ𝑏ଶ  

.𝟓)مبرهنة  𝟒. 𝟓):  

𝑏ଶ(𝑋القطѧѧع النѧѧاقص النيوتروسѧѧوفيكي لѧѧيكن  − 𝑐)ଶ + 𝑎ଶ(𝑌 − 𝑑)ଶ = 𝑎ଶ𝑏ଶ  تѧѧإذا كان ،𝑎 
الѧѧديكارتي لقطعѧѧين ناقصѧѧيين يكѧѧافئ الجѧѧداء  النيوتروسѧѧوفيكي قابلتان للقلب ، فإن القطع النѧѧاقص 𝑏و 

  كلاسيكيين.

  البرهان:

𝑏ଶ(𝑋لѧѧتكن لѧѧدينا معادلѧѧة القطѧѧع النѧѧاقص النيوتروسѧѧوفيكي  − 𝑐)ଶ + 𝑎ଶ(𝑌 − 𝑑)ଶ = 𝑎ଶ𝑏ଶ ،
  وبأخذ الصورة الإيزومترية لها يكون:

𝑓(𝑏ଶ) 𝑓(𝑋 − 𝑐)ଶ + 𝑓(𝑎ଶ) 𝑓(𝑌 − 𝑑)ଶ = 𝑓(𝑎ଶ)𝑓(𝑏ଶ) 

  ومنه:

൫𝑏ଵ
ଶ, (𝑏ଵ + 𝑏ଶ)ଶ൯. ((𝑥ଵ − 𝑐ଵ)ଶ, (𝑥ଵ + 𝑥ଶ − 𝑐ଵ − 𝑐ଶ)ଶ)

+ (𝑎ଵ
ଶ, (𝑎ଵ + 𝑎ଶ)ଶ). ((𝑦ଵ − 𝑑ଵ)ଶ, (𝑦ଵ + 𝑦ଶ − 𝑑ଵ − 𝑑ଶ)ଶ)

= ൫𝑎ଵ
ଶ𝑏ଵ

ଶ, (𝑎ଵ + 𝑎ଶ)ଶ(𝑏ଵ + 𝑏ଶ)ଶ൯ 

  :بمطابقة الطرفين نجد

𝐸ଵ: 𝑏ଵ
ଶ(𝑥ଵ − 𝑐ଵ)ଶ + 𝑎ଵ

ଶ(𝑦ଵ − 𝑑ଵ)ଶ = 𝑎ଵ
ଶ𝑏ଵ

ଶ 

𝐸ଶ: (𝑏ଵ + 𝑏ଶ)ଶ(𝑥ଵ + 𝑥ଶ − 𝑐ଵ − 𝑐ଶ)ଶ + (𝑎ଵ + 𝑎ଶ)ଶ(𝑦ଵ + 𝑦ଶ − 𝑑ଵ − 𝑑ଶ)ଶ

= (𝑎ଵ + 𝑎ଶ)ଶ(𝑏ଵ + 𝑏ଶ)ଶ 
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.𝟓)ملاحظة  𝟒. 𝟓):  

  

  ، وجدنا أن معادلة القطع الناقص النيوتروسوفيكي هي:قابلتان للقلب 𝑏و  𝑎إذا كانت 

(𝑋 − 𝑐)ଶ

𝑎ଶ
+

(𝑌 − 𝑑)ଶ

𝑏ଶ
= 1 

  .غير قابلتان للقلب 𝑏و  𝑎أما إذا كانت 

  عندئذ نميز الحالات الآتية:غير قابلة للقلب،  𝑎بداية إذا كانت 

𝑎ଵإذا كѧѧان  .1 = 0𝑎ଵ + 𝑎ଶ ≠ النيوتروسѧѧوفيكي يكѧѧافئ  نѧѧاقص، هѧѧذا يعنѧѧي أن القطѧѧع ال ,0

 الكلاسيكي الذي معادلته لناقصالجداء الديكارتي للقطع ا

 (𝑏ଵ + 𝑏ଶ)ଶ(𝑥ଵ + 𝑥ଶ − 𝑐ଵ − 𝑐ଶ)ଶ + (𝑎ଵ + 𝑎ଶ)ଶ(𝑦ଵ + 𝑦ଶ − 𝑑ଵ − 𝑑ଶ)ଶ =

(𝑎ଵ + 𝑎ଶ)ଶ(𝑏ଵ + 𝑏ଶ)ଶ الذي معادلته  فقيوالمستقيم الأ𝑥଴ = 𝑎଴.  

𝑎ଵإذا كѧѧان  .2 ≠ 0𝑎ଵ + 𝑎ଶ = النيوتروسѧѧوفيكي يكѧѧافئ  النѧѧاقصهѧѧذا يعنѧѧي أن القطѧѧع   ,0

 الكلاسيكي الذي معادلته الناقصالجداء الديكارتي للقطع 

 𝑏ଵ
ଶ(𝑥ଵ − 𝑐ଵ)ଶ + 𝑎ଵ

ଶ(𝑦ଵ − 𝑑ଵ)ଶ = 𝑎ଵ
ଶ𝑏ଵ

ଶ  هѧѧذي معادلتѧѧوالمستقيم ال𝑥ଵ + 𝑥ଶ =

𝑐ଵ − 𝑐ଶ.  

𝑎ଵإذا كان  .3 = 𝑎ଶ = نقطѧѧة الأصѧѧل  يكѧѧافئالنيوتروسѧѧوفيكي  النѧѧاقصهذا يعني أن القطع  0
(0,0). 

  غير قابلة للقلب. 𝑏مماثلة نناقش الحالات إذا كانت  وبطريقة

.𝟔)مثال  𝟒. 𝟓):  

  :يوتروسوفيكيلتكن لدينا معادلة القطع الناقص الن

(𝑋 − 1 − 𝐼)ଶ

(2 + 𝐼)ଶ
+

(𝑌 − 𝐼)ଶ

(3 − 𝐼)ଶ
= 1 

𝐸ଵهذه المعادلة تكافئ الجداء الديكارتي  × 𝐸ଶ:حيث ،  

𝐸ଵ: 9(𝑥ଵ − 1)ଶ + 4(𝑦ଵ)ଶ = (4)(9) = 36 

𝐸ଶ: 4(𝑥ଵ + 𝑥ଶ − 2)ଶ + 9(𝑦ଵ + 𝑦ଶ − 2)ଶ = (9)(4) = 36 
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.𝟕) تعريف 𝟒.   طع الزائد النيوتروسوفيكي)(الق :(𝟓

𝑋نيوتروسѧѧوفيكي ثنѧѧائي البعѧѧد، ولѧѧيكنمسѧѧتوي  𝑅ଶ(𝐼)لѧѧيكن  = 𝑥ଵ + 𝑥ଶ𝐼, 𝑌 = 𝑦ଵ + 𝑦ଶ𝐼, 
𝑐 = 𝑐ଵ + 𝑐ଶ𝐼, 𝑑 = 𝑑ଵ + 𝑑ଶ𝐼, 𝑎 = 𝑎ଵ + 𝑎ଶ𝐼, 𝑏 = 𝑏ଵ + 𝑏ଶ𝐼, ةѧѧرف معادلѧѧذ تعѧѧعندئ.

  :النيوتروسوفيكي بالصيغة زائدالقطع ال

(𝑋 − 𝑐)ଶ

𝑎ଶ
−

(𝑌 − 𝑑)ଶ

𝑏ଶ
= 1 

  :بالصيغة أو

𝑏ଶ(𝑋 − 𝑐)ଶ − 𝑎ଶ(𝑌 − 𝑑)ଶ = 𝑎ଶ𝑏ଶ 

.𝟖)مبرهنة  𝟒. 𝟓):  

𝑏ଶ(𝑋النيوتروسѧѧوفيكي  زائѧѧدلѧѧيكن القطѧѧع ال − 𝑐)ଶ + 𝑎ଶ(𝑌 − 𝑑)ଶ = 𝑎ଶ𝑏ଶ  ، تѧѧإذا كان𝑎  و
𝑏 بѧѧان للقلѧѧع ال قابلتѧѧإن القطѧѧد، فѧѧوفيكي زائѧѧالنيوتروس ѧѧديكѧѧين زائѧѧديكارتي لقطعѧѧداء الѧѧيين افئ الج

  كلاسيكيين.

  البرهان:

𝑏ଶ(𝑋النيوتروسѧѧѧوفيكي  لزائѧѧѧدلѧѧѧتكن لѧѧѧدينا معادلѧѧѧة القطѧѧѧع ا − 𝑐)ଶ − 𝑎ଶ(𝑌 − 𝑑)ଶ = 𝑎ଶ𝑏ଶ ،
  وبأخذ الصورة الإيزومترية لها يكون:

𝑓(𝑏ଶ) 𝑓(𝑋 − 𝑐)ଶ − 𝑓(𝑎ଶ) 𝑓(𝑌 − 𝑑)ଶ = 𝑓(𝑎ଶ)𝑓(𝑏ଶ) 

  ومنه:

൫𝑏ଵ
ଶ, (𝑏ଵ + 𝑏ଶ)ଶ൯. ((𝑥ଵ − 𝑐ଵ)ଶ, (𝑥ଵ + 𝑥ଶ − 𝑐ଵ − 𝑐ଶ)ଶ)

− (𝑎ଵ
ଶ, (𝑎ଵ + 𝑎ଶ)ଶ). ((𝑦ଵ − 𝑑ଵ)ଶ, (𝑦ଵ + 𝑦ଶ − 𝑑ଵ − 𝑑ଶ)ଶ)

= ൫𝑎ଵ
ଶ𝑏ଵ

ଶ, (𝑎ଵ + 𝑎ଶ)ଶ(𝑏ଵ + 𝑏ଶ)ଶ൯ 

  بمطابقة الطرفين نجد:

𝐻ଵ: 𝑏ଵ
ଶ(𝑥ଵ − 𝑐ଵ)ଶ − 𝑎ଵ

ଶ(𝑦ଵ − 𝑑ଵ)ଶ = 𝑎ଵ
ଶ𝑏ଵ

ଶ 

𝐻ଶ: (𝑏ଵ + 𝑏ଶ)ଶ(𝑥ଵ + 𝑥ଶ − 𝑐ଵ − 𝑐ଶ)ଶ − (𝑎ଵ + 𝑎ଶ)ଶ(𝑦ଵ + 𝑦ଶ − 𝑑ଵ − 𝑑ଶ)ଶ

= (𝑎ଵ + 𝑎ଶ)ଶ(𝑏ଵ + 𝑏ଶ)ଶ 

.𝟗)مثال  𝟒. 𝟓):  

  لتكن لدينا معادلة القطع الزائد النيوتروسوفيكي:

(𝑋 − 𝐼)ଶ

(1 + 𝐼)ଶ
−

(𝑌 − 2𝐼)ଶ

(2 + 5𝐼)ଶ
= 1 
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𝐻ଵهذه المعادلة تكافئ الجداء الديكارتي  × 𝐻ଶ:حيث ،    

𝐻ଵ: 9(𝑥ଵ)ଶ − (𝑦ଵ)ଶ = (4)(1) = 4 

𝐻ଶ: 49(𝑥ଵ + 𝑥ଶ − 1)ଶ − 4(𝑦ଵ + 𝑦ଶ − 2)ଶ = (4)(49) = 196 

  

.𝟏𝟎)ملاحظة  𝟒. 𝟓):  

  .(5.4.5)عندئذ تتم المناقشة كما في الملاحظة  .للقلب غير قابلتين 𝑏و  𝑎أما إذا كانت 
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 الوظائف :

مصر -جامعة بور سعيد -حاسب بكلية العلوم رئيس قسم الرياضيات وعلوم ال 

 2020: 2017مصر ( من   -عميد المعهد العالى للحاسب الآلي بالعريش( 

 نبذة عن الإنجازات 

 حاصل على درجة DSC  ودرجة بروفيسور من أمريكا 

 كا حاث تكساس أمري هد الأكاديمي للأب من المع  2017جائزة أعظم باحث في إفريقيا للعلوم والتكنولوجيا 
 .جاداماالبروفيسور  2015 سمارنداكة بترشيح من البروفيسور الأمريكي فلورنتن

2020 بأمريكا وفرعه بالعراق حاصل على الميدالية الذهبية من المجمع النيتروسوفيكى 

من  كريسسب صاحب نظرية النيتروسوفيك لنظم وأول  والعديد من التطبيقات في جميع علوم المعرفة وا
وأنظمѧة المعلومѧات وتطبيقѧات متعѧѧددة  التوبولوجيѧةوالفراغѧѧات  النيتروسѧوفيكيةضѧيات وضѧع أسѧس للريا

بحѧѧث علمѧѧي و  160وتѧم نشѧѧر أكثѧѧر مѧن  فلѧѧورنتنفѧي علѧѧوم الحاسѧب وعلѧѧم الѧѧنفس بمشѧاركة البروفيسѧѧور 
مقالѧѧة علميѧѧة وتربويѧѧة فѧѧي دوريѧѧات ومجѧѧلات دوليѧѧة فѧѧي مجѧѧال الرياضѧѧيات وعلѧѧوم الحاسѧѧب ونظѧѧم  300

 كتب وفصول بأمريكا وأوروبا 10حصاء وقام بالمشاركة بنشر أكثر من المعلومات والا

في علوم النيتروسوفيك قة  نيوميكسيكومع جامعة  مشارك  أول فكرة لإصدار مجلة علمية محكمة  بمواف
إصѧѧѧدار ودخولهѧѧѧا المحركѧѧѧات العلميѧѧѧة الدوليѧѧѧة  47ا تѧѧѧم إصѧѧѧدار منهѧѧѧ 2013مكتبѧѧѧة الكѧѧѧونجرس بأمريكѧѧѧا 

 لمية العا التآثيربمعاملات 

رئيس تحرير مجلة المعرفة النيتروسوفيكية Neutrosophic Knowledge   الصادرة من أمريكا 

آليفѧѧي تѧѧاركة فѧѧة والمشѧѧر أوربيѧѧدور نشѧѧا بѧѧة بأمريكѧѧة الدوليѧѧب العلميѧѧة الكتѧѧي ترجمѧѧاهم فѧѧة  سѧѧب علميѧѧكت
 ليمتنوعة منشورة دوليا ودور نشر أوربية والمشاركة بخطط لمشاريع بحثية مع فريق عمل دو

 بأمريكا المؤسسة الدولية لعلوم النيتروسوفيك 2018شهادة أفضل البحوث من أعداد المجلة الأمريكية 
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 مصر -جامعة بورسعيد  –كلية العلوم  –قسم الرياضيات وعلوم الحاسب 

 )1المؤلف (

قطار العربية) بقرار من (الأ رئيس المجمع العالمي لأنظمة النيتروسوفيك
 أمريكا  -نيوميكسيكوالمركز الرئيسي من جامعة 
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) 2المؤلف (   

 

    Malath Alaswad 

 ملاذ الأسود

  تركيا - الرياضيات قسم – عينتاب غازي جامعة: الاكاديمي الموقع

Gaziantep University, Department of Mathematics, Turkey 

   :هونشاطات الكاتب حياة عن نبذة

 والثانوي والاعدادي الابتدائي تعليمه وتلقى سوريا – حماه في 1989 عام في الأسود ملاذ ولد •

  .الإمام طيبة فمدينة

  .م2013 عام سوريا في البعث جامعة من البكالوريوس شهادة على الأسود ملاذ حصل •

 عام البعث جامعة من) تفاضلية هندسة( البحتة الرياضيات علوم في الماجستير شهادة على حصل •

  .م2018

 طالبا يزال ولا عينتاب غازي جامعة في الدكتوراه  لدراسة مقعد على فحصل العلمي تحصيله تابع •

  .فيها

ً  وعمل حماه جامعة في محاضرا حاليا الأسود ملاذ يعمل •   البعث جامعة في محاضراً  سابقا

 كتب ثلاث الى بالإضافة لنيتروسوفيكا علوم في بحثية ورقة عشرة خمس عن يزيد ما الأسود ملاذ قدم
    .العربية باللغة
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  )3المؤلف (
 

  )3( المؤلف

  Ahmed HATIP - خطيب أحمد

  

  تركيا - الرياضيات قسم – عينتاب غازي جامعة: الاكاديمي الموقع 

Gaziantep University, Department of Mathematics, Turkey 

  : ونشاطاته الكاتب حياة عن نبذة

 الابتدائي تعليمه وتلقى سوريا - ادلب – شيخون خان في 1984 عام في خطيب احمد ولد  •
  .فيها والثانوي والاعدادي

    سوريا في حلب جامعة من البكالوريوس شهادة على خطيب احمد حصل  •

   عينتاب غازي جامعة من النيتروسوفيك علوم في الماجستير شهادة على حصل  •

 يزال ولا عينتاب غازي جامعة في الدكتوراه  راسةلد مقعد على فحصل العلمي تحصيله تابع  •
  .فيها طالبا

 قسم رئيس منصب ويشغل عينتاب غازي جامعة في محاضرا حاليا خطيب احمد يعمل  •
  .فيها الرياضيات

 كتابين الى بالإضافة النيتروسوفيك علوم في بحثية ورقة عشرين عن يزيد ما خطيب احمد قدم
 .  بالإنكليزية والآخر العربية باللغة أحدهما
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 أ.د. هدى اسماعيل خالد الجميلي

Prof. Dr.  Huda E. Khalid, 

Email:  hodaesmail@yahoo.com 
dr.huda-ismael@uotelafer.edu.iq 

 

Mobile: +9647518096504  

 .1998بكالــــوريوس في علــــوم الرياضيات / قسم الرياضيات / كلية العلوم/ جامعة الموصل 

 . 2001مــاجستير / كلية علوم الحاسوب والرياضيات/ قسم الرياضيات / جامعة الموصل •

 . 2010دكتوراه في الرياضيات/ كلية علوم الحاسوب والرياضيات/ قسم الرياضيات / جامعة الموصل •

  ,IJNSلديها عضوية في  أكاديمية تليسيوا ـ جاليلو العالمية بلندن ، وعضوة في هيئة تحرير المجѧѧلات العلميѧѧة  العالميѧѧة التاليѧѧة:

IJCAA JHEPGC,   ذѧѧوفكي منѧѧالمي النيوتروسѧѧي  19/5/2015, و عضوة شرف في المجمع العلمي العѧѧارك فѧѧو مشѧѧوعض ،

، كمѧѧا وكانѧѧت رئيسѧѧة   Neutrosophic Knowledgeيو مكسѧѧيكو الامريكيѧѧة ومجلѧѧة التابعة لجامعة ن  NSSهيئة تحرير مجلة  

، ثѧѧم اصѧѧبحت رئيسѧѧة لقسѧѧم  2018الѧѧى  2012جامعѧѧة تلعفѧѧر مѧѧن  -لقسم الرياضيات في كلية التربيѧѧة الاساسѧѧية / جامعѧѧة الموصѧѧل

اً تشѧѧغل منصѧѧب مسѧѧاعد رئѧѧيس جامعѧѧة ، حالي2021ѧѧولغايѧѧة  2018الشؤون العلمية والعلاقات الثقافية في رئاسة جامعة تلعفر منذ 

تلعفѧѧѧر للشѧѧѧؤون الاداريѧѧѧة  والماليѧѧѧة والقانونيѧѧѧة/ وزارة التعلѧѧѧيم العѧѧѧالي والبحѧѧѧث العلمѧѧѧي العراقيѧѧѧة. احѧѧѧدث منشѧѧѧوراتها فѧѧѧي مجѧѧѧال 

تخصصها وفي المنطق النيوتروسѧѧوفكي هѧѧو حѧѧول وضѧѧع صѧѧيغ جديѧѧدة ومبتكѧѧرة للحلѧѧول العظمѧѧى والѧѧدنيا فѧѧي المعѧѧادلات العلاقيѧѧة 

وفكية , كѧѧذلك وضѧѧع مفهѧѧوم مبتكѧѧر ل (ألاقѧѧل او يسѧѧاوي) النيوتروسѧѧوفكي فѧѧي مسѧѧائل البرمجѧѧة الهندسѧѧية غيѧѧر المقيѧѧدة . النيوتروس

بحثاً وكتب مؤلفة او مترجمة منشورة فѧѧي مجѧѧلات ودور نشѧѧر عالميѧѧة كمѧѧا وقامѧѧت بمراجعѧѧة عشѧѧرات البحѧѧوث  30ولها اكثر من 

 تفاصيل أنظر الروابط:والكتب لصالح مجلات ودور نشر عالمية. للمزيد من ال

https://www.researchgate.net/profile/Drhuda_Khalid/stats 

 5iycAAAAJ&hl=en-tations?user=1Ahttps://scholar.google.com/ci 

)1المراجعة العلمية (  
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  )2(المراجعة 
  سوريا –جامعة البعث   - كلية العلوم  –قسم  الإحصاء الرياضى   - رفيف الحبيب   دكتورة 

  
 .دكتوراه في الإحصاء الرياضي والبرمجة من جامعة حلب سوريا 
 علوم جامعة البعث سوريا.عضو هيئة تعليمية في قسم الإحصاء الرياضي كلية ال  
 العالمي بأمريكا / جامعة نيومكسيكو. عضو المجمع النيتروسوفيكي  
 عضو الموسوعة الأمريكية للباحثين في مجال النيتروسوفيك.  
       عضو هيئة تحرير في المجلة الأميركيةNeutrosophic Sets and Systems  
 وѧѧوم النيتروسѧѧة لعلѧѧا    فيكعضو هيئة تحرير في المجلة الدوليѧѧأميرك/International Journal 

of Neutrosophic Science   
  .عضو الاتحاد العالمي للعلماء والباحثين /الولايات المتحدة الامريكية / كاليفورنيا  
  2020عضو في الهيئة الاستشارية العليا للاتحاد العالمي للعلماء والباحثين لعام .  
 ѧѧلات محليѧѧي مجѧѧاث فѧѧن الأبحѧѧد مѧѧرت العديѧѧاييس نشѧѧق مقѧѧنفة وفѧѧأثير ومصѧѧل تѧѧة ذات معامѧѧة وعالمي

  عالمية.
  رѧѧدار نشѧѧة / كѧѧر عالميѧѧالمشاركة في إعداد كتب صادرة عن دور نشPons  لѧѧام  –بروكسѧѧا لعѧѧبلجيك

  ./2020أميركا لعام  - nova science publishersودار نشر نوفا  2017
  2017/2018/2020المشاركة بالعديد من المؤتمرات الدولية لأعوام .  
  ياتѧѧمي الرياضѧѧي قسѧѧة فѧѧة والعمليѧѧررات النظريѧѧن المقѧѧد مѧѧدريس العديѧѧلال تѧѧن خѧѧية مѧѧرة تدريسѧѧخب

  والاحصاء الرياضي.
 دول  أول باحثة سورية تقوم بإدخال منطق النيتروسوفيكѧѧورية والѧѧى سѧѧد" إلѧѧفلسفة الفكر المحاي "

 النيتروسѧѧوفيكيةيѧѧة والتوزيعѧѧات الاحتمال النيتروسѧѧوفيكالعربيѧѧة، مѧѧن خѧѧلال وضѧѧع أسѧѧس احتمѧѧالات 
من خلال أطروحѧѧة الѧѧدكتوراه بعنѧѧوان "صѧѧياغة الاحتمѧѧال الكلاسѧѧيكي  النيتروسوفيكيواتخاذ القرار 

وتѧѧأثير ذلѧѧك علѧѧى اتخѧѧاذ القѧѧرار" والتѧѧي تѧѧم  النيتروسوفيكوبعض التوزيعات الاحتمالية وفق منطق 
لمصѧѧري أحمѧѧد سѧѧلامة الكلاسيكي البروفيسѧѧور ا النيتروسوفيكإنجازها بالتعاون مع مؤسس نظرية 

  مؤسس المنطق. سمارانداكه فلورنتنبجامعة بور سعيد والبروفيسور الأمريكي 
 وفيكѧѧѧوم النيتروسѧѧѧة لعلѧѧѧة الدوليѧѧѧي الجمعيѧѧѧة فѧѧѧوية فخريѧѧѧى عضѧѧѧول علѧѧѧم الحصѧѧѧاز  تѧѧѧا للإنجѧѧѧبأميرك
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   ) 3المراجعة العلمية (

 
  ميسم جديد  الاسم

  jdidmaisam@gmail.com  البريد الالكتروني
  سوريا –دمشق  –المزة   العنوان

  27.04.1966  تاريخ الميلاد
  الإنكليزي –الروسي   اللغات

    لمحة
 2003عام  –الرياضية جامعة تفير الحكومية التابعة لروسيا الاتحادية  في العلوم (PH.D)شهادة دكتوراه 

  . الطرق العددية ومجمعات البرامج- تخصص النمذجة الرياضية 
 عامًا. 14عضو هيئة تدريسية ومدرسة في الجامعات السورية منذ ما يزيد عن 

 مشرفة على رسائل ماجستير طلاب في جامعة دمشق.
 

    الإجازات الجامعية
  كلية العلوم، جامعة تشرين، اللاذقية  بكالوريوس

  جامعة تفير الحكومية، روسيا  دكتوراه
    الخبرات

  جامعة دمشق -كلية العلوم   حتى تاريخه -2006
  النمذجة الرياضية -هندسة تحليلية   مقررات قسم الرياضيات  مدرسة جامعية

  (2)رياضيات عامة   مقررات قسم الجيولوجيا
  (3)رياضيات عامة   الكيمياء مقررات قسم

  التوابع خاصة  مقررات قسم الفيزياء
  هنسة تحليلية – (4)تحليل   مقررات قسم الإحصاء

  جامعة تشرين –قسم الرياضيات  –كلية العلوم   2012-2014
  نظرية البيان  مقررات قسم رياضيات  مدرسة جامعية

 أمثليات وحساب التغيرات
 التحليل الدالي

 حليليةالهندسة الت
  التوابع الخاصة  مقررات قسم الفيزياء

  (ASPU)جامعة الشام الخاصة  –كلية الهندسة المعلوماتية   حتى تاريخه – 2015
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. كمѧѧا حصѧѧل علѧѧى 2009حصل الدكتور ياسر على بكالوريوس هندسة الإلكترونيات والاتصѧѧالات مѧѧن جامعѧѧة بنهѧѧا، مصѧѧر عѧѧام 

توالي فى هندسѧѧة الإلكترونيѧѧات والاتصѧѧالات مѧѧن كليѧѧة الهندسѧѧة، جامعѧѧة على ال 2020و 2016درجتى الماجستير والدكتوراه في 

المنصѧѧورة، مصѧѧر. تغطѧѧي اهتماماتѧѧه البحثيѧѧة العديѧѧد مѧѧن المجѧѧالات منهѧѧا تѧѧأمين المعلومѧѧات، والشѧѧبكات، مѧѧع التركيѧѧز علѧѧى تѧѧأمين 

ية، وعلѧѧوم النيتروسѧѧوفيك وتطبيقاتѧѧه الوسائط المتعددة، وأمن الصور، وأمن الفيديو، وتطبيقات الهواتف الذكية، والحوسبة الضباب

فѧѧي العديѧѧد المجѧѧالات. مهѧѧتم فѧѧي الآونѧѧة الأخيѧѧرة بأبحѧѧاث الѧѧذكاء الصѧѧناعى وتطبيقاتѧѧه فѧѧي مجѧѧالات متعѧѧددة منهѧѧا تصѧѧنيف الصѧѧور 

 الطبية، البيانات الضخمة، علوم الفضاء، الأمن السيبرالى، وتأمين المعلومات. كما أنѧѧه مهѧѧتم بتѧѧدريس الѧѧدورات والمقѧѧررات ذات

الصѧѧلة بالمعالجѧѧة الرقميѧѧة / التحليѧѧل والنمѧѧاذج الإحصѧѧائية لطѧѧلاب البكѧѧالوريوس والدراسѧѧات العليѧѧا. نشѧѧر العديѧѧد مѧѧن الأبحѧѧاث فѧѧي 

مجلات محلية وعالمية ذات معامل تأثير ومصنفة وفق مقاييس عالمية وقام بمراجعѧѧة عشѧѧرات البحѧѧوث والكتѧѧب لصѧѧالح مجѧѧلات 

 Neutrosophicالدولي للعلماء والباحثين للعالم العربي. كما أنѧѧه رئѧѧيس تحريѧѧر مجلѧѧة  ودور نشر عالمية. لديه عضوية الاتحاد
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نيتروسѧѧوفيك، بجامعѧѧة نيومكسѧѧيكو بأمريكѧѧا. عضѧѧو الموسѧѧوعة جامعѧѧة نيѧѧو مكسѧѧيكو، أمريكѧѧا. عضѧѧو المجمѧѧع العѧѧالمى لعلѧѧوم ال

 الأمريكية للعلماء والباحثين لعلوم النيتروسوفيك، كما أنه عضو هيئة تحرير الموسوعة العربية لعلوم النيتروسوفيك.
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