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D��C��B��A 

  �<��= ا��>��

SP تA56و��UA%� ا��PQ2# وا�QPQ9ة �,Robotics(  ً�%Zا�6وH 6Z1) >/%0A5.8 اAD/1�أ>Q "6وع ا
 8.S���A2ى ھ�ه ا �%cQ�وا��ي W.1@? J%5 4-9P اCط6 ا�&OQD%# ا�J? J/-1� �12" ،#PQ%.K1 ا��&8 ا

اP# و�6Sف ?Qى ا�Q%KS1 ا�/�?J "� ا�6و�0A5ت و"� 0�K%Z~0&� ا�QPQSة، " ن ا�D? 7.~1P 6?C در
�H�D%# وھ1OQD&� وA.Hم �?Q%U #%"6Sة >Aل ا�&OQD# ا�-%/��%/%# وا�&OQD# ا�/&u�56%# وا�8oD ا

1��د وا�h�P6%�تc^60 واA%Z-/���ت اC;�دP-%# ا�&OQD%# ا�QPQ9ة . ا�@1�وھ�Dك ا�J? QPQS ا
)#%"6S-�1�D%4 وا�&OQD# ا�K%Z~1%# وا�&OQD# ا�ا�QKرة  ;�ن ?J أ>Q أ�ZOب ��uA&� ھOQD&; (A# ا

4���-��5�6و�0A5ت وأ0-1# ا �DS-�� ?Q%KS0 4ات ھ�ا ا��6ع ?J ا�S.8 ا?�S1�  .H.� ا

 ¡.~�-�� ا�/�70 ا�-,Robot " �<6 -روA5ت "إن أول ظ&Aر Zc J? ء�U #L.�"� ?�6دات ا
 +%5�; �P�1%/� ;�ر�وذ�+ ?m J`ل H-.§ ا�-,6>� ا��ي �cم �H �" §5م  Karel Capekا

�-%Aن RossumروAOم ر�Uل "ADS5ان  1920�S��5�.L# ا��1%/%# " (ا¨�%Aن اRossumovi 
univerzální roboti .( #-.;ت "وA5رو- Robot " #%/%�1�"� ا�OCس ھ� ?�J? #K1 ا�/.-# ا

"Robota " W�¨6>� ا,-�� ا���ق، و;�ن ?6/1Z ھ�ه ا�/.-# ھA أخ ا�/�70 ا-S�وا��DS0 �1 ا
 +%5�; WPزAU §-O6 وا;���-,�QHة أH §%m.� ا15/�ر اJosef Capek  8Oا §D? �S,? �" +�وذ

�­^ت "#%2�وQS5 ذ�+ أ�2ZX ھ�ه ا�/.-# H �.~0.� �0/%.# واH �" . J? #SO-.§ ا�-,6>�" ا
 �&.L�? #;6< م 6/15ارAK0 �1�� ا�-��ل، ا¨^ت ا�-�QS5 JH #.L وا%ZO �.H ،#%/%��/%-�اUC&�ة ا

Teleoperator �20 #.?�S�و�5/� ا"61اJ/-P ،�h إ�� >Q ?� . ا�-�ء وa%6 ذ�+، وا�-�Z;6ت ا
 81P�? دة�H ي��أن H �.~P.� أي Z%;60# آ�%# L�0 81P%.&� ?4 وAUد >%� ?� �.8/21 ا��ا�0، وا

 8O7، اO�2��5 8/21�  ".روA5ت"Q@1O�5ام ا

�.6وA5ت  �/P6?Cا Q&S-���در JH ا��.6وA5ت، J/-P أن �Q-1S ا�WP6S1 ا �-Oر WP6S1;و
Robot Institute of America (RIA) : #9?6Z.� �5�c Wuظ�A�ا�6وA5ت ھ�D? Aور ?QS1د ا

� P620+ ا�-Aاد وا�K~4 واCدوات وa%6 ذ�+ ?m J`ل Uأ J? §-%-�0 80 #9?6Z�و�Hjدة ا
�wداء و�AD1ع ا�-&-�ت ً�SZ0 6%L10 #9?6Z? ت . >6;�تA56و��&�ا ا�WP6S1، " ن و^دة ا ً�K"وو

J%5 �?Q�ا¨^ت ا�-�QS5 JH #.L وا��1 6/0ر >L�? #;6.&� وآ^ت : وJ%1%DK0 J%1.%O ;��� �1%9# ا
 ً�%-c8/21 5&� ر-�>%* ;�ن ا�,7Z وراء إ�9Pد ?�� ھ�ه ا¨^ت ا�-�QS5 JH #.L ھA . ا�1��P6 ا

#%�����-%# ا�S�� ?4 ا�-Aاد ذات ا�~S%Z# اH�SRj%# "� ا�62ب ا?�S1.� #.%O6 وPA~0 . ن�; J%< �"
 Computer Numerical Controlإ�9Pد ا�8/21 ا�Q@1O�5 �-c6ام ا�7O�2ا�,7Z وراء 

(CNC)  #%��H 6اتu�~�� �S5 ا��Ue; 6X�DSاء ا%L�0 �&Z.~1P �1��%# ا�S�ھA ا�U�2# إ�� ا�cQ# ا
�+ " ن ا�6و�0A5ت اCو�� و�5/� أJ%5 4-90 �O�O ا�-%/��%�?�ت ا�-%/��%/# ا�-AUAدة . اCداء��و

 #.L�-��(QS5 JH "� ا¨^ت اL�-�� ا?�S�وا�8/21 ا��ا�0 و5�c.%# ) وا�Q%.K0 �&1-&? �1 >6;# ا
 ً�%-c8/21 5&� ر-�� ا%L�1�  .ا�6Z?9# ¨^ت ا
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� ا�-Aاد، KD5 م�H �/�5 �DS0 �1��.6و�0A5ت ا�-�Dورة ھ� 0.+ ا #2U�D�إن أو�� ا��K%Z~1ت ا
#%.-H �" #?Q@1,-��5�JK2 أو ا #Z�AK�ا�@81، >%* ;��� وظ%�#  ;���K%Z~1ت ا�-,Q@1?# "� ا

� و060%7 ا�-�AL^ت Kو� �%L�1�ا�6وA5ت اO�OC%# ھ� ��ع و"+ ا�-�AL^ت QS5 ا�1&�ء H-.%# ا
#%u�&D�� ?Q2د ?J ا�62;�ت، . ا,.,0 �%�D0 �Uأ J? �0تA56و��J? WD ا�وJ/-P 65?9# ھ�ا ا

 4cA-�، وa%6ھ� �Bل إ�� ا�-AKP *%< ، 4cAم ا�`S5 °c-.%# ا�-,+، و?8c J ا^��K1�^�;AK1ل إ�� ا
� إ�� ا�6وA5ت;A0 أن J/-P �1�وھ�ه ا�62;�ت ;��� 810 دون وAUد أي Qcرة . ?J ا�62;�ت ا

�Uر�@�� وا�91.%² وا�H . ،4%-91.� ا�21,< اK��و�/J "� ا��K%Z~1ت ا�-QKSة أ;�6، ;��.�2م وا
? ً�!S5 ةQKS-�J أR/�ل ا�21,< ا�@�ر�U، " ن ا�hj�5 7.~1P 6?C"# إ�� D0 #%.5�c�%� ا�62;�ت ا

� ?� J%5 ا�6وA5ت H��1��.AKى، وذ�+ 7Z,5 ازد�Pد ا >,21�;o�e-# ا�6ؤ�P واo�C-# ا�.-,%# وا
§5 #~%2-�  .وا�Z%$# ا

2�Aرة "K° "� �~�ق ? �,%��.6و�0A5ت  #-&-�6 �5��;6 أن �ADه إ�� أن ا��K%Z~1ت اPQ9�و?J ا
AH تA56و��A0 J/-P *%< #%H�Dظ%W ا��6 ا�6�Zي، "&�Dك ا�/�J? 6% اHC-�ل اDS�JH ً�h ا

 8.S��6 ) ا�6و0A5%/<(ا��K%Z~1ت ا6mCى ا�P �1&81 ھ�ا اDS�5&�، ;1.+ ا�A/P �1ن "%&� اQ@1Oام ا
ا�6�Zي Qٍ9? 6%a و�S" 6%aل أو Aa6? 6%aب "%§ أ1O�; ،ً�O�O/��ف ا�/Aا;7 وأH-�ق ا��2Zر 

 �%S�0 ء�L�� "� ا�Z%$�ت ذات ا���Dط وX%��# وإX`ح اcC-�ر ا^H�D~X%# وإ-S�ا�-1�69ات وا
�H�SRjا.  

 #%��H #UA? ك�Dأن ھ Q9%O ،§D? JP6%mCا JPQKS���XAً "� اmو ���2�� ا�-JS-1 "� ز?�DD اS�و
�Qد ��5�6و�0A5ت وA.H?&�، وذ�+ Q%SX �.H ا�25Cث ا��9رP# "� ھ�ا ا �.S1P �-%"  ط��D�?J ا

1�Aرات وا�1@%`ت ا��&� وا�-HAD1# ا^>1-�^ت JH ?� و6S? Q%SX �.H"# ا 6�< ^ �1�
#%.ZK1,-��µ1O . �-%" �UAول إ�%§ ا�6و�0A5ت اAD/0 جA!� 4? �K"60ا Qc ���; #%D?��وھ�ه ا��61ة ا

 ��� وا�.�2م وا�Qھ�ن، وAX^ً إKD��5�-,+ وا #%DS-�x@P ا�6و�0A5ت، اQ15اء ?J ا�6و�0A5ت ا
 #��@1-�"� 60;%7 ر�c�cت ا�Qارات ا�-1/�?.# و?/0��A&� رو�0A5ت ا�Ku�" 4%-91# ا�A~1ر وا

� ?4 ا�-�91Dت ?�S1��A>�ت ا�Qارات ا�-~HAZ#، وا�6و�0A5ت ا�-KD1.# وا��1 ?&-1&� ا �.H
S? " J/-P%�راً "وھ�Dك ا�J? QPQS أ�o-# ا0C-1# ا�6و0A5%# أ�2ZX ا¨ن QS0 . وا1O`?&� و0,.%-&�

�@P ^ د�/P4، و���-��&�ا ا�S.8 وK%Z~0 §0�K%Z~0§ "� ا�J? QPQS ا 6%Z/�� H.� أ>Q? Qى ا�A-D ا
 #K%cQ�� J-h ا�Z%$�ت ذات ا�~S%Z# ا�@~6ة وا�S-.%�ت ا�69ا>%# ا-S�� ا-�2 �0ZX�1 أ�ا

�&D? #PA��D�  .وا�-%/��%�?�ت ا�/&6و?/%��%/# ا�-�P/6وP# و>�1 ا

�.6و0A5%/< "� ا�JPQKS اJP6%mC 80 إ �u�&��9Pد و6PA~0 ا�/�%6 و�5/� ?�1ا?J ?4 ھ�ا ا�A-D ا
8.S�. ?J ا�-�Dھ� ا�Qار8oS? �" #%O ا��S?�9ت ا�S.-%# ا�AU W.1@? �.H �;60 #%�2Zا�7 ھ�ا ا

 J? QPQS�� ا�1@6ج و?� QS5ه "� اZc �? ت�PA1,-��.~`ب "� ا �&,PرQ0 81P ھ��D-�وھ�ه ا
��ت ;A.Sم ا�/-60A%Z وا�&OQD# ا�-%/��%/%# وا�/&u�56%# وا�h�P6%�ت، و�@1��K� W.1@0ط ا

1��صmا ��.~`ب >,7 ; #%-.S��.@.�%# ا ً�SZ0 ھ��D-�وأZX¡ ھ�Dك QHد ;Z%6 . ا�2Z* "� ھ�ه ا
 �%.21����ت ا�--�1زة ا�-J? #K�ZD ھ�ه ا�-�Dھ� وا�A? �~L0 �1اh%4 ?&-# "� اµ-�?J ا�-6ا4U وا

 �/%0�-D%/�� ا�8/21 وا�21,< وا�1@~%°) ا�P621/�(وا��DPQ?%/� ) ا�62;�(اZO�0ت  وA56و.�
#�.1@-�  .ا
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7 >��# ا�A!Dج ا��D? W.1@? 8S0 �1>� ھ�ا ا�S.8 وا�AD1ع ا�/Z%6 "� اھ1-�?�ت ا�~`ب Z,5و
وا�J%�<�Z "%§، رأ�DP أن ھ�Dك 6hورة �AUAد ;�1ب QKPم و5�Aرة ?�UAة وO&.# إ�� >Q ?� أھ8 

� ا�/%D-�0%/� وا��DPQ?%/� و%.21.�  #%h�P6��%�a# ا��5 #K.S1-��.6و�0A5ت ا��KDط ا 8/21�Acا�%J ا
� ھ�ه ا�-A.S?�ت واC"/�ر �-&�OQD ا�-%/��%+ . ا�-�Dورة%XA1� �D? #�وھ�ا ا�/�1ب ھA ?�2و

1�-%8 ا�-%/��%/� وھ8 ا�-A%DSن �5/� �mص 5/� ا��6و>�ت وا�-S~%�ت �و�OQD&? #X�m ا
W.1@-5 �0تA56و����1 أ�Aاع ا #%/%?�DPQ��5�QراO# ا�/%D-�0%/%# وا #K.S1-��D5ھ� ا�&%/.%# ا�-�A1>#  ا

 ً�!Pوأ ،#%/%��/%-�أو ا�-K.L#، و�-&�OQD ا�/&�56ء وا��A-.SP ^ JPن ;�%6اً JH ا�-%/��%�?�ت ا
�-&�OQD ا�/-60A%Z وا�A.H �" J%�<�Z?§ وا��A-.SP^ Qc JPن P6o� JH ً�$%R# ا�8/21، وأm%6اً 

 >/%0A56و��.J%%h�P6 ا���R 8&Z.c �" JPء ?J ا��!Aل >Aل ا 8&PQ� J/P 8� J/�و?�Z>�§ و
8.S�  .ا��cA ا�/�"� ^;1,�ب ا�-�Z.~1ت ا�`ز?# �.�6وع Q5راO# ھ�ا ا

 *PQ2�� W.1@-5 ا�-Aاh%4 ا�1P �1~6ق �&� H.8 ا�6و0A5%/< وا?�/��-�م اjأن ا J? 8a6�وH.� ا
QK0 A�1ب ھ/���12P �&19ج إ�� ?Q.9ات QPQHة، إ^ أن ھ�D"Q اJ? �O�OC ھ�ا ا�S?و �&DH 6ةo� 8P

 §%" 62Z1��# ا^�~`ق �-QP6P J اD? 6Z1S0 �1���SZ اC"/�ر ا�-&-# "� ھ�ا ا�S.8 وا #.?�R #?�H
 >/%0A56و���K%Z~0 #%Zت ا�a 6Z1S0 ���2�وا�@Aض "� a-�ره، ?4 ا�S.8 أ�§ و"� وا��cA ا

^�9-��H�D%# واCذرع ا�6و0A5%# ا�-,Q@1?# "� ا�J? QPQS ا�ت A2-10ر >Aل ا�6و�0A5ت ا
 §ZR �� ھ�ه ا�6و�0A5ت �5/�? JH *PQ2.��+ " �§ و"� ھ�ا ا�/�1ب 1DO~6ق ���H�D%#، و�ا

� "� إط�ر ?,���S ا��ي �JH §aA.Z5 7a6 ط�P6 ھ�ا ا�/�1ب��?.  

إن ?�PA12ت ھ�ا ا�/�1ب 80 ا1m%�رھ� �Oe; �KZ0 *%25س J/-P ا�AU6ع إ�%§ 7O�D1P �-5 ?4 ا¨"�ق 
PQ9��UA%# اAD/1���Aرة QPQU #%H�DXة 4561P ھ�ا ا�R6H �.H 8.S&� وا^15/�رات ا Q&-0 �1�Qة وا

���2ت ا�/�1ب أن J? Q9P . وا��D15 �1 �6اھ� AhA5ح "� اAHCام اmC%6ة�� ?J ا��Kرئ ?eو�
P �?8 و.S��&�ا ا #%UA�AD/1�J /-ا���Quة وا�2-�س وا�-S1# ?�و��QUه "%-� x@P ا�UA1&�ت وا¨"�ق ا

  .وراءه ?�P6o� Jت و?��ھ8%

      
W�µ-�  :ا

  
��	
  ا�����س را�� �cE ا��زاق 

  
  Q%Xا –��DZن 

15\12\2014  
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� اCول���  ا

=��E =���  

Preview  

  

>QPQU ً`Kاً �,AK< J? ً�%Zل ا�Robotics  8.S) ا�6و0A5%/<(;-�9ل أ;�دH 6Z1SP ،�-P.8 ا�6وA5ت 
 5 �DS-��1 10�6ف وا��ي P-1.+ أھQا"�ً >�6hة و?,ZK1.%# ط-A>#، وھA ا�S.8 ا��9Pد ا¨^ت ا

5�Aرة طC #%S%Zن �JS-1 . و0�/6 ?�� ا�j,�ن �D&UAP #%;�9د آ^ت ذPإ �Uأ J? �S,-�وھ�ا ا
� ا�-��ل، أن �1,�ءل �-�ذا أU,�د�� ?�--# 5&�ه ا�~KP6# ا��1 ھ� H.%&�، . "� أ��,�D أو^ً %ZO �.S"

�-QKSةو;%UA0 81P W%§ أط6ا"�D، و;%S1� W.8 و�/6ر و��D0�;6< J,2 ا . �u�,-��+ " ن ا��و
 #P�&� �" �D,�أ� JH ھ� إ^ 0,�ؤ^ت�? #K%K2�اO�OC%# ا�81P �1 طH �" �&<6.8 ا�6و0A5%/< "� ا

 ً^�-Uو ً�K0%/< رو�A56و�  .ا�-~�ف، وھ�ا ?� H 7,/P.8 ا

,-��Aن "� H.8 ا�6و0A5%/<، " ن ?� ZK1.%# ا�,�?%# ا��1 وSh&� ا��Z>وH.� ا�J? �%KD اCھQاف ا
PبA.~-��1ب، A/%Oن 60;%��� و"� ھ�ا ا�/. QK?§ ھ�ا ا�/�1ب ?J ا��Aا�U 6Z1SP Quءاً J? ً�~%,5 ا

 #OراQ��&�، وا�H 8/21.� ا �h�P6�� ا%.21��-%/��%�?�ت ا�6و�0A5ت، وا�1@~%° وا #%/%��/%-�ا
�&5 .#%0A56و� و�5/� �Hم، " ن ?%/��%�م. و?J اC?�.# ا���JH #Su ا�6و�0A5ت ھ� اCذرع ا

?�OA5 �&!S5 4ط#  Linksا�6وA5ت �D5 81Pؤه JH ط�P6 ر5° أU,�م �HQ0 #Z.X ا�XA`ت 
 �X��-�� . ، K20 J/-P *%25%� >6;�ت �,J%5 #%Z ا�XA`ت ا�-�91ورةJointsا%L�0 أو �%S�0و

 �X��-�� ا�6وA5ت �cدراً Actuationھ�ه اS9%O ،#%u�56&; ط# ?62;�ت�OA5 دة�H 81P ي��، وا
c62;# و��.~KP6# ا�-~.H#5A.� ا ً�K"ى وAK�  .�دراً Z~0 �.H%� ا

 #,.,��، ;�راع ا�6وA5ت ذي ا,.,1? ��XA`ت ?%/��%�م ا�6وA5ت أن �5 7060/ J/-P
 #%.,.,1��  Serial Chainا/���-%/��%�?�ت ا�6و�0A5ت أن )). a( 1.1(ا�-J%Z "� ا J/-Pو

 #K.L? ت�K.< +.1-0Closed Loops%1O #�D? +� – AUStewartف  –Aارت ، و;-��ل H.� ذ
Gough  �/��� ا�A/0 ،#%.,.,1ن )). b( 1.1(ا�-2hA# "� اO`,��# ا�6و�0A5ت ذات ا�< �"

 #. َّS�?ُ �&%" �X��-�� ?%/��%�?�0&� )?�ودة 5-62;�ت(U-%4 ا/�1 �0��# ا�6و�0A5ت ا�< �" �-D%5 ،
 َّS�?ُ نA/P �./�� اX��-�  .`ً >.�Kت ?K.L#، " ن ?A-9? J? #%u�U #HA-9ع ا

�2�%# ا�-,�D5 �" #?Q@1ء ?%/��%�?�ت ا�6و�0A5ت��UA%� اAD/1���Kء ا�!Aء أ;�H 6.� ا 8 5KD�إن . 
H �.~DO.� ھ�ه ا�ُ-�Sِّ`ت ا8O ا�-62;�ت ( Actuatorا�XA`ت �OA5 �&/P620 81Pط# ا�ُ-�Sِّ`ت 

� ا�-��ل، ?62;(، وا��H �1دة ?� c 810%�دZS1;( ً�%u�56&; �&0%6 ?�9زي%ZO �.H A"6%,��ت ا
Servo  6-1,-��5�1%�ر ا �-S0 �1� Alternativeأو �5�1%�ر ا�-�D1وب  Direct Current – DCا

Current – AC #PA~@�، أو JH ط�P6 أA~Oا��ت )Stepper Motors، وا�-62;�ت ا
 #%/%0�?A%�Pneumatic  #%/%�، أو JH ط�P6 ?62;�ت ا^>61اق ا�QاHydraulic �.mأو ھ%Qرو

Internal Combustion Engines . �" وارةQ�و"� >�ل اQ@1Oام ا�-62;�ت ا�/&u�56%# ا
 ً�%Z,� #!�@D? ت دوران�H6O J?µ0 زن، وأنA�?�`ً، (H-.%# ا�K%�دة، " �§ �LZDP أن A/0ن m�%�# ا
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�%Ac Qى و�Hوم A0 �.H درة�c نA/0 وأن
 #K%cQ�� QS-5ل QHد دورات "� ا-S0 ً�%� 62RPM;�ت ا�-A1ا"6ة >�

� إ�� QHة آ^ف، " �§ 81P اQ@1Oام أU&�ة 0@�%� �.,A/0 #H6ن "%&� ا^��^�cت �P Qc
و�Hدة ?�A/0ن A/0ن . ?@D�Qc #!ر ا�-,1~�ع

Sprockets  #�QS�) ا��SدP#(وا�-,�DDت ا
 8-�"J? ً^QZ ذ�+، " �§ J/-P اQ@1Oام ?,�DDت 0
�� ا�@.�XAت ا�D? �&S%-90 JH #90�D@�!�ً، ;-� وJ/-P اQ@1Oام �-Uن إA/P *%25 ص�m �/�5

� ا�QKرة K� 7Ball Screw +�، و;� ذ
 . ¡5�/-�وJ/-P أن Q@1,0م ا

 �" §u�K5إ �Uأ J? ت أوA56و.� 4P6,�أP!�ً "� ?%/��%�?�ت ا�6و�0A5ت Q&5ف ا�KPjف ا

  

)  .b ( ارتA%1O #�D?–  فAU
 #K.L-�  .Closed Chainإ>Qى أ�Aاع ا�6و�0A5ت ذات ا�,.,.# ا

 4cA-�� c%�س اUأ J?Position  #H6,�وا
 Q@1ORevoluteام ا�Qورا�� 

�K%�س  Encoders) ا�@~Aة
 Tachometer) ا�A;�1?61(ا^��K1^ت أو ا^���P>�ت، "� >%Q@1,0 Jام ?H6O >%P�K# ا�Qوران 

H ت أو`XA�.� ا�P�&D# وc J/-P%�س ا�AKى ا�-6dµة H.� ا
;-� Q@1O�5 . J/-Pام ا��O�,< J? QPQSت ا�AKى وا��Sوم

�~S%Z# ا�-&-# ا�-~.J? #5A ا�6وA5ت، ;��/�?%6ات وأU&�ة  ً�SZ0 +�اQ@1Oام >,��Oت إ�h"%# وذ

  ا
� �دس را�� ���ل

  ����  

 J? ت�$? #S!5 Aل ھQS-��%Ac Qى و�Hوم ) 79PRPM أن A/Pن اA0 �.H درة�c نA/0 وأن
-�� QS-5ل QHد دورات "� ا�K%cQ# و8oS? �-5 ا-S0 ً�%�62;�ت ا�-A1ا"6ة >�

� إ�� QHة آ^ف، " �§ 81P اQ@1Oام أU&�ة 0@�%� �.,A/0 #H6ن "%&� ا^��^�cت �P Qc
 #%��-Ujت ا�XA.@�?@D�Qc #!ر ا�-,1~�ع Backlashوا

 (Belts �9DSprockets-# و Z%;60# ا�6P�D9 وا
#P�L��&�ه ا �? ً�HA� #ZO�D? 6%a . 8-�"J? ً^QZ ذ�+، " �§ J/-P اQ@1Oام ?,�DDت 0

�� ا�@.�XAت ا�D? �&S%-90 JH #90�D@�!�ً، ;-� وJ/-P اQ@1Oام �-Uن إA/P *%25 ص�m �/�5
 #%K"اA1��Aا� Harmonic Driveا�-62;�ت ا +�� ا�QKرة و;�K� 7

� ?A1ازٍ ?4 ز�Pدة ?QKار �Hم ا�Qوران/�5 #H6,�� ا%.K0 فQ&5 .
 �" §u�K5إ �Uأ J? ت أوA56و.� 4P6,�أP!�ً "� ?%/��%�?�ت ا�6و�0A5ت Q&5ف ا�KPjف ا

  .وQ2? #15�d #%Shدة

.  (Open Chainو ? #.,.O�A1># روA5ت �D? �H�DXور ذ
Stewart – Gough  #K.L-�إ>Qى أ�Aاع ا�6و�0A5ت ذات ا�,.,.# ا

� c%�س ا�-81PSensors  4cA �0وQP ا�6و�0A5ت �5/� �Hم �O�,25ت Uأ J?
�X��-�� ا����Su ا^. QDH اX��-�� ��HA اUأ J?ورا�� وQ�Q@1Oام ا

Prismatic وراتQ��K%�س QHد ا >%P�K? مQ@1,0 ،)ةA~@�ا
ا^��K1^ت أو ا^���P>�ت، "� >%Q@1,0 Jام ?H6O >%P�K# ا�Qوران 

J%.��-��&�JP ا #H6,��K%�س ا .H ت أو`XA�وc J/-P%�س ا�AKى ا�-6dµة H.� ا
�.6وA5ت  #.?�S�Q@1O�5ام ا��O�,< J? QPQSت ا�AKى وا��Sوم End Effetorا

�~S%Z# ا�-&-# ا�-~.J? #5A ا�6وA5ت، ;��/�?%6ات وأU&�ة  ً�SZ0 +�اQ@1Oام >,��Oت إ�h"%# وذ

ا
� �دس را�� ���ل: ��
�ف

 J? ت�$? #S!5 Aل ھQS-�79P أن A/Pن ا
و8oS? �-5 ا�-. دوران ;Z%6ة

� إ�� QHة آ^ف، " �§ 81P اQ@1Oام أU&�ة 0@�%� �.,A/0 #H6ن "%&� ا^��^�cت �P Qc
Slippage  #%��-Ujت ا�XA.@�وا

 °�K�) اC>�?#(ا
Spur Gears #P�L��&�ه ا �? ً�HA� #ZO�D? 6%a

�� ا�@.�XAت ا�D? �&S%-90 JH #90�D@�!�ً، ;-� وJ/-P اQ@1Oام �-Uن إA/P *%25 ص�m �/�5
 #%K"اA1�ا�-62;�ت ا

� ?A1ازٍ ?4 ز�Pدة ?QKار �Hم ا�Qوران/�5 #H6,�� ا%.K0 فQ&5
Brakes  �" §u�K5إ �Uأ J? ت أوA56و.� 4P6,�أP!�ً "� ?%/��%�?�ت ا�6و�0A5ت Q&5ف ا�KPjف ا

وQ2? #15�d #%Shدة

 �/��روA5ت �D? �H�DXور ذ) a: (1.1ا
Gough

81P �0وQP ا�6و�0A5ت �5/� �Hم �O�,25ت 
Velocity �X��-�QDH ا
Prismaticوا�Q-1دي 

ا^��K1^ت أو ا^���P>�ت، "� >%Q@1,0 Jام ?H6O >%P�K# ا�Qوران 
J%.��-��&�JP ا #H6,��K%�س ا

�.6وA5ت  #.?�S�ا
�~S%Z# ا�-&-# ا�-~.J? #5A ا�6وA5ت، ;��/�?%6ات وأU&�ة  ً�SZ0 +�اQ@1Oام >,��Oت إ�h"%# وذ
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 #%0A��Q&5 �&0ف ا�/�JH W اUC,�م وA? QPQ20اSc&� وا�90ھ� Laserوا�.%�رSonar  #Pا�4Z11 ا
Orientation.  

� ا�/�1ب >Aل ا�QراO# ا�-%/��%/%# وA/%Oن ?AhAع ھ�ا %.21�� ھ�ه ا�6و�0A5ت، وا�1@~%° وا�-�
�&5 8/21�� اZO #Oدرا +��&�، و;� �h�P6��Aل ھ�ا . ا" �.H #?�H 6ةo� ء�K� 5 �.P �-%" مAKDOو

  .ا�/�1ب

���Lا� �CDا�  

=Iء ا����H;  

Configuration Space  

1�.# ?J?  �&!S5 4 >%* ا�-QZأ? #Z.X م�,Uأ J? W�e1P تA56و�اJ/-P ،�O�OC ا�AKل e5ن ا
� ?�Kداً �OA5ط# ?62;�تX��-��، وA/Pن ;� أو �S5 ھ�ه اX��-�و"� . ا�JH �SZ ط�P6 ا

� J/-P أن A/0ن ?6de1ة X��-�� �0م، وا/�5 #Z.X تA56و�ا�AاJ/-P ،4c أن ^ A/0ن وX`ت ا
�-6و�# �; ��� �SZ5Elasticity ا�ASا?�-Ujت ا�XA.@�، وا^>1/�ك Backlash، و?A-9ع ا

Friction µط�Z1�� ھ�ه ). أي ا�6me1 "� ا^Hysteresis )#5�91O، وا-&DO ،�1ب/�و"� ھ�ا ا
� �0م/�5 #Z.X ت`XA�� . ا�de1%6ات "� ;�J? 6% اcC,�م، وDO�61ض أن اX��-�إن ?J أ;�6 ا

��-��8 ا�6و�0A5ت ھ� ا�H �" ً�HA%R دAUA-�� ا�Qورا�%# اXRevolute Joints ) ¡-,0 �1�وا
���-��5�Qوران >Aل ?A2ر ا( #PدQ-1�� اX��-�وا�Prismatic Joints ) ¡-,0 �1، وا

 �~@�� �5Linear Translation^�,�2ب ا��-�� ). H.� طAل ?A2ر اX��-�و0-1.+ ا
� ا�Q-1دP# درP6< #U# وا>Qة X��-�� أ6mى وھ). دورا�%# أو ا�,5�2%#(ا�Qورا�%# واX��? ك�D

 #P6و/�� اX��-��; ً�!Pام أQ@1O^ا #Su�RSpherical Joints ) 6ة/�� ا��-5 ً�!Pو0,-� أ
 49!-�� در�Uت أJ? �.H ا�Ball-Socket Joint(#P62واX��-�  .، و0-1.+ ھ�ه ا

 #<A1�-�� اO`,�� ) ا�1,.,.%#("� ا�6و�0A5ت ذات ا/��1.1(;��6وA5ت ا�-�Dور ا�-J%Z "� ا 
)a((0 ، دة�K? �X��-�.#(/Aن U-%4 ا َّS�?ُ (ط# ?62;�ت�OA5 �K1,? �وھ�ه ھ� ا��/6ة . �5/

  #P62��6وA5ت Degrees Of FreedomاO�OC%# وراء ?�&Aم درU# ا : JH رة�ZH وھ�
�K1,? �/�5 #. َّS�-ُ�� واX��-.� #P62�� ا�A-9? . ،#%.,.,1ع در�Uت اO`,�"�� ا�6و�0A5ت ذات ا

,Z5ل وAK�� در�Uت " �§ J/-P ا; 4-U �P6ط JH �&%.H لA�2��ط# أن درU# ا�J/-P #P62 ا
���? �/� #K"اA-�  .ا�P62# ا

�# A%1Oارت D-; #K.L-�� اO`,�ا�-AUStewart – Gough  #D%Zف  –أ?� "� ا�6و�0A5ت ذات ا
 �/���2�# A/0ن ?QKSة �b((JP6?C �? ً�HA( 1.1("� ا�� ذات : ، " ن اX��-�اCول، ھA أن ا

� ا�/6وP#ا�QSد اX��-��; ،#?Q@1,-��-!�J? WH در�Uت ا��H #P62دة ?� A/0ن ھ� ا .�����: ا
 �%S�0 �%21,-��7S أو ا��(ھA أ�§ "� أa.7 اC>%�ن A/Pن ?J ا%L�0 ( �/�5 �X��-�U-%4 ا

 �K1,?) 8%c #"6S? �Uأ J? �X��-��2�#، Q2? #HA-9? �%Z�0 J/-Pدة ?J ا� Valuesو"� ھ�ه ا
#%KZ1-�� اX��-�� ا�-H #K.L.� درZ; #U%6ة ?J ا�Q%KS1 . )اO`,�وA/0 �?QDHن ا�6و�0A5ت ذات ا
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 #P62��، " ن QPQ20 درU# اX��-�A120 *%25ي ا�/�J? 6% ا��K.2ت ا�-K.L# وأ�Aا.1@? ً�H�J? # ا
�&�ه ا�6و�0A5ت A/P ^ Qcن أ?6اً O&`ً اQ5اً .  

 �.~DP تA56و� #P62��-�&Aم درU# ا À"�/? 6mآ WP6S0 ك�D!�ء وھ�5 �-,P �? مA&�? J?
 #$%&��.-Configuration Space : 4cAا �?�/�>%* ھ%$# ا�6وA5ت ھ� �ZHرة JH ا�W%XA1 ا

� وJ? #.X وX`ت ا�6وA5ت، أ?� "!�ء ا�&%$# "&�ZH Aرة HA-9? JH# ا�&%$�ت /�وا^�90ه 
�.6وA5ت #D/--��1�� WP6S0 J/-P درU# ا�H #P62.� أ�&� ا�QSد ا6LXCي �.. ا��Zرا?61ات و�5

� و4cA? WX وا�90ه ;� وJ? #.X وX`ت ا�6وA5تUأ J? �1 0.�م�وا1H-�داً H.� . ا�-,K1.# ا
� 6U #%LX �.Hو6.5 �2� �D� " ،WP6S1�وا�Q20 �1د ا�QH J%5 #c`Sد ا�XA`ت  Grublerھ�ا ا

 �X��-��(وQHد ا��? �/� #P62�ا�-AUAدة "� ا�6وA5ت ?4 درQH #D-!1? ( #Uد در�Uت ا
P62��&�ا ا�6وA5تا �./�  .# ا

�.6وA5ت  #;62� Robot Controlوا�Motion Planning  §5 8/21و;� ?J دراO# 0@~%° ا
�.6وA5ت #$%&�و�Hدة ?� A/0ن ھ�ه . QZPآن 1m�5%�ر ?HA-9# اQ<jاd%�ت ا�x@�0 �1 "!�ء ا

 �X��-��5�Joint VariablesاQ<jاd%�ت ا�-@�1رة �ZHرة L1? JH%6ات ا #$%&��1�� ، و"!�ء ا
� ھ�هX��-��# ?L1%6ات ا^Q5 6R�Z? 6%a 6 أوR�Z? �/�5 §�%@�0 J/-P . +,? �Uأ J?و

Grasp  #.?�H #P�&D5 #?�H رةA�� ?81P §� " ،§S 90&%� ا�6وA5ت 5?�S1� UEnd,8 ?� و�K.§ أو ا
Effector  °cاA.�� ا�-��ل J-/P أن A/0ن QPاً ?%/��%/%# أو �J? ً�HA أ�Aاع ا%ZO �.Hو ،
Grippers . #-&-�) ?�9ل(أو "!�ء  Task Spaceو?J ھP �? WP6S0 J/-P �D,-� "!�ء ا

 �-S��.6وA5تWorkspaceا #.?�S��.P�&D# ا #$%&�� "!�ء ا�-P ي��� AOف . ، وا���و"� ھ�ا ا
�.6وA5ت #-&-��&� W%XA0 ا�&%$# و"!�ءات ا`m J? J/-P �1�  .�Âc�D ا�~6ا�u ا�-@1.�# ا

K��Lا� �CDا�  

�Mا� ��	ا����M�	� �����  

Grasp Statics  

 +,-��# اe,? 4? �?�S1.���OA5 �? 8,9ط# QP ا�6وA5ت ا�-QS1دة  Graspingإن إ>Qى ا�~6ق 
 �/��، ھ� QH QPQ20د و?/�ن ��Kط 0-�س أط6اف ا45�XC ?4 ا�8,9 )1.2(ا45�XC ا�-D%Z# "� ا

� �0م /62;# �5��Z¡ ا�8,9 ا�-6اد ?,/§ �15�dً و�c 6%aدر H.� اP *%25Immobilization .
� >Q@1O�5 7.X 8,U #;6ام QHد ?Q2د R #%�%/5 #K.S1-��# اe,-�� AOف �Qرس ا���و"� ھ�ا ا

>?`1��# Z�0%� ا�S~K# ا�-��K� J? . #.Lط اe,-� J/-PوWorkpiece  #KP6~��� D5�< ا�S0 أن
�%L�1�� >6;1&� أ�Ddء ا�� >?`1�AKل e5ن و?J ا�PQZ&� أن �. Q@1O�5ام QHد ?Q2د ?�K� Jط ا

#�e,-�� �D? QDHط� ا�1-�س QSP أ?6اً ?&-�ً "� >� ھ�ه اX�2��، . ا^>1/�ك ا���و"� ھ�ا ا
وA/P �?QDHن ا�AO . ً�15�d 8,9ف �Qرس ?�Dط� ا�1-�س AUA5د de0%6 ا^>1/�ك أو Q5ون وAUده

ا4c و�c 6%aدر H.� ا�QH 6%de0 �20 #;62د �K� J? �5�dط ا�1-�س، " �§ J/-P ا�AKل أن ا�8,9 و
�# إa`ق �< �"Form Closure . ���; ق، " ذا`aإ #��< �" ً�Sc8,9 وا��J/P 8 ا A�و>�1 

 8,9�� (ا�AKةى ا�-~�K� �.H #KZط ا�1-�س de0 �L.0%6 ا�AKى وا��Sوم ا�-~H #KZ.� ا-< 81P نe;
8 ?� 5�Aرة ?81P *%25 #-/2 ا�Ac �.H 7.L1ى ا��9ذ#%5,U( 4c8,9 وا�، " �§ J/-P ا�AKل أن ا
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� . Ac 6%de0 �20Force Closureى إa`ق Uأ J? J%1��2�� Âc�DDO ھ�J%0 ا���و"� ھ�ا ا
 #PA1,-�  .Spatial Grasps 1وH-.%�ت ا�-,+ ا��!�HPlanner Grasps #%u-.%�ت ا�-,+ ا

  

 �/��  .QP روA5ت ?QS1دة اAK0 45�XCم U +,-5,8 ?�: 1.2ا

Oا��ا� �CDا�  

P	Cا� �MQت ا��S�T  

Rigid Body Motions  

 7.���62;# ا�8,9 ا �h�P6�� Âc�DDO ا�-AhAع ا�-S1.� 5/%�%# ا�W%XA1 ا���"� ھ�ا ا
�Qد ھ� أن �AKم . وا��ي 621Pك "� "!�ء "%��d`d �u�P ا�S5Cد�� ا�-SZ1# "� ھ�ا اZ,�وإ>Qى ا

 81P �&�`m J? �1��.7، و?AK� 8d Jم �9P 5د ا�~KP6# ا��5�8,9 ا #%SU6? �2ور? #.-U °565
ZS1�و;@~Aة ). أي أ�Ddء >6;# ا�4cA? JH ً�%-; 6%)8,9 وا�90ه U-.# ا�-�2ور ھ�ه أ�Ddء >6;1&� ا

 �-9� #Z,D��5 �&0�Hم و0,�ر�,UCت ا�H6O �%.215 #K.S1-�أو��، AKDOم Q5را�S5 #O ا�-��ھ%8 ا
 �"A��-�� ا%�-1� Matrix Representationا�-�2ور ا�-621;#، و?AKDO 8d Jم Q5راO# ا

Cا �d`dد�S5 3×3  8Oا �&%.H �.~P #"A��-��W ا�90ھ�ت U-.# ا�-�2ور، و?�� ھ�ه اP ي��ا
��A"# ا�Qوران ?Rotation Matrix . را?61ات�Z�وھ1O ،�D%8 ا�d`d J%.%�-0 JH *PQ2%� ا

 6.Pأو �Pزوا �Pوران، ھ-� زواQ� - و زوا�P ا^�1��ف  Q@1,PEuler?�ن ?? 4�A&م ?��A"# ا
  . Roll – Pitch – Yawا^�6Sاج  - ا^�Q2ار 

 �OCا �%�-1��.Qورا��ت Exponential RepresentationوQS5 ذ�+ AOف �AKم �c�D-5# ا .
 �%�-1��.Qورا��ت Angle-Axisوا��ي P6S0 J/-P�H §.� أ�§ 0-�%� زاوP# ا�-A2ر (وھ�ا ا ( J/-P

�-�Sد�# 0 #%H�SR��Q2? #%~m #%.hدة �2; �? ً�HA� #PA1.? #KP6~5 §U�1D1O�1ج 5&�ه  إن. اD1O^ا
� �Hم، /�5 #Z.���62;�ت اUC,�م ا �OCا W%XA1��5�AXAل ?6R�Zة إ�� ا �D� ¡-,%O #KP6~�ا

                                                           
1
*/�4 ���ل ا
�-�ل، ���ر �/�� �-�راً . ��ط�ق ��4 �ل *راغ �/دي ��ون �ن -0-� أ�/�د أو أ�-ر" *$�ء"*� ھذا ا
���ب، ����   

 ��7�$8
>د�د 
��ر�� ����ف �ن ا
�8 وم ا
�;��دي، #�ث ���م ��-�ل ا
�ر��  وھو ���رة �8 وم 8�Spatial Velocity وم ا
�ر�� ا
�A� �� $/� B/�ع وا#د *� *$�ء �دا�� ا?�/�د �ن أ>ل  Angular Velocityوا
�ر�� ا
زاو��  Linear Velocityا
�ظ�� 

 ً�;#C رى�� ��� �����#
  .�� �ل ا
�-�ر �ن ا
/����ت ا
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 �/%0�-D%/�� ا%.21� Kinematic Analysisوا��ي A/%Oن 5-��5# >69 ا�OCس QDH دراO# ا
�.6و�0A5ت.  

#P6o� ل`m J? ً�!P�9ده أPإ J/-P 7.���62;�ت ا�8,9 ا �OCا W%XA1��Z%#  إن اA.�ا�62;# ا
 #PQ%.K1�� . Classical Screw Theoryا%�-1�"�hj�Z"# إ�� ا�AKاQH اO�OC%# ا�-,Q@1?# "� ا

 #%~@��.1DO �D� " ،7~6ق أP!�ً إ�� دراO# ا�DZ%# ا��9# >6;�ت ا�8,9 ا�S?و �"A��-�ا
�.,�H6ت Q<A-��، 5-� "� ذ�+ ا�W%XA1 ا%��1��5 #%Z�A.��P6oD# ا�62;# ا #P6Z9�ا�@~%#  ا

Linear Velocities  #Pاو��� �H6Oت "!�Angular Velocities  #%uوا�,�H6ت ا/R �.H
Spatial Velocities د�S5Cا #%OاQO . ىAK�وH ً�O�%c.� ذ�+، " �§ ?J ا�~�S%Z أP!�ً أن �Q?� ا

 #%u�!" ىAc �/R �.H �&D? #90�D�QOاSpatial Forces  #%Oا��`d%# ا�S5Cد ?4 ا��Sوم ا
5Cدا�S.  

���Wا� �CDا�  

=T��Dا�� =	M	Mت ا����� ��و����Bا �����  ا���	�� ا�����

Forward Kinematics of Open Chain Robots 

� ?Q2د /�5 #.?�S�"� ا�6و�0A5ت ذات ا�,.,.# ا�-�J/-P ،#<A1 إ�9Pد ا�-4cA وا^�90ه �.P�&D# ا
 QP6"وUniquely �X��-�� و5. ا�~`L1? 8%c #"6S? J? ً�c%6ات ا�-P 6?C6 أدق، " ن ھ�ا ا%ZS1

 �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%.21��# اe,?Forward Kinematics  �&�%@.0 J/-P �1��.6وA5ت وا
���1��; : #.-U 4 وا�90هcA? �9دPإ Aب ھA.~-��" ،�X��-��mQ? 8%c �DPQ`ت ا ً�?A.S? إذا ;�ن

�.6وA5ت #.?�S��5�P�&D# ا #~Z06-��، AOف �Qرس طJ%1KP6 و"� ھ�ا . ا�-�2ور ا�-SU6%# ا���ا
#<A1�-�� اO`,��6و�0A5ت ا �/%0�-D%/�� ا%.21�ا�~KP6# اCو�� JH ط�P6 اQ@1Oام . �W%XA1 ا

 �%"�DPد �، وا�~KP6# ا����%# JH طDenavit – Hartenberg (D-H) �P6ھ�ر6ZD0غ  –0-�%
� "� طProduct of Exponentials (PoE) .�-0 #KP6اQ@1Oام QU #L%Xاء اOC%�ت %)D-H (

� وX.# و"� ; 4? #%SU6? �2ور? �-U °510~.7 ر �&D/�� ?J ا��Zرا?61ا، وcد أQH امQ@1O81 اP
#D%S? QHاAc . ت�%OCاء اQU #L%X امQ@1O�5 �%�-1�" �&� 10~.7 �5را?61ات  PoEأ?� طKP6# ا

#.Xو �; 4? #%SU6? �2ور? �-U °56� #U�< ك أي�Dھ >%� ،�5�K-� وJ? ً^Q5. أ;�6، و"� ا
���? ��9# . ذ�+، " �&� H Q-1S0.� ا�-A.S?�ت ا�-A2? 4cA-5 #K.S1ر ;�S-��# "� اA&,�وھ�ه ا

 �Uأ J? �!"Cت ھ� ا�%OCاء اQU #L%X امQ@1O�5 �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%�-1�� طKP6# اS90
�Aل ا�/�1ب" #%KZ� �D.%.20و �D1Oدرا.  

�دسMا� �CDا�  

����� �	�و��ت�	E�M= وا���	�� ا� ���������ا���	�� ا��M  

Velocity Kinematics and Statics  

��.,H6# 1إن ?�&Aم ا �/%0�-D%/�� ا%.2Velocity Kinematics  ت^QS? J%5 #c`S��P%6 إ�� ا
 �X��-��9-.# ?�2ور ا�P�&D# ا�c 6%L0Joints Rates  #.?�S%8 ا #Pاو��وا�,H6# ا�@~%# وا
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�.6وA5ت .�� ا%.21��.,H6# ھ� ?� 0,-� 5-��A"# ا�%�5AKS إن ا�KD~# ا�-QDH #P�;6 ا �/%0�-D%/
Jacobian Matrix �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%�-1.�� 5&�ه . X��-.� 6%L1�"Q9Zاء �SRع ?QS^ت ا

 QDH تA56و.� #.?�S��9-.# ?�2ور ا�P�&D# ا #%~@�� H.� ا�,H6# ا��اوP# وا�2� �D� " ،#"A��-�ا
§�� ھAhA? Aع و?J ا�-Aاh%4 ا�-&-# ا. أي ھ%$# ?S~�ة ����1�c�D? 811O �1&� "� ھ�ا ا

�Aر K��.6وA5ت ) ا���وذ(ا �;62�� ا�&%$�ت ا�Kinematic Singularities �1ا-�P Aوھ ،
�.6وA5ت ا�QKرة H.� ا�62;# أو ا�Qوران "� ا�90ه وا>Q أو  #.?�S�0@,6 "%&� ا�P�&D# ا

�u�Dd ا�XA`ت، A/0 *%25ن  j�5?/�ن 0@%� ذ�+ ?m J`ل ط6ح ?��ل ا�-%/��%�م ا�-,A1ي(أ;�6
�-&�Aط �.H JPQ1-? J%1.XA�� "� ا�AXAل )ا���5 0AKS%��&�ه ا�&%$�ت، " ن ?��A"# ا ً�K"وو ،

 #%-oHC1&� اZ0ر ��وأ>Q ا�-��ھ%8 ا�-K.S1# 5&�ا ا�-AhAع ھ? A�A&م إھ.%.� . Maximal Rankإ
)xc�� 4~c ( ورة�D-�� ھ�ا اjھ.%.� Q2Pد  ، >%* إن5�cManipulability Ellipsoid.%# ا/R

�.6وA5ت P *%25,1~%4 ا�621ك "� ;� ا^�90ھ�ت �!"C4 اhA1�وإھ.%.� 5�c.%# ا�-�Dورة ھ�ا . ا
�5AKS%�  .J/-P اm J? §U�1D1O`ل ?��A"# ا

�.AKى �/%0�1,�� ا%.21���A"# ا�%P�;6? #~K� �5AKS# أP!�ً "� ا? 6Z1S0 ،ً6ا%mوأ . #�e,? ��"
 �/%0�1,�� QPQ20 ا�AKى Static Equilibriumا�A1ازن اUأ J? �5AKS%�، Q@1,0م ?��A"# ا

�.6وA5ت AK0م  #.?�S�� ا�P�&D# اS9� �X��-�و�Hوم ا�Qوران ا�`زم mQ-; �&K%Z~0`ت H.� ا
��Ac �%Z~15 . #"Aة أو �Hم ?J%S "� ا�90ه ?Q2د? �.H لA�2�� QDOرس ;%�%# ا���و"� ھ�ا ا

�0A56و�� �Hم �9-%4 ا/�5 �5AKS%�� ا�1,.,.%#، وا�J/-P �1 اQ@1Oا?&� "� ?Aا4c اO`,�ت ذات ا
#K<`��Aل ا��  .m #X�m`ل درا�D1O "� ا

O��Mا� �CDا�  

=T��Dا�� =	M	Mت ا��  ا���	�� ا���������� ا�W	D� ��و���

Inverse Kinematics of Open Chain Robots  

 ��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%.21��# اe,? �"Inverse Kinematics/P ، #P�&D.�Aن ا�-4cA وا^�90ه 
�S-; �DPQ~%�ت، وA/Pن ا�&Qف ھQPQ20 A وإ�9Pد L1? #HA-9? 8%c%6ات  J%?A.S? تA56و.� #.?�S�ا

#.?�S��.P�&D# ا #5A.~-�� وا��K20 �1 ا�&%$# اX��-�و"� رو�0A5ت ا�,.,.# ا�-�A/P ،#<A1ن . ا
D%/�� ا%.21�� ا�/%D-�0%/� ا�@.�� أ;�Q%KS0 6اً ?J ا%.21�� S? 8%c~�ة اUأ J-" ،�?�?C0%/� ا�-

 #.?�S��، A/Pن ھ�Dك �Hدة >� و>%Q و"Q2P QP6د ?4cA ا�P�&D# اX��-��-L1? #HA-9%6ات ا
 J/--��4cA? �DPQ وا�90ه ا�P�&D# ا�J? §� " ،#.?�S ا ً�?A.S? ل ;�ن�< �" J/��.6وA5ت وا�90ھ&�، و

Qcو ،�X��-�  .^ A/Pن ھ�Dك أA.< #Pل إط`�cً  أن A/Pن ھ�Dك >.Aل ?QS1دة �L1? 8%K%6ات ا

 �O +.1-0 �1�� AOف �AKم Q5راA� #Oع �mص ?J رو�0A5ت ا�,.,.# ا�-�A1># وا���و"� ھ�ا ا
�&�ا ا�ADع �5�AXAل إ�� �K0 #L%Xر#%5  #./%&�) ?K.L#(در�Uت ?J ا�P62# 25%* 0,-¡ ا�DZ%# ا

Closed Form #%.%.20 رةA�5 �2�. Q5 �DD/-0 Analytic Solutionورھ� ?J ا�AXAل إ�� ا
ا�h�P6%# ا�6/1ارAlghorithims  J? #PوQS5 ذ�+ A/DOن �cدرH JP.� ا�1D1Oج ا�@Aارز?%�ت 

 �,�� ا�-�A1># ذات اO`,��6و�0A5ت ا ��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%.21��# اe,-�� إ�9Pد ا�A.2ل Uأ
� �Hم/�5 #P62�� ا�/%D-�0%/�. در�Uت ?J ا%.21��  وAOف �AKم أ�c�D-5 ً�!P# اUأ J? ��.@�ا
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 #!u���� ا�-�A1># اO`,�وا��1 0-1.+ أ;�4ZO J? 6 در�Uت ?Redundant ) Jرو�0A5ت ا
#P62�ا�-~.Aب �.P�&D# ا�m J?Trajectory  *%< ،#.?�S`ل دراO# ط4Z10 #KP6 ا�-,�ر ) ا

 ً�c`~ا� +�� وذX��-.� 6%L1�2�Aل mQ? �.H`ت ?QS^ت ا�� اUأ J? �2.� ً�9&D? 6ضS1,DO
 J? سA/S? �9دPإInverse  �/�5 �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%.21���A"# ا�%�5AKS ا�J? #90�D ا?
  .�Hم

Y��Lا� �CDا�  

=>	Zا�� =	M	Mت ا��  ا���	�� ا���������� ��و���

Kinematics of Closed Chain Robots  

/�� ا%.21��# اe,-�� ا�-�A1># 0-1.+ >`ً و>%Qاً و"QP6اً O`,�%J%< �" �/%0�-D أن رو�0A5ت ا
 x@P �-%" �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%.21��# اe,-�اQ9DO �D� " ،�?�?C أن ھ�Dك >.QS1? ً^Aدة 
 #�e,? #9��S? QDH دةQS1? ً^A.< ك�Dن ھA/P أن J/-P §أ� ً�!Pأ Q9DOو ،#K.L-�� اO`,�ر�0A5ت ا

�&�ه ا�6و�0A5ت ��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%.21�� ا�-K.L# 0-1.+ و7Z,5 أن ا�6و�0A5ت ذات ا�,`O. ا
 �Sّ�-ُ�� اX��-��  �HA�Actuated Joints اSّ�?ُ 6%L�، " ن 20.%� >�^ت Passive Jointsوا

�Aر K��Aر ا�a �;62%6 ) ا���وذ(اK��JH �D أ�Aاع ?J ا W�/%O �0تA56و��&�ه ا �;62�ا
#<A1�-�� اO`,��، AOف �Qرس ا�-�Zدئ اA&S? . #%O�OCدة QDH رو�0A5ت ا���و"� ھ�ا ا

#K.L-�� اO`,��6و�0A5ت ا �/%0�-D%/�� ا%.21�وAOف �QZأ . واCدوات ا�-,QDH #?Q@1 إ6Uاء ا
��SZ ا�-%/��%�?�ت ?�� ا�-%/��%�م ا�@-��O ا�XA`ت ا�-,A1ي  #.��? #OراQ5Planner 

Five Bars Linkage  راتA%1O #�D?ف  –وAUStewart – Gough . فAO �1�وا��u�1D ا
 #Oدرا J? �&%.H ��2�  #KP6ط �.H لA�2�� اUأ J? �&-%-S15 مAKDO J%?�%��/%-�ھ�JP ا

8H4 وأOأو �/�5 #K.L-�� اO`,��6و�0A5ت ا �/%0�-D%/�� ا%.21�  .?-J? �DD/-0 #9&D إ6Uاء ا

O\�  ا��CD ا��

=T��Dا�� =	M	Mت ا��  ا���	�� ا��!������ ��و���

Dynamics of Open Chain Robots  

1D1O�5 مAKDO ،����� ا�-�A1>#"� ھ�ا اO`,��6و�0A5ت ا #%/%?�DPQ�و;@~Aة . �ج ا�-�Sد^ت ا
� ?J ا�,�H6ت  ; #�^Q5 7.���.8,9 ا #%/%?�DPQ�أو��، " �AKDO �Dم �1D1O�5ج ا�-�Sد^ت ا

#%u�!���6وA5ت ذي O.,.# . وا�1,�ر�Hت وا�AKى ا �/%?�DPQ�� ا%�-1�وQS5 ذ�+ " ن ?�Sد^ت ا
� و? J? #.X�J/-P #<A1 اm J? �&U�1D1O`ل ; �.H 7.���.8,9 ا #%/%?�DPQ�Z~0%� ا�-�Sد^ت ا

�# . وX`ت ا�6وA5تe,? ن " ،��.@�� ا�/%D-�0%/� اC?�?� وا%.21��-�&A?� ا �d�-? �و�5/
 �X��-�� ا��DPQ?%/� ا�9P 5 �DS0 �?�?Cد ?,�ر ا%.21�ا�JH �0�D ا�Z%���ت  Joint Trajectoryا

�X��-���Sوم دوران ا #.mQ-�� ا��DPQ?%/� ا�@.�� �9P 5 �DS0د و". ا%.21��# اe,? ن "،�5�K-�� ا
� ا�-~.AبX��-�� وا��K20 �1 ?,�ر اX��-.�وا��u�1D ا�mQ? 8%c . #%,%u6`ت �Hوم ا�Qوران 

 #P6/1ار�� ھ� �ZHرة J? #HA-9? J? JH ا�@Aارز?%�ت ا���� إ�%&� "� ھ�ا اXA1DO �1�ا
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 �/%?�DPQ�� ا%.21���1 اe,? �" #?ز`�وm �.H`ف ا�~6ا�u ا�PQ%.K1# وا��1 . اC?�?� وا�@.��ا
�.-�Sد^ت ا��DPQ?%/%#، " ن ھ�ه  #Pاو��� ?J ا�-�Z;6ت ا�@~%# وا/� ���D-�� ا%.21�H Q-1S0.� ا
 ���# ?�Kد6P ;-%�ت "!�QO #%uاO%# ا�S5Cد، وQD1,0 إ^Q5 �0م �/�5 �&1a�%X �-0 ارز?%�تA@�ا

�6و�0A5ت  �/%0�-D%/�� ا%�-1�� ا�-�Q@1O�5 #<A1ام QU #L%Xاء اOC%�تاO`,�  .ا

�^�  ا��CD ا�_

  ا����� ����و��ت

Robot Control  

��راع ا�6وA5ت أن QZPي QHداً ?J ا�,.A;%�ت  J/-PBehaviors  #S%Zط �.H ً1-�داH# ا�1.@-�ا
§5 #~%2-�"7S.P QK ا�6وA5ت دوراً ;-�Qر �.62;�ت . ا�-&-# ا�-A;.# إ�%§ وH.� ا�Z%$# ا

-��.-,�ر "� ا 4Z10 ت�%.-S5 مAKP 6، أو أنm¨ ن�/? J? �? 8,U �KD; ت�-&-���SZ ا 6?#9Z
#%H�D��� . �S5 ا��K%Z~1ت ا%ZO �.H ،ىAK.��.6وA5ت أP!�ً أن 7S.P درواً ;-�Qر  J/-Pو

 ².U ت�%.-H �" ل��-��  GrindingاKX وPolishing #.L�-�و"� �S5 ا�-&-�ت . ا�S~K# ا
��Aح ا �.H #5�1/�8/21 �5�AKى "� �S5 ا^�90ھ�ت ا�-Q2دة ;��ا�AKة (~A�Zر ?�`ً، " �§ 79P ا

ا�A1,? �" #;62ي (، و�5�62;�ت "� �S5 ا^�90ھ�ت ا6mCى )L!0° ا�~A�Zرة H.� ا�.Aح
� ا�-��ل 0.+ ا��K%Z~1ت ا�Qc 7.~10 �1رات ). ا�.Aح%ZO �.H ،#X�@�و"� �S5 ا��K%Z~1ت ا

�.6وA5ت، A/P Qcن ا�-~.Aب #%,-�  �5�D�أو ا�-@-Spring  Qأن AKPم ا�6وA5ت Q5ور ا
Damper  #.1/��.AKى  Massأو ا #5�91O�; 1,�رع�8/21 �5�-4cA وا�,H6# وا�81P *%25 ا

§%.H #KZ~-�  .ا

8/21 �5�6وA5ت -��  Robot Controllerو"� U-%4 ھ�ه ا�2`ت، A/0ن ?&-# اPA20 ھ�
 #-&-�� إ�� Acى و A?Task SpecificationsاX��ت اZc J? �Z~0 79 أنP وم دوران�H

� K20%� ھ�ه ا�,.A;%�ت ا�-�;6وة أH`ه . ا�-62;�تUأ J? #SZ1-�و6S0ف ا61Oا0%9%�ت ا�8/21 ا
 #;62��5 8/21��5)4cA-�8/21 �5�AKة Motion Control) أو ا�، وا�Force Control 8/21، وا

 #;62��5�AKة وا J%9&��5�-�Kو?# ، وا�Hybird Motion-Force Control 8/21ا
Impedance Control . 7,�Cا A61ا0%9%�ت ھO^ت أو ھ�ه ا�%;A.,�و?6S"# أي ?J ھ�ه ا

�&%" QUاA1P �1�� ا�-��ل، . AD5 �.S10ع ا�-&-# ا�-~.J? #5A ا�6وA5ت وS%Z~5# ا�Z%$# ا%ZO �.S"
� #.?�S�8/21 �5�AKة ?�%Qاً و�K2P ا�P�L# ا�-AU6ة ?D§ "� >�ل ;��� ا�P�&D# ا�.6وA5ت A/P �.Hن ا

�QDH ً^�S" 6%a ¡Z?� 6210ك ا�P�&D# ا�P625 #.?�S# "� ا��!�ءP §D/�. 0-�س ?�R 4ء ?�، و
 �1�0��د"J? #HA-9? �D ا�A%Kد ا �? ً�Z��a �0تA56و��5 8/21�وQ90ر ا�Rjرة إ�� أ�§ "� H-.%�ت ا

§� " ،#%$%Z�^J/-P أن �8/21  0�6ض J? �D%.H ا��D>%# ا�-%/��%/%#، "�LZ ا�JH 6oD ا�de1%6ات ا
� JH ا¨6m إذا ;��� "� ��< ا^�90هK1,? �6;# . �5�62;# وا�AKة �5/< �Z~P تA56و�" ذا ;�ن ا

>/S��5 >/S�  .?�، " ن ا�Z%$# ا�-Q20 §5 #~%2د ?QKار ا�AKة ا�AاK%Z~0 7U&�، وا

�Hوم إن ?8oS ا�6و�0A5ت c 810%�دJH �&0 طJ? #.-U �P6 ا�-62;�ت وا�AK0 �1م Ac �%Z~15ى و
���? �; �.H &8 . دوران�1!� أن �KP +�� ا�8/21 ا�cQ%� 65وA5ت ?� " ن ذUأ J?و ،§D?و

� و>6;# ا�6وA5تX��-�� . ا�Ac J%5 #c`Sى و�Hوم ا�Qوران QDH ا%�-1�وھde0 J-/P �D%6 ا



  ا
� �دس را�� ���ل: ��
�ف

.��ر ����� 
�ط����) 
��رو���إ(����    
22 

�.6وA5ت �/%?�DPQ�"�12 "� >�^ت ا�6و�0A5ت ا��H ،#~%,Zدة ?� A/0ن ا�-�Sد^ت ا��DPQ?%/%# . ا
�&� Q%KS1��%# ?J ا�H #Uدر �.H . �/%?�DPQ�� ا%�-1.� �%cQ�وإ�h"# إ�� ذ�+، " ن ا^�1D1Oج ا

 #��~S�� ?J ا�/1.# وا/5 #K%cQ��.6وA5ت �D? 7.~1P ا�-6S"# اInertia  ^ Qc �1�� وX.#، وا/�
#�A&,5 �D�� و>�1 �A أ%0¡ ��D ذ�+، �KZ0 ا�-�Sد^ت ا�A/0 .�-0 4%~1,0 ^ #%/%?�DPQن ?�1># %

 �" µط�Z1��� ا�@.�XAت وا�-6و�# وا�-U1/�ك وإ<^�; �%cد �/�5 #%u�P�%���S5 ا�Aoاھ6 ا
�.6وA5ت �/%?�DPQ�� ا%�-1�  .ا^5�91O#، اC?6 ا��ي µPدي إ�� ��Aء �S5 اmC~�ء "� ا

� �PAS0 ھ�ه اmC~�ء Q@1O�5 810ام Uأ J? #SZ1-�و"� ?8oS ا��K%Z~1ت ا�S-.%#، " ن ا�-D&9%# ا
8/21�و?J إ>Qى ا�~6اFeedback Control . �u) أو ا�@.�%#(JH ط�P6 ا�P�L1# ا�6اSU#  ا

�.6وA5ت،  �/%?�DPQ�� ا%�-1��H�D%# ھ� أن �AKم 5 ھ-�ل ا�8/21 �5�6و�0A5ت ا�� اUأ J? #��S��ا
 #UرQ�� �S? #.-Uد^ت J? #%~m ا/R �.H 62ك? �; #%/%?�DPد #U�-D5 مAK� +�وJ? ً^Q5 ذ

#%�����+ . ا���.8/21 ا�@~� و #%O�OCھ%8 ا��-� �D%.H 79P §� "Linear أو^ً أن �Qرس ا
Control �0تA56و��5 8/21�� اUأ J? ل�S" �، و?QDO 8d Jرس ;%�%# اQ@1Oام ھ�ه ا�-��ھ�5 8%/

#P62�  .ا�-QKSة ا�QH +.1-0 �1د ;J? 6%Z در�Uت ا

6��5 8/21.� #%O�OCت ا�%DK1��، QDOرس أ�S5 ً�!P ا���و�0A5ت، ;1.+ ا��1 0�61ض و"� ھ�ا ا
 �P6ط JH 8/21���DPQ، وطKP6# ا�8/21 ھ�ه �5 �-,0 6"A1? تA56و.� �/%?�DPQ�أن ا�A-Dذج ا

 #%?�?Cا #P�L1��.6وA5ت و�.Feedforward Control #$%Zا �/%?�DPQ�، وا�Q@1,0 �1م ا�A-Dذج ا
 #%L5 62;�ت-��5 8/21�� QPQ20 وإ�9Pد mQ? 8%c`ت اUأ J? §5 #~%2-�. D0�%� ا�-&-# ا�-~.5A#ا

 #P�L1�و7Z,5 وAUد �S5 اmC~�ء "� ا�U�-D# وa%6 ذ�+ ?J اmC~�ء، " ن ا�JH 8/21 ط�P6 ا
 �P6ط JH 8/21��Q@1,P �? ً�Zم �5/� ?61Kن ?4 ا�a §D/�اC?�?%# ��دراً ?� Q@1,Pم �Q<Aه، و

#SU6ا�P�L# اC?�?%# أو JH وQS5 دراO# ا61Oا0%�9ت ا�AO 8/21اء ;�ن JH ط�P6 ا�1. ا�P�L1# ا
�5�AKة  J%9&�8/21 �5�AKة، وا�8/21 ا�� اZO #OراQ� +�ط�P6 ا�P�L1# ا�@.�%#، " �1DO �D~6ق QS5 ذ

8/21 �5�-�Kو?#�  .وا�62;#، وا
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������ ا���  ا

=Iء ا����H;  

Configuration Space  

  

ا�Links  °Z060 �1 ا�6وA5ت ?%/��%/%�ً و�5/� �Hم ?/Aن ?QH Jد ?J اUC,�م أو ا�XA`ت
 �X��-�إن ا�6وA5ت AKPم �5��K0 �?QDH #;62د . �OA5 �&!SZ5Jointsط# أ�Aاع ?@.1�J? # ا

 #;62? 6X�DH �P6ط JH �X��-��-62;�ت ا�/&Q2? #HA-9?Actuators ) #%u�56دة ?J ا�;
 ً`�? (�X��-���ل ا�AKى وا��Sوم �&�ه اP 5 مAK0 �1� Endو�Hدة A/0ن ا�P�&D# ا��S?.# . وا

Effector  �? #.X4 و? #.�� اUC,�م ?1Kو� +,? �Uأ J? QP أو °c^ #$%ھ �.H نA/0 �1�وا
وU-%4 ا�6و�0A5ت "� ھ�ا ا�/�1ب J/-P ا�Z1Hرھ� 0-1.+ وX`ت J? . J/-P *%25 ا�6وA5ت

  #Z.X م�,Uأ�&� أ �.H �&1U�-�Rigid Bodies.  

u6��D�61ض أ�§ ��DPQ روA/P �-56" ،�? ً�0A5ن ا�,µال ا §�e,P ھ8 أنQ<C J/-P ي��أJP ھA "%,� ا
، وا�O JH 6ZS0 �1-�ت ا�4hA-1 2"ھ%$# ا�6وA5ت"وا�A9اب H.� ھ�ا ا�,µال ھA " ا�6وA5ت؟

��K� 4%-9ط ا�6وA5ت . °K" �D?�.0 §� " ،�/��وA; 7Z,5ن وX`ت ا�6وA5ت Z.X# و?6Sو"# ا
� ھ%$# ا�6وA5ت%�-1� 8%K�� ا�-��ل. 3أQHاد J? #.%.c ا%ZO �.H �D� " ،�? ھ%$#  �5ب �%�-0 �Uأ J? ،

 #Pاو���K%-# وا>Qة ، وھ� ا °K" �12ج�θ §.X��? لA< ب�Z�إن ھ%$# �K~# . وا�QP �1ورھ� ا
 J%%dاQ<إ �P6ط JH WXA0 أن J/-P Aٍ1,? �" دةAUA?)x,y .( #PQK� #S~c #$%ھ �%�-0 �Uأ J?و

� QPQ20 ا�-/�ن إ: ?AUAدة H.� ط�و�# ?,~J2D" ،#2 ��12ج إ�� d`d# إ>Qاd%�تUأ J? J%%dاQ<
)x,y ( ، #S~K�� QPQ20 ا�90ه ھ�ه اUأ J? ةQ<ووا ، #PQKD��J? #~KD ھ�ه ا�S~K# ا #�. Hθ.� ا�~�و
) �/��  ). 2.1ا�6o ا

 #P62�� ا�&%$# Q5 �-,0رU# ا%�-1�ا�QSد ا6LXCي �Q<Èاd%�ت ذات ا�K%8 ا�K%K2# وا��1 0.�م 
Degree of Freedom (dof) تA56و.� . #�و�5�+ " ن ا�S~K# ا�PQKD# وا�-AUAدة H.� ا�~�و

#P62��.S~K# ا�PQKD# ا�H #%.5�K.� أن A/0ن H.� أ>d`d +.1-0 . Q# در�Uت ?J ا ���; A�>�1 و
 �&%&U5�1#(و/��&� ^ �Pال d`d +.1-P# در�Uت ?J )وU§ ا�O6-# ووU§ ا #$%&�، " ن "!�ء ا

��.S~K# ا�PQKD#  أن A10اQU ا�P62# ، وھ�ا 7Z,5 أن ا�-L1%6 ا�6ا45 وا J/-P ي��� ا�UA§ ا�-P ي�
 #PدQH 6%L��1�� "&A }وU§ ا�8O6، وU§ ا�/K" §D/-P §%"}#5�1° أن J? ً�-%c �meP ا�-HA-9# ا��5 ،

WP6S1�  .^ J? ً�-%c �meP ?�9ل ?,J? 6-1 ا�K%8 ا�K%K2%# ;-� ھA.~? Aب ?m J`ل ا

 �!�_�2.1. XA�� ��K� J? #~Kط ھ%$# ا�6وA5ت ھ� �ZHرة JH ا/� 4hA-1.� �?�/�W ا
� ا�&%$# ھA درn  #Uوا�QSد ا6LXCي . ا�6وA5ت%�-1��Q<Èاd%�ت ذات ا�K%-# ا�K%K2%# ا��1 0.�م 
 #P62��.6وA5ت dofا . #Z06-��.6وA5ت  nوا��!�ء ا�QSZي ?J ا #D/--�� ا�&%$�ت ا; 8!P ي��وا

 #$%&�  .PConfiguration Space,-� "!�ء ا
                                                           

2
  �F�� ؤال �ن ىأ�ر�
  "ا
رو�وت؟ 0تو� و$/�� ��ھ�" ا

3

�;�ر�� �B �#�و
� ��-�ل ھ��7 و��دة ��  ��.  
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 �/��ھ%$# �θ ،)b ( J/-P Aٍ1,? ¡~O �" #~Kھ%$# ا��Zب J/-P ا�m J? �&DH 6%ZS1`ل ا��اوa ( #P): (2.1(ا
  ).x,y,θ(ھ%$# ا�S~K# ا�H #PQKD.� ا�~�و�# J/-P ا�Q<j�5 �&DH 6%ZS1اd%�ت ) x,y) .(c(ا�Q<j�5 �&DH 6%ZS1اd%�ت 

�.6و�0A5ت �5  #P62�� AOف �Qرس "!�ء ا�&%$# ودرU# ا���و5-� أن . /� �Hم"� ھ�ا ا
�Uw,�م  #P62��J? W أU,�م �D� " ،#Z.X أو^ً AKDOم Q5راO# "!�ء ا�&%$# ودرU# اe10 �0تA56و�ا

�5�6و�0A5ت �.S1P �-%" J%06/���.Z#، وQS5 ذ�+ AOف �Qرس ھ�J%0 ا�� Q%Oور أP!�ً . ا���وھ�ا ا
�.6وA5ت أو ?� P,-� ?�9ل ا #.?�S��.P�&D# ا #$%&�� >Aل ?�c�D# "!�ء ا-S��-&-# أو ?�9ل ا

Task Space . ء�!�� #�.1@-�� ا�1-�%`ت ا�h�P6%# ا��? �� ا��Kدم QDOرس �5/���و"� ا
#Z.���Uw,�م ا #$%&�  .ا

2.1. P	Cا� �MQ	� =Iء ا����H;: 

�1m�5 8KD%�ر d`ث  ،#��5��KZء ?4 ا�-��ل ا�,��5 ا�-S~K5 �.S1# ا�AKDد ا�-AUAدة O �.H~¡ ا�~�و
� (S~c �.H# ا�AKDد  ?�C #1Zو  �K�A, Bط /���1�� " ن ?4hA ھ�ه ا��KDط "� )). a( 2.2ا�و�5

 �/���5 71/P أن J/-P يA1,-�وإذا ;��� ھ�ه ا��KDط )xc,yc .( 4hA10و xa,ya( ،)xb,yb ((ا
 �1Uدر ،#P62���O �DPQ در�Uت ?J ا �1DP فAO §� " ،يA1,-�� "� أي ?/�ن "� اK1,? �/�5

��� �J? #~K ا��KDط ا/� #P6<ط . `ث�K� د�S54 أ%-U ���; إذا ً�Z.X نA/P 8,9�و�S� J2.8 أن ا
  :ا�15�d �&D%5 �-%" 8,9#، أي أن ا�S5Cد

���, �� = ��	
 − 	��
 + ��
 − ���
 
 ���, �� = ��	� − 	��
 + ��� − ���
 
 ���, �� = ��	
 − 	��
 + ��
 − ���
 

 
�&� أن S~c �;620 �-&? 6%L10# ا�AKDد J/-P ^ . #15���. dACو  dBC, dABو�D,-� ھ�ه ا�S5Cد ا

 #~KD.� ً�ScA? ً^د، �@�1ر أوAKD��S~K# ا #P62�� ("� ا�-,A1ي  QPQ21."A درU# ا/��)). b( 2.2ا
� #P6< �1Uدر �DPQ��1�� A/%Oن �). QPQ21)xA,yA ھ�ه ا�KD~#، وJ/-P أن �@�1رھ� ;%�-� ���ء، �5

 Q%K�15.+ ا��KDط ?Q2%O)xB,yB ( Jد ا�@%�ر �ـ  d(A,B) = dABوQPQ20 QDH ھ�ه ا�KD~#، " ن ا
 6~K�) yBو  xB(و5&�ا " ن در�1U ا�P62# ا�A . J%190�Dوا��1 ?6;�ھ�  dABا�Qا6uة ذات ��W ا
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. 6mCBى �-4cA ا�J/-P #~KD د?Q5 �&9رP6< #U# وا>Qة 0@�1ل U-%4 ا^>1-�^ت ا��S.%# ا
 #~KD��1 0�4cA? W ا�، و�HA J/1.� ا�Qا6uة ا��1 ?6;�ھ�  BودرU# ا�P62# ھ�ه ھ� ا��اوP# ا

2�Aرة J%5 ا���Sع ϕABھ�ه ا��اوP# ھ� -�  .xوا�-A2ر  AB، وP6S0 J/-P��e5 �&&� ا��اوP# ا
  

  
 �/�� B، " ن ا�81P �A #~KD ا1m%�ر ?4cA ا�b (?QDH #~KD. (ا1m%�ر �K� #d`dط ?�S~c �.H #1Z# ا�AKDد) a: (2.2ا

 C، " ن ا�B #~KDو4cA? QPQ20 QDH ا�A . #~KDو?6;�ھ� ا�A/1OdAB  #~KDن واH #Sc.� دا6uة ��c W~6ھ� 
 �-&P�;6? J%1.�"K� °K~# وا>Qة ?�K� Jط ا��K1طB . JH 6ZS0 4و  79PA أن A/0ن أ>�K0 �1~K� Qط4 ا�QاJ%06u ا

، Aھ%$# S~c# ا�AKDد "� "!�ء �d`d ا�S5Cد m J? �~SP`ل d`d# إ>Qاd%�ت �.c(  #~KD". (وU§ ا�O6-#"ھ%$# 
 #~KD�� اUأ J? J%1PزاوB  6ھ�~c W�، وزاوP# وا>Qة Aو?6;�ھ� ا�dAB  #~KDا�-AUAدة O �.H~¡ ;6ة �

 #~KD.�C  �-&P�;�? J%1.�  .Bو  HA.� دا6uة A/0ن ���K0 J? #90ط4 ا�/J%06 ا
  

1@� �?QDH ،ً6ا%mأ #~KD��4cA? QPQ21 ا��B #~KDر ?4cA ا #P62�AOف ) C )xC,yC، " ن در�1U ا
 JPدQ2-�و�ZS5رة أ6mى، " �§ d(B,C) = dBC . 81P �?QDHو  QSD0d(A,C) = dACم 7Z,5 ا
 J%~1KD���15�d ¡Zً و?Q2داً  C، " ن ?4cA ا�B #~KDو  4cA? QPQ20A ا%O . #S~c ن " ���1�و�5

  ).xA,yA,ϕAB(ر�Uت ?J ا�P62# "� ا�-,A1ي، وا�QPQ20 J/-P �1ھ� 5ـ ا�AKDد d`d #K%K< +.-0# د

�D�61ض أ�1m�5 �D-c �D%�ر �K~# إS~c �.H #%"�h# ا�AKDد، D دA%c #d`d �DPQ� �1D%O و5&�ا ،
وH.� ا�J? 8a6 أن . d(C,D) = dCDو  d(A,D) = dAD ،d(B,D) = dBD: إQPQU #%"�hة

، "K° إ�Ddن ?J ھ�ه ا��`ث �Redundant "� ا�u�" #K%K2!# ھ�ه ا�A%Kد QZ0 Qcو ?,K1.#، إ^ إ�&
 Q%K�H 4K0 *%25.� دا6uة  Q2PDد ا�A%cd(A,D) = dAD  #~KDد ھ� ?,K1.#، وا�,7Z "� ھ�ا أن ا

�Q2PD  4K1د ا�d(B,D) = dBD  #~KDو�5/� ?��5§، " ن ا�A . Q%Kو?6;�ھ� ا�c dAD  #~KD~6ھ� 
�A/1ن  Dھ�ان ا�Q%Kان ?Q2P �-&!S5 4دان ا�B . #~KD# و?6;�ھ� ا�HdBD ~KD.� دا6uة c~6ھ� 

J%1K5�,��* . �K~# ا��K1طJ%5 4 ا�QاJ%06u ا����+ " ن ا�Q%K ا��d(C,D) = dCD  ،6وريh 6%a
وU-%4 ا��KDط ا6mCى S~c �.H# ا�AKDد "� ا�AاW%!0 ^ 4c أP# درC,D   #P6< #Uوا��KDط 

%XA0 �Uأ J? دAKD��S~K# ا 6mآ Q%K? 6ى أوmأ#$%&�  .W "!�ء ا

��oDم ?� #P62�� QPQ20 درU# اUأ J? #?�S���D أن �~�Z ھ�ه ا�QH�Kة ا J/-Pو:  

 #P62��.�KDط= ( dofدرU# ا #P62�  )QH)         (2.1د ا�A%Kد ا�-,QH (– )#.K1د در�Uت ا
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�1� وھ�ه ا�QH�Kة J/-P أن 81P ا��OA5 �&DH 6%ZS1ط# QHد ا�-L1%6ات وQHد ا�-�Sد^ت ا�-,K1.# ا
0�W ا��oDم:  

#P62�  )QH)          (2.2د ا�-�Sد^ت ا�-,QH (– )#.K1د ا�-L1%6ات= ( dof درU# ا

 �d`d 7 "� "!�ء.X 8,9� #P62��Q21د QHد در�Uت ا #?�S�و�DD/-P أن �,Q@1م ھ�ه ا�QH�Kة ا
�&� أي ار�Z0ط �5�~�و�. ا�S5Cد >%� �DPQ� �1�� ا�-��ل، �D�6ض أن S~c# ا�AKDد ا%ZO �.S" #) �/��ا

2.2 )c .(( ط�KD��2�# " ن ا��  Cو  A,B"� ھ�ه ا/��، )J/-P)xA,yA,zA أن 6ّS0ف �5
)xB,yB,zB ( و)xC,yC,zC .( #~KD�� >A  #P6ا/5 �&ScA? QPQ20 J/-P) J? ت�Uدر #d`d

#P62��5�B  Q%Kو?4cA ا�KD~# ). ا �.S1? Aھd(A,B) = dAB دةAUA? نA/0 79 أنP �&أ� �DS-5 ،
�QPQ21  2 = 1 – 3و�5�+ A/Pن �A . �DPQو?6;�ھ�  dABا�c �1~6ھ� H.� ا�/6ة  #P6< �1Uدر

. ھ�ه ا�J/-P *%25 ،#~KD أن XA0�� 5@° ا�~Aل وm° ا�6Sض �&�ه ا�O �.H  #~KD~¡ ا�/6ة
 #~KD�و  Bو  79PA أن A/Pن "� ?/�ن �K0ط4 ا�/J%06 ا�.C  �-&P�;6? J%1أm%6اً، ?4cA ا

4 . ��dBC 57%061و  dACأ���ف أc~�رھ-� cA? 6ة، و5&�ا " نuدا Aھ J%06/�و�K0ط4 ھ�J%0 ا
 #~KD��1 0�W ?,�ر ا�Qا6uة Cا�C  W%!0و�&�ا " ن ا�J/-P . #~KD أن Q2Pد JH ط�P6 ا��اوP# ا

3 – 2 = 1 #P62�1�C ¡ZوQPQ20 81P �?QDH ا�KD~# . درU# وا>Qة ?J اO #PQKD�، " ن ا�S~K# ا
  .?Q2دة "� ا��!�ء

��.7 "� "!�ء �d`d ا�S5Cد �O +.1-P در�Uت >P6#، وا�J/-P �1 و;1D%9#، " ن ا�8,9 ا
 #~KD�0�W ا�A #~KDا�JH �&DH 6%ZS1 طd`d �P6# إ>Qاd%�ت 0�W ا J1Pوزاو ،B #Pوزاو ،

 #~KD�� Q@1O�5ام A21? #d`d^ت أو 65ا?61ات �C . #1O +.1-P 7.X 8,9وا>Qة 0�W ا%�-1�وا
�" �&1�c�D? 810 فAO #P6< ت�Uدم در�K�� ا���  .ا

�.7 ا��ي 621Pك "� "!�ء �d`d ا�S5Cد، وا��ي �?J ا�,�J/-P �5 أن �,x.@1 أن ا�8,9 ا
 �u�!���.7 ا�، 1O +.1-P# در�Uت J/-PSpatial Rigid Body أن �~.� H.%§ ا8O ا�8,9 ا

#Pزاو #%c�Z��.7 ا��. ?J ا�m �&D? #d`d ،#P62~%# وا��`d# ا�ي و�5/� ?��5§، " ن ا�8,9 ا
�.7 ا�-,A1ي �621Pك "� ?,A1ي �u�Dd ا�S5Cد، وا��ي J/-P أن �~.� H.%§ ا8O  ا�8,9 ا

Planar Rigid Body#Pزاو #P6< #Uودر #%~m #P6< �1U1.+ در-P ، . J/-P #9%1D�وھ�ه ا
 �" 7.X 8,U رةA�5 §.%�-0 J/-P يA1,-��.7 "� ا�2�Aل �Z1H�5 �&%.Hر أن ا�8,9 ا�ا

#P6< ت�Uء 1,5# در�!��  . zA= zB= zC = 0، و�/A%c #d`�5 Jد ?,K1.# ا

 #��1��) 2.1(وCن ا�6و�0A5ت ?/J? #�A أU,�م Z.X#، �,1~%4 ا�JH 6%ZS1 ا�-�Sد��;:  

 #P62��Uw,�م= ( dofدرU# ا #P62�  )QH)         (2.3د ا�A%Kد ا�-,QH (– )#.K1د در�Uت ا

 #��§ QPQ20 81P د) 2.3(ا�-�Sد`m J? ي���.6و�0A5ت �5/� �Hم  �0/� ا�OCس ا #P62�رU# ا
  .ا��ي ھAhA? Aع ا��6Kة ا��Kد?#

  

  



  ا
������ك وا
�#��ل ا
ر��$� وا
�#�م: ا
رو�و���س
Robotics: Mechanics, Mathematical Analysis and Control 

 .��ر ����� 
�ط����) 
��رو���إ( ����
27 

2.2. ��ء ا���I= ��و��ت �H;: 

 �/��2.1(�5�ASدة إ�� ?��ل ا��Zب "� ا )a(( Q<7 وا.X 8,U Aب ھ�Z�، وH.� ا�Z1Hر أن ھ�ا ا
��^ت ّ�5 °u�2��5 ��1?Hinges . #U1.+ در-P ب�Z�?J ا��6Kة ا�,��D-.H Qc �D; #K5 أن ھ�ا ا

< #���ّ���1��. P6θ# وا>Qة ?DH 6ZS&� �5اوP# وX.# ا�Q5ون وAUد : وا�,7Z "� ذ�+ ھA ا
#P62��#، " ن ا��Zب A/Pن >6 ا�62;# "� "!�ء �d`d ا�S5Cد و�O +.1-P در�Uت ?J ا��ّ��. ا

 #;6< �.H 6dµ0 فAO #.K1,? دA%c #,-m ن " ،#���ّ��و565° ا��Zب ?4 ا�Q@1O�5 °u�2ام وX.# ا
وJ? ً^Q5 ذ�+ �1D1,� . �DD/-P أن ا��Zب 1P-1.+ درP6< #U# وا>Qة) J?)2.3 ا�-�Sد�# ا��Zب، و

�# Aٍ1,? �" 7.X 8,U وا��ي d`d +.1-P# در�Uت e,-; #�e,-�ا�6oD إ�� ا��Zب ?J اHC.� وQH ا
#P62��2�# AOف 0�6ض J%.K1,? JPQ%c، و?6ة أ6mى وJH طJ? . �P6 ا��# "� ھ�ه ا��ّ��وX.# ا

 #��.�Zب J/-P أن �1D1,� . WXAP أن ا��Zب P-1.+ درP6< #U# وا>Qة) 2.3(ا�-�Sد #$%&�و"!�ء ا
 J-h 5-�9ل[0,2π]  #Pاو�.� J/-P *%25θ §%" أن 610اوح.  

 �K0 ا�&��.7، و�� Qc +.1-0رة ا�Q%%K0 �.H 6%de1 >6;# ا�8,9 اX��-��2�Ñ<`� J%1 أن ا�"� ;` ا
§� �./�2�Aل �S? �.Hد�# Q20د وQZPو أ�§ ?J ا�. درU# ا�P62# ا�-4DK إ�� >Q ?� أ�§ J/-P ا

�X��-��.Z# وا��6وA5ت Z5,�ط# ?m J`ل إ>��ء QHد اUC,�م ا #P62�وH.� ھ�ا . درU# ا
�.6و�0A5ت  Grublerا�A2D و"� ھ�ه ا��6Kة AOف �,�S? �1D1د�# 6Uو6.5  #P62��QPQ21 درU# ا

#%u�!��� ا�. ا�-,PA1# و ا%�-1��6وA5ت ?�وQS5ھ� AOف �Âc�D ا #$%&���!�ء ا �h�P6.  

2.2.1. � :در`= ا���!= ��و��ت �

��r ا��و��تD�:  

 �/��� ا�u6%,%# ا�J/-P �1 أن A10اQU "� ا�6و�0A5ت �5/� �Hم) 2.3(اX��-�إن ;� . hAP¡ ا
 J%5 �cA�� "� ��< ا�0 �1�� اX��-�� AUA5د اZK� J�� J%5 وa^ °K" J%1.X%6، و�P ���?

20 ���.%d`dJ# وX`ت وQ-SDO إ�? ��� ?D&� إ; �� ا�Qورا�� . .%��-� Revoluteإن ا
Joint  5ـ §� �?6Pو)R( رA2? لA< #%ورا�Q��5�62;# ا ¡-,P ،#���ّ��� ا��? ً�!Pأ �-,Pو ،

���-�� ا�Q-1دي . ا��-��§ 5ـ  Prismatic Jointوا �?6Pو)P( ���-�، وP,-� أP!�ً ا
K1�^62;# ا��5 ¡-,P ،�~@�� ا��-��ا^�,�5�2 أو ا��-��%# H.� طAل ا�90ه ?A2ر ا� . `;

� ا�Qورا��، " ن ��-.� #Z,D��Z" ،ةQ<وا #P6< #UرQ5 �X��? �-دي ھQ-1��.%J ا�Qورا�� وا�-�ا
 �-D%5 ،���-�درU# ا�P62# ا�@�%XA0 J-/P §5 #X�JH �& ط�P6 زاوP# ا�Qوران >Aل ?A2ر ا

�%XA0 J/-P §5 #X�@�� ا�Q-1دي، " ن درU# ا�P62# ا��-�&� ?m J`ل ?,�"# ا^��K1ل H.� "� ا
���-���Z . طAل ?A2ر اA.�� ا��-��§ 5ـ  Screw Jointوا �?6Pو)H( ً�!Pأ �-,Pو ،

 J%1;6< J? #�A/? §1;6< ة >%* أنQ<وا #P6< #UرQ5 ���? ً�!Pأ A2.�و��، ھ�� ا��-��5
�cA��%# ودورا�%# "� ��< ا�K1ا�.  

? 6Z;اداً أQHأن 0-1.+ أ J/-P ً�!Pأ �X��-�� اA~OCا�� . J در�Uت ا�P62#ا��-��"
Cylindrical Joint  5ـ §� �?6Pو)C ( #.K1,-��5�62;# ا ¡-,P *%< ،#P6< �1UرQ5 ���? Aھ

���-�� ا��Sم . �`��K1ل وا�Qوران ;`ً Q< �.Hى >Aل و�90�5ه ?A2ر ا��-� Universalوا
Joint  5ـ §� �?6Pو)U ( �1U�1 0-1.+ در�� اX��-�>P6#، وھA/?  Aن ?J ھA� Aع آJ? 6m ا
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�-&!S5 4? ةQ?�S1? �-ن ?�2ورھA/0 *%25 #%ورا�Q�� اX��-�� . ر5° زوج ?J ا��-�وا
�§ 5ـ  Spherical Jointا�/6وي  �?6Pو)S(49!-�� ا�/6ة وا��-5 �!Pأ �-,Pو ، Ball 

and Socketن�,�jا QDH W1/�� ا�  .، d`d +.1-P# در�Uت ?J ا�P62# ووظ%�Z�0 §1§ ;�%6اً ?�

  

 �/��� ا�6و�0A5ت): 2.3(اX��-� #?�S�  .اA�Cاع ا

=Z�r  �	و��`Grubler =!��Mت ا���  :�	�و���

�6وA5ت ا1H-�داً ) درU# ا�0Mobility )#P62,-¡ 25,�ب >Grubler  #%;6إن 6U #L%Xو6.5 
�X��-��%L# "� ا�K%K2# ھ� ذات ZS0%6 ر�H �h�Pم، . QH �.Hد ا�XA` وQHد و�Aع ا�إن ا

����6و�0A5ت ا�A/0 �1ن و"� ھ�ا ا�; ،#PA1,-��QراO# ا�6و�0A5ت ا #L%��� AOف �AظW ھ�ه ا
�5�d Aٍ1,? �" ت 6210ك`XA���Z.X ً�-,U �DPQً  وا>Qاً "� ?,U �&%" . �" �-; Aٍ1-%4 ا J/%� #PاQ5

 �/���J? 61@D ھ�ا ا�J%1~K� 8,9 ). 2.4(اA  وB  �-&0�%dاQ<ن إA/0 *%25)x,y ( #Z,� ذةAme?
�2? #.-9� #15�d #%dاQ<ور إ)xA,yA ( و)xB,yB (7%061��5 . 8.S� J2� ت�%dاQ<إ #S5رCھ�ه ا J?

�.7 ھA أن ��، وذ�+ 7Z,5 أن Q%c ا�8,9 اK1,? �أن J/-P °K" �&D? #d`d أن 81P ا1m%�رھ� �5/
 J%1~KD�  :ھ� ?Q2د و15�d#، أي أن ا�-,�"# Bو  A/0Aن ا�-,�"# J%5 ا

�
� = ��	
 − 	��
 + ��
 − ���
                (2.4) 

#15�d ھ� . #Pاو���9-.# ا�-�2ور اQ<jاA/0 *%25x  #%dن ا��اوJ%5 #P ا�-A2ر  ϕABوWP6S15 ا
ھ� �ZHرة HA-9? JH# إ>Qاd%�ت ?,xA, yA, ϕAB (  #.K1(" ن اQ<jاd%�ت . ABا���15# وا���Sع 

.��  .7 ا�-,A1يوا�W%XA0 �&��/? 5 �1 ھ%$# ا�8,9 ا
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 �/��� A1,? 7.X 8,Uٍ ): 2.4(اUأ J? ت�%dاQ<jا.  

�1��) xB,yb("� ا�Aا4c، إن اQ<jاd%�ت ��	  :QPQ20 J/-Pھ� ;� = 	
 + �
� cos �
� �� = �
 + �
� sin �
� 

�.7 ھ-� ��6Z1SD ا¨ن وAUد �J%1~K أH ً�!P.� ا�8,9 اC  وD .و >�D� #Z,� �-&0�%dاQ<إ J/1�
 #15����1�� " ن ا�Q%K ا�-xD,yD ( §DH 6ZS(و ) U)xC,yC-.# ا�-�2ور اQ<jاd%# ا��5�061%7، و�5

#"�,-��5:  

��� = ��	� − 	��
 + ��� − ���
                  (2.5) 

�5�d Aھ . #Pاو���	  :" �D5 Q9� �D�<  ا�~KP6# ا�,�ϕCD #K5وWP6S15 ا = 	� + ��� cos ��� �� = �� + ��� sin ��� 

 #~KD�?J ا�8,9 ا����� Qc 80 وQ@1O�5 �-&.Xام  J?C ا�8,9 اCول وا�B  #~KDو5�6ض أن ا
 #"�,-�� دورا��، " �§ �hj�5"# إ�� Q%c ا�� ا�Qورا�� ا�A))2.5و 2.4 ((?���-�� ، " ن اXا

�	  :J%5 ا�AO J%-,9ف P�6ض J%.K1,? JPQ%c إJ%%"�h ھ-� = 	�     (2.6) �� = ��      (2.7) 

وأر�S? 45د^ت �.A%Kد، ?-� AKPد إ�� ) xA,yA,…..xD,yD(و�5�+ �Q9 أ�§ �d �DPQ-��%# إ>Qاd%�ت 
 +.1-P م�oD�� ا�. در�Uت >P6# 4 = 4 – 8أن ا��-�>%*  Qθورا�� H.� أ�&� وإذا �D"6H زاوP# ا
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θ = ϕCD – ϕAB ن " ���1��5 ،)xA,yA,ϕAB,θ ( 4%~1,0 #.K1,? ت�%dاQ<أر45 إ �J/-P أن 0-�
�&�ا ا��oDم #$%&�  .وWX "!�ء ا

 J%1~KD�� Q-0دي �K1�^�5 ¡-,P *%25ل  Cو  Bوإذا ;��� ا�1�.Q@1O�5 �-&!S5 4? J%1ام ?�?
AOف 81P ) 2.7(و ) DH 6Z)2.6&-� "� ا�-�Sد^ت ، " ن ا�JPQ%K ا�-tx,ty (S("� ا�90ه ?Q2د 

� ا¨�0/���5 �-&DH 6%ZS1��	  :ا = 	� + ���                 (2.8) �� = �� + ���                  (2.9) 

�`�90ه  d>%* أن ا�QSد  ً�K"ل و�K1�^ا #"�,? ��-P)tx,ty( .c #S5أر �DPQ�%Aد و?6ة أ6mى A/%Oن 
و?P6<. §D# در�Uت P 8 – 4 = 4-1.+ ا��oDم أن إ�� AKPد ?-�?�6وL1? ���-d �.H #h%6ات، 

�&�ا ) xA,yA,ϕAB,d(" ن اQ<jاd%�ت  #$%&�0-�� أر45 إ>Qاd%�ت ?,W%XA0 4%~1,0 #.K1 "!�ء ا
  .ا��oDم

 ،#P6< �1Uذي در ���? �P6ط JH �-&!SZ5 ن`�1P J%K5�,��D�61ض ا¨ن أن ا�J%-,9 ا
-Pورا�� وQ��.%J ا�,�J%K5 ا�-.�� ?�`ً ?m J`ل ر0 °5,.,.� ��-�2�Aل H.� ھ�ا ا�/J ا

�2�#، " ن ا�1D1Oج ا�Q%K ا�hj"� ا��ي H 6dµP.� إ>Qاd%�ت ا��KDط ا��-��%# . وا�Q-1دي�"� ھ�ه ا
}(xA,yA),…..,(xD,yD) {J%1K5�,��2�J%1 ا��%< 5&�ه ا�Z,�ط# ;-� "� ا . �.H ،J%Z0 #��2�ھ�ه ا

ZO دي "%-� إذاQ-1��.%J ا�Qورا�� وا�-�� ا�-��ل، أن ا�AO Q%Kف A/Pن ?�K.S1ً 0615%7 ا0��ل ا%
 §%.P ديQ-0 ��� Q-0دي أو ?���? §%.P دورا�� ��� ا�ÀR�D ھ�ZH Aرة JH ا�20د ?���-�;�ن ا

� دورا����? . J%.��-��/J? J ا�AاH ،¡h.� أP# >�ل، أن ?c #"6S%8 اθ  وd  �/�5 W�1O
jا �و�5/� ?/�"À، " ن اQ<jاd%�ت ا��-��%# . H.� ا�8,9 ا�����) )xD,yDو Q<)xC,yC (اd%�ت ;�?
�.�KDط }A, B, C, D { 6ات%L1-�). J/-P)xA,yA,ϕAB,θ,d أن QPQ20 81Pھ� �5/� �0م 6S-5"# ا

� ا��ي P-1.+ درO #P6< �1U%�6ض Q%cاً و>%Qاً H.� ا�-L1%6ات ��-�وھ/�ا " �§ J/-P ا�AKل أن ا
1,-�، ?-� AK� �D.S9Pل أن ھ�ا ا��oDم m +.1-P-,# در�Uت )K)xA,yA,ϕAB,xC,yC,ϕCD.# ا�,1# ا

#P62�  .?J ا

� ?J در�Uت .KP فAO ةQ<وا #P6< #U1.+ در-P ��;J/-P ،#?�H #9%1D أن �,�1D1 أن أي ?�
�&�ا  #P62�� در�Uت ا.K%O #P6< �1U1.+ در-P ���.�oDم QK-5ار درD%5 ،J%1U-� أي ?� #P62�ا

�). 2.3(وھ�ا ?� 1o<`? 80§ "� ا�K%K2# "� ا�ZS1%6 ا�Aارد �5�-�Sد�# . �oDم QK-5ار درU# وا>Qةا
�1�� " ��D �,1~%4 ا¨ن أن �,6U #L%X �1D1و6.5 ��.6و�0A5ت ا�-,Grubler #PA1و�5:  

�D�61ض أ�§ ��DPQ روA/? ً�PA1,? ً�0A5ن ?J . 2.1ا�<��Eة N  #.Xو)#.XA; رضCا QS0 *%<( ،
 J/%��، و�%/J  JوX��-.� �./��.XA.# رfi  8cھA ا�QSد ا #P62��1�� " ن درi . #UھA درU# ا��5
 #P62��1�%# dofا��%L# ا��-%/��%�م ا�6وA5ت 6PQK0 J/-Pھ� ?J ا:  

��� = 3� − 1� − "�3 − �#�$
#%&  
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��� = 3� − 1 − '� + " �#
$

#%&                        �2.10� 

�ل L2.1ا�� .t;وا��� =>�uم ا���u�����uم ا��wrت ا����E� و�������:  

 �/����DPQ ?%/��%�م ا�XA`ت ا��H�56 ا�-J%Z "� ا J/%�)2.5 )a .(( يA1,-�ھ�ا ا�-%/��%�م ا
1�.# "%-� K.L? #K.< #./�? �&D%5# ?�6دة ) وا>Qة ?D&� ھ� اCرض(?/Aن ?J أر45 وX`ت ?

� دورا�%#X��? #S5ط# أر�OA5 . �PAS15N = 4 ,J = 4  وfi = 1  *%<i = 1,…,4  #L%X �"
  .ا�-,Q9� #PA1 أن ?%/��%�م ا�XA`ت ا�P �H�56-1.+ درP6< #U# وا>Qة "6UGrubler °Kو6.5 

 �/���K# وا�-6"� ا�-J%Z "� ا�D-�ا�-%/��%�م ) b ((J%1KP6~5 §.%.20 J/-P) :1( 2.5(?%/��%�م ا
-0 Q<وا ��� دورا�%# و?�X��? #d`d J? W�µ? ديQ)J = 4  ةQ<وا #P6< #Uذات در �&D? �و;

fi = 1( ت`Xوأر45 و ،)N = 4 #.XA; رضCا #D-!1? .( أو)2 ( J? W�µ? م�%��/%-�أن ا
 J%%دورا� J%.��?)fi = 1 ( 7;6? ��� ) RP )fi = 2و?���-�ھRP  J%5 7%;60 A>%* ا

� دورا�� وآQ-0 6mدي، وd`ث وX`ت ��?)N = 3 ر أ�Z1H^�5 �mC4 ا? J%5 ��P ���-�ن ا
°K" J%-,U .(ةQ<وا #P6< #Uدر +.-P م�%��/%-��2�J%1 " ن ا�  ."� ;` ا

  

 �/���K# وا�-b (�"6(?%/��%�م ا�XA`ت ا�a ( �H�56: (2.5ا�D-�  .?%/��%�م ا

�ل L!=. 2.2ا����	ا��< =!��Mت ا����u���  :�_x ا����

��2Dول ا¨ن 6U #L%X �%Z~0و6.5 Grubler ا �.H #PA1,-��J? QPQS ا�-%/��%�?�ت ا�-,PA1# ا
 �/���5 #%Z-�  ). 2.6(ا�PQ%.K1# ا
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 �/��?%/��%�م ا�XA`ت ) c. (?%/��%�م ا�XA`ت ا�@-�Ok) .b (�O.,.# وX`ت QH #%.,.,0دھ� a (: (2.6ا
 �OاQ,�  .Watt?%/��%�ك ا�XA`ت ا�,QاStephenson) .d ( �Oا

� O.,.# ا�XA`ت ا�-,PA1# ا�1,.,.%# ذUأ J? دQS��  kات ا/��وھa( ،)N = k + 1  A("� ا
#.XA; رضCر ا�Z1H�5 +�� QH( ،J = 4د ا�XA`ت �mC�5 وذX��? ھ� �X��-�، وCن ;� ا

 ��1�� " ن ;���  :و�5�+ A/Pن. fi = 1دورا�%#، �5� = 3��, + 1� − 1 − ,� + , = , 

 �/���-%/��%�م ا�XA`ت ا�@-��O ;-� "� ا #Z,D�، )X`ت ?4 اCرضأر45 وb( ،N = 5 )(و�5
J = 5 �� ھ� دورا�%# " ن ;X��-���  :، و?fi = 1§D، و5-� أن U-%4 ا� = 3�5 − 1 − 5� + 5 = 2 

� ?%/��%�م Uأ J?وStephenson  �/���c( �DPQ(ا�,Qا�O ا�XA`ت ;-� "� ا ،N = 6 ،J = 7 
�1�� fi = 1و ��9-%4 ا�XA`ت، و�5:  ��� = 3�6 − 1 − 7� + 7 = 1 

� ?%/��%�م Uأ J? ،ً6ا%mوأWatt  �/���d( �DPQ(ا�,Qا�O ا�XA`ت ;-� "� ا ،N = 6 ،J = 7 
� U-%4 ا�XA`ت، "Ñ<`D أ�§ Z�P§ ?%/��%�م  fi = 1و Uأ J?Stephenson §D?و:  ��� = 3�6 − 1 − 7� + 7 = 1 
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�ل L2.3ا�� .��=cS�� �r�D� �	��! �ٍ�M� مu���� Overlapping Joints:  

�5 ¡hA-���DPQ ا�-%/��%�م ا�-,A1ي ا J/%� �/��و�`>Ñ ھ�D أن ھ�Dك QHد ?J ا�~6ق ). 2.7(
" ذا أ?/J ا�Z1Hر . J/-PGrubler أن AK0د�� �-6S"# >6;%# ا�-%/��%�م Q@1O�5ام 6U #L%Xو6.5 

 4ZO J? نA/1P م�%��/%-�� H.� أ�&� إ?� أن A/0ن دورا�%# أو Q-0دQDH ،#Pھ� " ن اX��-�U-%4 ا
� دورا�%#، و?�)N = 7(وX`ت X��? ن�-dدي، وQ-0 Q<وا �� . #d`d ك�Dأن ھ Ñ<`و�

J%-%�5� "� �K~# وا>Qة H.� ا�K10 م�,Uأ . °K" J%-,U J%5 ��P ���-�و79P ا��1;%6 ھ�D أن ا
 �" J/�� دورا�� وا>Q، و��? >%� Aط4 ھ�ه ھ�K1�� K� QDH~# ا��-��1�� " ن ا�^a%6، و�5

�-&!S5 �.H J%Z;61ا? J%%دورا� J%.��? JH رة�ZH Aھ #K%K2�و�5�L%X �" �PAS1# . ا��SZ ا
��  :6UGrublerو6.5 � = 3�8 − 1 − 9� = 9�1� = 3 

� ?K� 4~# ا��K1ط4 �1-�� ا�Qورا�� ا�Q-1دي اX��-�وJ? ً^Q5 ذ�+، " �§ J/-P ا�6oD إ�� زوج ا
#P6< �1UرQ5 Q<وا ���2�# " ن QHد ا�XA`ت ھH +.0 . A.� أ�§ ?��، ?N = 7 4و"� ھ�ه ا

� و>�� دورا�%# و?�X��? �O 6.56وU #L%X 7,<و ،#PدQ-0دورا�%# و #P6< �1Uذي در Q%
Grubler Q9� 6ىm6ة أ?:  ��� = 3�7 − 1 − 9� + 6�1� + 1�2� = 3 

  

 �/���.%J%Z;6? J: 2.7ا�? 4? Aٍ1,? م�%��/%?.  

�ل اL��2.4 . �	و��` =Z�rGrubler  ذة�  :Singularitiesوا���{ت ا�|

��DPQ ?%/��%�م ا�XA`ت ا�-A1ازي اhC`ع   J/%�Parallelogram  �/�� 2.8(ا�-J%Z "� ا
)a .(( �DPQ� �DوھN = 5 ،J = 6  وfi = 1  6.56وU #L%X 7,25ت، و`XA��9-%4 اGrubler 

 �/���&�ا ا�-%/��%�م �5 7,20 #P62�و?J ا�-A.Sم " ن أي . 0 = 6+(6-1-5)3" ن درU# ا
 ً�$O�U ً�-,U ره�Z1Hا J/-P #?وQS? #P6< #U1.+ در-P م�%��/%? ./�J "� >�ل ;��� ا�XA`ت و

 °m �.H �-&D? �; �X��-�ا�-A1ازP# "� ھ�ا ا�-%/��%�م �&� ��< ا�~Aل، وA/P *%25ن X�� ا
�، " ن ا�-%/��%�م "� ا�P #K%K2,1~%4 ا�621ك Q5رP6< #U# وا>Qة/���5 ¡hA? Aھ �-; Q<وا.  
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 �/��  .`ت ا�@-��o� J%1$%&5 �O?%# و�Rذة?%/��%�م ا�b (XA(?%/��%�م ا�XA`ت ا�-A1ازي اhC`ع ) a: (2.8ا

 �/��إذا ;�ن )). b( 2.8(و"� >��# ?-�Q20 #.dث "� ?%/��%�م ا�XA`ت ا�@-��O ا�-J%Z "� ا
 ¡-,P ي ;�ن��1�.%C�5 Jرض J%15�d، " ن ا�-%/��%�م ا�@-��O ا�XA`ت وا-��.%J ا�-�ا

ÀO�U ��Z¡ ;8,9 أو ھ%/P فAO #P6< �1UرQ5 .أ #o<`-��§ إذا ;��� ا�J%1.XA و�/79P J ا
 �.H درة�c ت`XA��، " ن ھ�ه ا/��1�W ?61ا;S5 �.H J1%Z!&-� ا��SZ ;-� ھA "� اD-�"� ا

J%90�D��.%J ا�-61ا;J%Z ا�-�و�5�~4Z، طAل ا�XA`ت 79P أن . ا�62;# ا�Qورا�%# A< #P625ل ا
�D/-? ًھ%$# ?� أ?6ا �.H م�%��/%-�ا Z�0 80%� زوج آJ? 6m وإذ. 81P ا1m%�ره AUA5 ¡-,0 #KP6~5د ا

4cA1? Aھ �-; ً�$O�U ً`/%ھ ¡Z�%O م�%��/%-�� " ن اX��-�  .ا

�1�� " ن 6U #L%Xو6.5 ��2�J%1 ا�Grubler  80 �1و�5�^ 1,0~%4 0-%%� ا��2^ت ا���ذة ;&�J%0 ا
�-&2%hA0 . �" #R�D�وھ��0ن ا��oھ�06ن ھ-� ?J اH #.�?C.� ا��2^ت ا���ذة ��!�ء ا�&%$#  ا

�/%?���? �/�5 QS5 �-%" �&DH *PQ2�� ا�-K.L#، وا�O �1%81 اO`,�  .�%�?�ت ا

�~�= Z�rGrubler= `�و�	� HDت ا��  :�	�و���

� وWX ا�-4cA وا^�90ه �AUA? 7.X 8,9د "� Uأ J? 0.�م #.K1,? ت^A21? �O 8 أن.S� �D.;
�6U #L%X �D9و6.5 �H Qc �!? �-%" �D;6اغ، و��� ا�-%/��%� GrublerاUأ J?#PA1,-�. ?�ت ا

 +.1-P ���-5 �-&!S5 4? J%.�1? J%%a6ا" J%Z.X J%-,U �DPQ�درk  ،#P6< #Uا¨ن إذا ;�ن 
�1�� " ن ��512-(6-k) = 6+k  ء�!" W%XA0 �Uأ J? #5A.~? نA/0 #.K1,-�?J ا��Zرا?61ات ا

#$%&�� ا�6و�0A5ت ا�� Grublerوا1H-�داً H.� ھ�ه ا�-`>o#، " ن 6U #L%Xو6.5 . اUأ J? #%u�!
���1�� ا/��  :J/-P أن �5 71/0

�  D-!1?( ،J# اCرض(و5N  #.X�6ض أن ��DPQ روJ? ً��A/? ً�%u�!" ً�0A5 . 2.2ا�<��Eة ��?
) J? #-c6?1  ���  J ( *%<fiإ��-.� #P62��.6وA5ت J/-P أن . iھ� درU# ا #P62�" ن درU# ا

�%L# ا¨#%0�  :QK0ر 1H^�5-�د H.� ا

��� = 6� − 1� − "�6 − �#�$
#%&  
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��� = 6� − 1 − '� + " �#
$

#%&                    �2.11� 

�.-%/��%�?�ت ا��!�u%# أو ا��6ا79P #%a أن ^ Grubler  81Pو79P أن �ADه أن 6U #L%Xو6.5 
>/S��5 >/S�وAOف ��S5 �.P �-%" Âc�D اC?�.# . اQ@1Oا?&� H.� ا�-%/��%�?�ت ا�-,PA1#، وا

  .ا��!�JH #%u ا�6و�0A5ت

�ل اL��2.5 . ارت���\ =C��–  ف�`Stewart – Gough:  

 �/���5 #2hA-��# اD-��.62;#، ) 2.9(ھ�ه ا #.5�c 6%a #15�d #%.�,�?/J%0QH�c J? #�A، ا�QH�Kة ا
 ً�c�O �&D? ةQ<وا �و;� �Oق . وا�PA.S# ?621;# و?1�.# 5,� أذرع ذات D5%# 0,.,.%# و0,-� ;

��� �Hم و?���? J? نA/10  6وي; ��إن ا�QSد . ?H #Z06.� ھ�ا ا�Q-0)UPS (�,Dدي و?�
�.XA`ت  �./�"� . N = 14ھA ) 5-�"� ذ�+ ا�QH�Kة ا�,�.%# وا��e; 6Z1S0 �1&� وX.# اCرض(ا

 #?�H �X��? �O ك�Dھ #�D-�� ?P �&D-1.+ درP6< �1U# (ھ�ه ا;fi = 2( �X��? �Oو ،
 #PدQ-0) ةQ<وا #P6< #U1.+ در-P �&D? �;fi = 1( #P6و; �X��? �Oث (، و`d +.1-P �&D? �;

 #P62�� ا�/.� ھfi = 3 .( Aدر�Uت ?J اX��-��PAS15 ھ�ه ا�J =18 . #L%X �" 8%KوQHد ا
��  :ا��!�6UGrubler Q9� #%uو6.5 � = 6�14 − 1 − 18� + 6�1� + 6�2� + 6�3� = 6 

  

 �/���# A%1Oارت : 2.9اD?–  فAUStewart – Gough.  

�# A%1OاD? ذج�-� �S5 �" فAU رتStewart – Gough  J/-P #?�S�� ا�,1# اX��-�" ن ا
#P6و; �X��? �,5 �&DH #h�S1O^6و6.5 . اU #L%XوGrubler  أن ���2�# �0%6 إ�"� ھ�ه ا

 +.1-P فAO م�%��/%-��/2X �&D%2#. درP6< #U# 12ا #$U��? نA/0 �-51%9# رD�>%* إن . وھ�ه ا
� اX��-�� ا��S?# واQ@1Oام اX��-�� اPQZ0 #%;62��/6وµ%O �&DH ً�hAH #Pدي إ�� ز�Pدة "� ا
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 �uاA1�� �Oق JH ط�P6 ا�,-�ح �.Qوران ا^/�Torsional Rotation ق�,�. >Aل ?A2ر ا
 #PA.S�وH.� ا�J? 8a6 وAUد ھ�ا ا�Qوران ا^�A1ا�u إ^ أ�§ ^ H 6dµP.� >6;# ا�QH�Kة ا

#;621-�  .ا

�ل L2.6ا�� . =C��UPU×3:  

%Z-�� إن ھ�ا ا�-��ل ا/���# ا��D�c�� �1ھ� "� ا�-��ل ا�,�J)2.10 ( ،�5 "� اD-��§ أD5 ً�!P%# ا
 �X��? #d`d امQ@1O�5 J/�1�.SZ5 J%1!&-� و? J1PQH�c ك�Dھ *%<UPU  #%D5 #$%ھ �.H

 ً�Hذرا �/�1� #%.,.,0 . Aت ھ`XA.� �./�� �H?#، وd`ث . N = 8إن ا�QSد اX��? �O ك�Dوھ
S�� Q-0دA/P *%25 #Pن اX��? Aھ �X��-.� �./�و�5�6U #L%X �" �PAS1وQJ = 9 . 6.5د ا

Grubler Q9�:  ��� = 6�8 − 1 − 9� + 3�1� + 6�2� = 3 

�%6U #Lو6.5 � ً�K"و #P62��1�� " �&�ا ا�-%/��%�م d +.1-P`ث در�Uت ?J ا��/Grubler Jو�5 ،
 #L%X J/-10 8� #%"�hإ #P6< ت�Uد درAUو JH W�/P م�%��/%-��&�ا ا e�D-ُ�6Uو6.5 ا�A-Dذج ا

Grubler �&5 µZD1�� ھ�ه ا��2^ت "%-� J? .QS5 ا�? Âc�DDOو.  

  

 �/���#  : 2.10اD?UPU×3.  

2.2.2. =Iء ا����H; ��r��:  

� ��Kط ا�6وA5ت، ; 4cA-� �?�/���1D;6 أن WP6S0 ھ%$# ا�6وA5ت ھ�ZH Aرة JH ا�W%XA1 ا
#$%&�� X 8,U.7 ?. و?HA-9# ا�&%$�ت �6وA5ت �0/� ?� P,-� 5�!�ء اUأ J-" ن " ،Q%<و Aٍ1,

 #.K1,? ت�%dاQ<إ #d`d QPQ20 �P6ط JH �?�; �/�5 x@�0 أن J/-P §1$%ھ)x,y,θ( *%< ،
(x,y) ϵ R  وθ ϵ [0,2π] . ت�%dاQ<jد، وا�S5Cا �d`d #9%1D�ھ� ) x,y,θ("�!�ء ا�&%$# A/Pن �5

� W%XA0 ھ. 65Explicitا?61ات W%XA0 وا2h# و?Q2دة Uأ J? �DD/-P ،+�%$# وJ? ً^Q5 ذ
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 ��? §D? J%1~KD�و ) A/0 *%25 ،)xA,yAن اQ<jاd%�ت Bو  Aا�8,9 أن �@�1ر إ>Qاd%�ت 
)xB,yB (7%061��.A/%O 7ن. H.� ا��&�ا ا�8,9 ا Q%K��1�� " ن ا�  :و�5

��	
 + 	��
 + ��
 + ���
 = �
�              (2.12) 

 QSZ��%,� ?,K1.#ھ�5�d A، وھ�ا dAB SP>%* أن ا #K5�,�و5&�ا " ن . �D أن  اCرS5# إ>Qاd%�ت ا
 #���!�ء ا�&%$# Implicitھ� �D-h W%XA0 ) 2.12(ا�-�Sد . ��.6و�0A5ت �5/ #$%&�إن "!�ء ا

�D-!�� ا�-��H . ،#<A1م �Hدة AUA5 ¡-,0د ;` ا�%XA1�J%، ا�-Q2د ا�Aاh¡ واO`,��# ا�< �"
A�� "!�ء ا�&%$# JH �~S0 طL1? �P6%6ات " ن �5را?61ات ا�W%XA1 ا�-Q2دة واUأ J? #2hا

�X��-�� ? #,.O�A� J? #PA1,? #<A1ع . اUأ J-"2R )J%%دورا� J%.��? +.1-0 ( �/��;-� "� ا
� ا�Qورا�%# )2.11(X��-�� ا�-4cA و ا^�90ه �.q1,q2 (J%1.XA(، " ن c%8 ا?�; �. Q20د �5/

 Aھ #��2� Torusوا��ي J/-P أن H 6&oP.� ط�رة  ،[0,2π]×[0,2π]و"!�ء ا�&%$# "� ھ�ه ا
 QSZ�� ?,~¡ RDoughnut~%6ة ا�Qو��ت (u�Dd%# ا/�5 J/� ( �/��). 2.11(وا�-D%Z# "� ا

�، " �§ �D��/? 5 "6د /��و�`>Ñ أ�§ c QDH~4 ا�~�رة H.� طAل ا�@~%J ا�J%K?�L ا�-J%2hA "� ا
  ").رة ا�-,~2#ا�~�"P,-� 5ـ(ھ�ه ا�~�رة  H.� ھ%$# ?,1~%� ) ;ZS1%6 ?�9زي(

  

 �/���.%J دورا�%%J : 2.11ا�? +.1-P ��-%/��%�م ?1,., #$%&�  .2R"!�ء ا

 #K.L-�� اO`,�� اUأ J?أو أ;�6(و #K.L? #K.< �.H #PA12-�، " �§ �Hدة ?�81P )وھ� ا�6و�0A5ت ا
 #2hاA�2�Aل H.� ا�6Zا?61ات ا��، أ?� ا&Oأ �/�5 #%D-!�2�Aل H.� ا�6Zا?61ات ا�ا

�� ?J? #HA-9 ا�-�Sد^ت a%6 ا�@~%#ا�-Q2دة < 1~.7P �& . رس ?%/��%�مQD� +�و;-��ل H.� ذ
 �/��و"� ا�K%K2#، إن . ، وا��ي P-1.+ درP6< #U# وا>Qة)2.12(ا�XA`ت ا��H�56 ا�-J%Z "� ا

� �S? #d`dد^ت /R �.H �&DH 6%ZS1�� >.J/-P #K.L? #K ا/�P ً�-uدا �H�56�?%/��%�م ا�XA`ت ا
���1��;:  3& cos 4& + 3
 cos�4& + 4
� + ⋯ + 36 cos�4& + ⋯ + 46� = 0 3& + sin 4& + 3
 sin�4& + 4
� + ⋯ + 36 sin�4& + ⋯ + 46� = 0 
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4& + 4
 + 47 + 46 + 8 = 0 

�5�6oD إ�� ?%/��%�م ا�XA`ت �&%.H لA�2�ا�H �H�56.� أ�§ ?%/��%�م  وھ�ه ا�-�Sد^ت J/-P ا
� دورا�%#، >%*X��? #S5رe5 �.,.,0) :i ( #.XA�) ii(ھ� داH #KZ~D? ً�-u.� ا�-QZأ،  P�&�L4# ا

 #.XA�  .ھA داu-�ً أ"L4 �Kا�90ه ا

#K.L-�� ا�-�S-5 #K.Lد^ت ا�K.2# اO`,�"-J . و0,-� ھ�ه ا�-�Sد^ت �5/� �Hم "� ?%/��%�?�ت ا
� ?%/��%�م ا�XA`ت اUأ���H�56 ھ�ا "&� �S? #d`d J? #HA-9-5 �~S0د^ت وe5رS5# ?�9ھ% .

 �H�5ي رQS5 ء�!" �" ً�%D2D? �/�0 �Dل ھA.2��(و?HA-9# اX��-��QSد ا ً�SZ0 ( WXA?
�5�6Zا?61ات )θ1,…,θ4(م�%��/%-��&�ا ا #$%&�  .، و�0/� "!�ء ا

�ء ا�&%$# J/-P أن 81P و�.6و�0A5ت �5/� �Hم وا�-K.L? #K.< �.H #PA12# أو أ;�6، " ن "!
�/��  :%XA0��S-5 ً�%D-h §د^ت ا�K.2# ا�-K.L# ذات ا

9�4� = :9&�4&, … , 4<�⋮9>�4&, … , 4<�? = 0         �2.13� 

، وھ�ه ا�J? #.%/�1 ا�-�Sد^ت �&�ه ا�-%/��%�?�ت ا�-�SR JH 6ZS0 #K.Lع θ ϵ Rn>%* أن 
�، و X��-.���S? J? Wد^ت ?,QH #.K1دھ�  g : Rn → Rkا�-L1%6ات e10 #HA-9? وھ�k ،

 *%<k ≤ n . #%?A�A�Aداً ھA%c �-,0 دA%K�� ھ�ه ا�?Holonomic )#?�0 ًداA%c و"!�ء ). أي
 #Z06-�� QS1? ¡~Oد ا�S5Cد ?J ا/R  �.H §� 6oDP أن +��5 J/-P �Dھ #$%&�J-h ا�-�9ل  n-kا

Rn.  

2.2.3.  =����;�Dcا�<��د ا�Pfaffian Constrains: 

 #K.L? #.,.O �0ً ذيA5رو �DPQ��D�61ض أن Closed Chain  #K.L-��§ �S? #.-Uد^ت ا�K.2# ا
g(θ) = 0 *%< ،g : Rn → Rk أي ،J?�.� #S5�0  #;6< #�، و�D�61ض أن ھ�ا ا�6وA5ت "� >�

�ـ  g(θ(t)) = 0و?D§ و�K1R�5ق ط6"� ا�-�Sد�# . θ(t)أن  #Z,D��5t Q9�:  

��� 9@4���A =
BC
CC
D�9&�4& �4�4E& + ⋯ + �9&�4< �4�4E<⋮�9>�4& �4�4E& + ⋯ + �9>�4< �4�4E<FG

GG
H

=
BC
CC
D�9&�4& �4� ⋯ �9&�4< �4�⋮ ⋱ ⋮�9>�4& �4� ⋯ �9>�4< �4�FG

GG
H

BCC
CD4E&⋮
4E<FGG

GH = �9�4 �4�4E = 0      �2.14� 
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 *%<θ ̇i  J?�.� #Z,D��5 �1�-��ـ  �0t%6 إ�� اθi و ،dg/dθ(θ) ϵ Rk×n و ،θ, θ ̇ ϵ Rn . J?و
 ���-.� #H6,�^J/-P أن A/Pن ا�Z1Hط%�ً، و�/79P J أن  θ ̇ ϵ Rnا�-�Sد�# أH`ه �Q9 أن �SRع ا

#��K2P:  �9�4 ا�-�Sد �4�4E = 0                  �2.15� 

 �.H دA%K�� ̇ θوا/��  :AOف �me0 ا

��4�4E = 0                      �2.16� 

 *%<A(θ) ϵ Rk×n  #%��%"��Z�0,-� �5�A%Kد اPfaffian Constrains . ق�K1Rأن ا ً�K5�O �DPورأ
 J?�.� #Z,D��5 #K.L-�� ھ�ه ا�A%Kدg(θ(t)) = 0 KPھ�S?t  Aد�# ا�K.2# ا�? ��و5�Aرة . Aد�� إ
 45�1.� 6oDP أن ��Q<C J/-P #,;�S?g(θ)  �، و�&�ا ا�,7Z " ن ا�A%Kد Hdg/dθ(θ).� أ�§ 0/�?

 �/��أو 0Integrable Constraints  �&1%-,0 J/-P,-� ا�A%Kد ا�-J?g(θ) = 0  #.?�/1 ھ�ا ا
 #?�1��5�A%Kد اHolonomic Constraints.  

� أJH �O�O ا�ADع ا��1م�6SDض ا¨ن �-~�ً /�5 W.1@0 �1��.A%Kد ا�Z��"%��%# وا 6m8 . آKD�و
 6~c W�� �&�Q10>6ج hA15r  ¡~O �.H%¡ ذ�+ ?m J`ل ?��ل، �D�61ض أن �AK� #S~c �DPQد 

 �/��  ).Aٍ1,?)2.13 ;-� "� ا

  

 �/��  .AK� #S~cد Q0>6ج Q5 Aٍ1,? ¡~O �.Hون ا��^ق: 2.13ا

إ>Qا1Z�? #%d# "� ?6;� ا�S~K# ا�A/P *%25 ،#PQKDن ?A2ر ا�Qوران و�D�61ض وAUد U-.# ?�2ور 
وCن U-.# ا�-�2ور اQ<jاS~c �.H #1Z�? #%d# ا�AKDد، " ن ا�-A2ر .  xداu-�ً ?91&�ً �90�5ه ا�-A2ر 

y  رA2-�D5�< ا�-QSل >%* �P/`ن "%-� �H�~c �-&D%5ً وھ�ا  QPxوران >Aل ا�-A2ر  zو ا
S-�وDO�61ض أن S~c# ا�AKDد �KZ0 داA-H ً�-uدH #P.� ا�,~¡ . Qل أP!�ً ا�K~�ع QPور D5�< ا

�5�8,9 ھ� داx  ً�-u>%* أن ا�-A2ر (ا�-,A1ي  #K.S1-��9-.# ا�-�2ور اQ<jاd%# ا #PQKD��.S~K# ا
¡~,.� #PازA?.(  
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� ھ%$# ?�; �/�5 W�D�� إ�� أر45 �5را?61ات cCا �.H �12ج� �Dھ �D� " ،ت�%h6��J-h ھ�ه ا
#S~K�، وزاوP# ا^�90ه )x,y(وھ�ه ا��Zرا?61ات ھ� إ>Qاd%�ت �K~# ا�1`?< ?4 ا�,~¡ . ا�PQKD# ا

ϕ ورانQ�� ( θ، وزاوP# ا/���1�� ھ� �ZHرة )). 2.13(ا�6o ا��S~K# ا�AKDد ھ�ه �5 #$%&�و"!�ء ا
 JHR2×T2 *%< ،T2  �Pوا��. θو ϕھ�ZH Aرة JH ط�رة u�Dd%# ا�S5Cد %XA0 81P�m J? �&`ل ا

  .!�ء ا�&%$# ھ�ا ھA ر�H�5 ا�S5Cدو"

� رA; #K%K< JH �h�Pن S~c# ا�AKDد Q10>6ج Q5ون وAUد ا��^ق/6% �5ZS1��8KD ا¨ن �5 . #S~c
، A2� #H6,5 اC?�م QK0ر )cosϕ, sinϕ(ا�AKDد 79P أن Q10>6ج داu-�ً "� ا^�90ه ا�-Q2د 5ـ 

�5�-QKار  �~S0rθ ̇:  

J	E�E K = L4E Jcos �sin �K                             �2.17� 

 Q%<ع و�SR #L%�5 #$%&�، " ن QH Q%cم q=(x,y,ϕθ) ϵ R2×T2وU 4-95-%4 إ>Qاd%�ت "!�ء ا
���1�� ا/���5 §DH 6%ZS1�  :ا^��^ق "� ا�-�Sد�# أH`ه J/-P ا

J1 0 0 −L cos M70 1 0 −L sin M7 K ME = 0                       �2.18� 

 �/��  .A(q) q ̇ = 0 ،A(q) ϵ R2×4وھA أJ? �1�? Q%c ً�!P ا

 �Uأ J? §�C +��%< ?1/�?`ً، ذ Q%K��%< ھ�Dك أي )2.18(ا�-S~�ة �5�-�Sد�#  A(q)إن ھ�ا ا ،
و�6SDف ا�,79P §� " ،7Z أن A/Pن . A/P *%25dg/q=A(q)ن   �K1R^ #%.5�cg : R2 → R4ق 

R`� �5�c 45�1��1�� �1q1(q)ق ھ�Dك وAUد �&�K2P *%25:  �9&�M ا = 1 → 9&�M� = M& + ℎ&�M
, M7, M6� 

�9&�M
 = 0 → 9&�M� = ℎ
�M&, M7, M6� 

�9&�M7 = 0 → 9&�M� = ℎ7�M&, M
, M6� 

�9&�M6 = −L cos M7 → 9&�M� = −LM6 cos M7 + ℎ6�M&, M
, M7� 

� أي 45�0 Uأ J? +��`�K1Rق �5�C #Z,Dي ?L1? J%6ا0&�، وhi  *%<i=1,…,4  QS5 Q9DOوذ �5�c
 45�1.� >%� g2(q)وQ9� #.d�-? #KP6~5 أن . وAUد �K2P *%25 ا^�K1Rق ذاك g1(q)ا�x%2-1 أ�§ 

" ���1��5 ،ً�!Pد أAUA? 6%a #��) 2.18( ن ا�Q%K ا�-AUAد "� ا�-�Sد?�/1.� �5�c 6%a Aھ . Q%K�إن ا
�5�a Q%K%6 ا��1م  ً�!Pأ �HQP �?�/1.� �5�c 6%L�و?�� . nonholonomic Constaintا�Z��"%��� ا

ھ�ه ا�A%Kد QDH 6&o0 دراQH #Oد ?J ا�6و�0A5ت  ا�Q0 �1ور >Aل إ?/��%# ا�Q1>6ج Q5ون إ��^ق، 
�56S# ذات 9H`تو?��ل H.� ذ�+ در �/%0�-D%/�� ا%.21�  . اO# ا
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�ء ا����=  .2.2.4H;Task Space: 

QDOرس "� ?��HA� �.Pً آJ? 6m ا^X~`ح JH ط�P6 ?��ل QPور >Aل ?%/��%�م روA5ت ذي 
 J%دورا� J%.��? J? نA/? #<A1�? #.,.O2R ) �/��و�D�61ض أن ا�a .(( #P�&D( 2.14(ا�6o ا

 #.?�S�إن ا�-J-h #K~D ا�-,A1ي وا��1 . ~6ف ?J ھ�ا ا�-%/��%�مھ� �K~# ا� End Effectorا
 #-&-�، أو 0,-� "!�ء PTask Space,1~%4 ھ�ا ا�~6ف ا�AXAل إ�%&� 0,-� "!�ء أو ?�9ل ا

 �-S�إن "!�ء ا�-&-# QH J/-Pه H.� أ�§ "!�ء . ، �-%/��%�م ا�,.,.# ا�-�Workspace#<A1ا
#.?�S��.P�&D# ا #Z,D��5 #$%&��.6وA5ت >%* أن أي �J? #~K "!�ء وھ1P A-%� . ا #$%&�JH "!�ء ا

 J? §ٍ1D? 6%a اً أوQU 6%Z; دQH +��Dت، وھA56و.� #.?�/��QPQ21 ا�&%$# ا  #5A.~? 6%a ھ� #-&-�ا
#-&-�� و8O60 ��< "!�ء ا/�1 �0�  .ھ%$�ت ا�6وA5ت ا

&-��&-� "!�ء ھ%$# ?@JH W.1 ا¨6m أن A/Pن �&-� ��< "!�ء ا J%?���/%-� J/-Pو;-��ل . -#و
�.6وA5ت و�8KD 5 ھ-�ل  #.?�S��D�61ض أن ط6ف ا�-%/��%�م ھ�ZH Aرة JH ا�P�&D# ا ،+�H.� ذ

�.%Orientatios Jا�90ھ�0&� �? §� #<A1�? #.,.O ذي Aٍ1,? م���/%-� #Z,D�، ",Ñ<`D أ�§ �5
 J%%2دورا�R  وي�,P لA~5 J%1.X3وو#d`d §� #<A1�? #.,.O 6 ذيmآAٍ1,? م�%��/%-� ، و

� دورا�%# X��?3R  وي�,P لA~5 ت`Xث و`d §�� ( 2و/��، �`>Ñ أ�&-� ))b( 2.14ا�6o ا
#$%&�  .P-./�ن ��< "!�ء ا�-&-# H.� ا�J? 8a6 ا^1m`ف "%-� J? �-&D%5 >%* "!�ء ا

  

 �/���6و�0A5ت ?HAD1#: 2.14ا #-&-�روA5ت ?,Aٍ1 ذو ? #.,.O�A/? #<A1ن ?a ( J: (أ?�.# JH "!�ءات ا
.��? J%%دورا� J%2R  )b ( #%دورا� �X��? ث`d J? نA/? #<A1�? #.,.O ذو Aٍ1,? تA53روR )c ( تA5رو

 J%%دورا� J%.��? J? نA/? �u�!"2R )d ( §%UA1��8(?%/��%�م اS-�� دورا�%# ) اX��? #d`d J? نA/-�  .3Rا
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��&-� ��< "!�ء ا�&%$# J/-P أن A/Pن  J%?���/%? أن أي ً�!Pل أAK�&-� "!��u ?&-# و�DD/-P ا
J%�.1@? . ،�&�� ا^�90ھ�ت -&D�� ا�-��ل، �D�61ض أن �K~# ا�~6ف ھ� ا�P�&D# ا��S?.# و%ZO �.S"

 J%%دورا� J%.��? J? نA/-��  Ñ<`D,"2R أن ?%/��%�م ا�,.,# ا�-�A1># ا/��وا�-hA¡ "� ا
)2.14 )a ((.,�,.# ا�-�P #<A1-1.+ "!�ء ?&-# H.� ھ%$# 6cص ?,J%< �" ،Aٍ1 أن ?%/��%�م ا

 J%%دورا� J%.��? ً�!Pي أA12P ي���  2Rا/��P-1.+ "!�ء ?&-# )) c( 2.14(وا�-hA¡ "� ا
� ;6ة/R �.H . �X��? #d`d �.H يA12-�وd�-? #KP6~5.#، " ن ?%/��%�م ا�,.,.# ا�-�A1># ا

�  3Rدورا�%# /��� 6cص ?,J%< �" ،Aٍ1 أن )) b( 2.14(;-� "� ا/R �.H #-&? 1.+ "!�ء-P
� دورا�%# X��? #d`d �.H يA12P ي���  3R?%/��%�م ا�,.,.# ا�-�A1># ا/��وا�-J%Z "� ا

)2.14 )d ((ء�!��� ا^�90ھ�ت ا�--/D# "� ا; �-�P #-&? 1.+ "!�ء-P.  

�ل Lرو��ت . 2.7ا��SCARA  ��|ا� �; Y�c2.15(ا��:(  

  

 �/��  SCARAروA5ت : 2.15ا

`d J? نA/? #<A1�? #.,.O ت ذوA5رو Aوھ Q<دي واQ-0 ��� دورا�%# و?�X��? #dRRRP 
�Kو� °K� #.%OA;  4Oوا ��&�ا ا�6وA5ت J/-P أن WXA0 . وا�-,Q@1م �5/ #.?�S�إن ھ%$# ا�P�&D# ا

 #S5رCرا?61ات ا�Z�� JH ط�P6 ا?�; �/�5)x,y,z,ϕ( *%< ،)x,y,z ( ت�%dاQ<jا ���0%6 إ
�.P�&D# ا��S?.#، و  �;6-��.6وA5ت "�  ϕا�PQ/�ر#%0 �-K� 4cA~# ا #.?�S��0%6 إ�� ا�90ه ا�P�&D# ا

�§ ھx-y . Aا�-,A1ي  #-&-�  .R3×[0,2π]و?D§ " ن "!�ء ا

�ل Lور رو�. 2.8ا����� �E��r ت�Manipulator  =����r دوراD� �\ ذو �\���6R:  

 �/���5 J%Z? A² ;-� ھZ�). 2.16(ھ�ا ا�6وA5ت J/-P أن APظ�K%Z~0 �" Wت H-.%�ت ا�Qھ�ن �5
�§A/0ن " #.?�S�إن ا��ي A . 8&Pھ# ²5 ا�Qھ�ن ?A56ط# 5~6ف ا�6وA5ت وJ/-P ا�Z1Hرھ� ا�P�&D# ا
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"� ھ�ا ا�6وA5ت ھ6S? A"# اQ<jاd%�ت ا�PQ/�ر#%0 ��Aھ# ا��hj�5 ²Z"# إ�� ?6S"# ا^�90ه ا��ي 
#-&? 6%a �&" #ھA���+ W%XA0 J/-P ھ%$# ا��Aھ# . 81P "%§ ا�²Z، أ?� ا�Qورا��ت >Aل ?A2ر ا�� 

� QPQ20 ا�-4cA ا�PQ/�ر�0 �.�Aھ#، واQ<jاd%�ت ا�/6وQ@1O�5)x,y,z ( #Pام m-,# إ>Qاd%�ت Uأ J?
)θ,ϕ (²Z�� وWX ا^�90ه ا��ي AK0م 5§ ا��Aھ# �5Uأ J? . ت�%dاQ<jو>%* أن ا)θ,ϕ ( WXA0

 #PQ<اA�، " ن W%XA0 "!�ء ا�-&-# J/-P أن J-hR3 �~SP ا�-�9ل  Unit Sphareا�/6ة ا
�5�-�9ل R3×S2 *%< ،S2  �9ل-�  .�0R2%6 إ�� ا�/6ة ا�Aا>u�Dd #PQ%# ا�J-h QSZ ا

  

 �/��� ا�Qھ�ن �5�²Z: 2.16اUأ J? تA5ر  
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*����� ا���  ا

�M�	� ������Mا� ��	ا���  

Grasp Statics  

 

 �/��و�DD/-P أن . Q%K? ً�PA1,? ً�Z.X ً�-,U 6&oPاً J? #HA-95 أر�O�-0 #S5ت �K~%#) 3.1(ا
�%@1�  ،8,9�أن ھ�ه ا��O�-1ت ا�KD~%# اCرH #S5.� أ�&� اط6اف أ45�X ا�%Q وا�AK0 �1م 5-,+ ا

 +,-�1�Aر J/-P أن �~.� H.%§ ا8O ا�� ھ�ا ا�?Grasp .���1�?J : و�8KD ا¨ن 5~6ح ا�,µال ا
 �/���-,+ ا�Q@1O�5 8,9ام أر�O�-0 #S5ت �K~%#، أي )) b(و ) a( 3.1(ا�~J%1KP6 ا�-J%1D%Z "� ا

D? أن J/-P  #%ط�Z1Hا #%Uر�m وم�Hى وAc و?# إي�K? #%.5�c *%< J? ً6اراK1O6 ا�;Cا Aھ �-&
  H �Z~0.� ا�8,9 ا�--,Aك؟

وا��ي �D? �" 6&oPط� ا��O�-1ت،  Frictionو?J ا�Aاh¡ أ�§ "� >�ل وAUد de0%6 ا^>1/�ك 
 ً�<Ahع أ;�6 وAhA-�� اSU �.H QH�,P أن J/-P +�أ�§ ?J ا�--/J  و?J ا�PQZ&� ا�AKل. " ن ذ

 8,9� Q@1O�5Frictionlessام ��Kط 0-�س PQH-# ا^>1/�ك  Immobilizingأن �-4D >6;# ا
7O�D-�� ا/���5 #ShA1?د ;�فٍ وQS5 �DPQ��2�# PQH-# ا^>1/�ك A1? . #P�DS5"6ة �وAKDOم ا¨ن ا

� . أ;�6/��7Z,P  ، إن أي �Hم ?~A< �Zل ?6;� ا�J/-P 8,9 أن)a("�� ا�-,+ ا�-J%Z "� ا
 6L��?U J&# أ6mى، " ن ا�-,+ ا�-J%Z "� . "� ا�-,A1ي Infinitesimalدوران ?�D1هٍ "� ا

 �/��� أAc #Pى و�Hوم �mرb(#%U(ا-5.%# 20�c *%< J? �وإذا �D.%@0 اQZP ، . �.H 6?Cو أ"!
 8,9��L%6ة D%5&� وJ%5 ا�أ�§ Z�0 80%� ا��O�-1ت 4hA10 *%25 ?4 وAUد �S5 ا�@.�XAت ا

0 *%25 ¡�61��5 8,9.� ¡-,wiggle  �/��QZ%Oو أ;�c)a ( #%O�,< 6.%`ً، " ن ا�-,+ "� ا
�Èزا>�ت  #h6H 6�;ن أA/%O ا�&��.�Sوم وا�AKى ا�@�رU%#، وDisplacement  6%L�ا

 �/��8,9 �5�-�Kر�# ?4 ا�-,+  "� ا.�  ).Aa6?)bب "%&� 

  

 �/��PQH #%O) .c ( �1~KD5 Q%K? 7.X 8,U-# ا^>1/�كe5 Q%K? Aٍ1,? 7.X 8,UرA%c #S5د )b (�-0و a (: (3.1ا
�. 0-�س ?4 وAUد ا^>1/�ك�OC�9ذ5%# �90�5ه ا�  .6dµ0 ا

 J/P 8�وا¨ن �D�61ض أن ھ�ه ا��O�-1ت ھ� 5-��5# أط6اف أ45�X ا�%Q ا�U +,-0 �1,-�ً، " ذا 
4 25%* ھ�Dك وAUد �`>1/�ك "� ;� �K~# 0-�س، " ن أط6اف اD/-P 45�XC&� أن Ac �Z~0ى د"

أ?� إذا ;�ن ا^>1/�ك ?AUAداً، " ن أط6اف . A/0ن A-HدH #P.� أO~¡ ا��K� �" 8,9ط ا�1-�س
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اD/-P 45�XC&� ا¨ن أن Ac �Z~0ى "� ا�90ه A-H 6%aدي H.� اQ< J-h ¡~OCود زاوQ2? #Pد 
�ك ?QKار ھ�ه ا��اوQ-1SP #P ;-%# ا^>J? #O�K?)/1 ا��Dظ8 ا�A-Sد H.� ا�,~¡ "� �K~# ا�1-�س 

6Z;أ #Pاو��� أ;6Z، ;.-� ;��� ھ�ه اX�2��، "/.-� ;�ن ا^>1/�ك اX�2�وإذا ;��� أط6اف ). ا
 #%Uر�@��%Ac Qى "� أ?�;J ا�1-�س �K? 4%~1,0و?# ا�AKى أو ا��Sوم اA0 �.H درة�c 45�XCا

 Forceا�-~H #KZ.� ا��D� " ،8,9 �,1~%4 أن �AKل أن ا�8,9 واAc 6%de0 �20 4cى إa`ق
Closure ق`ajى اAK5 +,? JH رة�ZH ھ�ه ھ� +,-�. Force Closure Grasp، وH-.%# ا

� أP# أ?/��%# �62;# ا�AK� �D� " ،#.%21,? 8,9ل أن S90 *%25 #ShA1? 1-�س�وإذا ;��� ��Kط ا
4 "� >��#  إa`ق KP 8,9�  .Form Closureا

 #Sc6 واZ1S0 #K%K2�Ac 6%de0 �20ى اaj`ق، إن ;� >�^ت اaj`ق "� H-.%# ا�-,+ ھ� "� ا
 �/��� ا�-��ل، "� ا%ZO �.H ،ً�-u2%�2ً داX >%� >/S�، " ن إ�K� 4? J%SZXط 0-�س )3.1(�/J ا

� AUA5د de0%6 ا��9ذ#%5 %~1,-��(AUA5د ا>1/�ك 1,0~%4 أن 0-,+ ا�8,9 ا�OCا A2� 6ھ�%de0( ،
 45�XCى "� اAK��%Q اA0 JH #��A أن ا�-62;�ت ا�-,µو ،6mآ �DS-5 J? �"�/��QK0 8م ا�QKر ا

� J/-P أن H °K,P.� ا�J? 8a6 أن ا�-,+ Q2Pث Ac 6%de0 �20ى %~1,-�ا�AKة، " ن ا�8,9 ا
  .إa`ق

 �/�0  ً`S" ھ� +,-�� AOف �2Z* "� ا�~6ق ا�Q20 �1د "%-� إذا ;��� H-.%# ا���و"� ھ�ا ا
اUC,�م ا�QP6� �1 ?,/&�  و�D%.H 79P أن �J%S5 �me ا^�Z1Hر أن. Acى إa`ق H.� ا�8,9 أم ^

79P أن 81P ا>H �&5�,1.� أ�&� أU,�م Z.X#، و"H °K-.%�ت ا�-,+ ا�H �&1U�-� J/-P �1.� أ�&� 
وQZP Qcو ھ�ا �.Aھ.# اCو�� Q%%K0اً أو >�6اً . ?�K� J? #HA-9ط ا�1-�س AOف J%S5 �mµ0 ا^�Z1Hر

�.Qرا�SZ" ،#O أ�Aاع ا��O�-1ت )�#%2?�� ا��O�-1ت ا�@~%# أو ا~, ( �S5 �" ھ�QH J/-P
  . ا��K%Z~1ت H.� أ�&� ?�K� J? #HA-9ط ا�1-�س

 �/%0�1,�� ?6R�Z إ�� ?�Sد^ت ا�A1ازن ا/4 �5Z10 ق`ajى اAc 6%de0 �K20 �1�إن ا��6وط ا
�.AKى وا��Sوم . #��5�,µال JH وAUد >.Aل �.-�Sد x.@1P 6?Cا #P�&� �" ق`ajى اAc �و20.%

 °-D��.Qوران Ax = bا�@~%# ?J ا 6%de0 م إھ-�ل أيQH 4? ،)م�S�?&-� ;�ن ) ا�J? ÀR�D ا
� ھ�ZH Aرة LX . J? #HA-9? JH%6اً ���5�Aرة رu%,%# "� ھ�ا ا  §�و?� O%81 ا�AXAل 

�QPQ21 "%-� إذا ;��� H-.%# ا�-,+ Ac 6%de0 �20 4K0ى إa`ق أم  #%OQD&�ا6Ujاءات ا�5�,2%# و ا
^ .� #OراQ5 ����� H-.%�ت ا�-,+ PQH-# ا^>1/�ك وQZDOأ ھ�ا ا%.215 #HAZ1? 1-�س�-�ذج ا

  .وH-.%�ت ا�-,+ AUA5د ا^>1/�ك

�ت .3.1\��ذج ا�����: 

�AمA; نA��c �.H Q-1SDOو ،#Z.X م�,Uم ھ� أ�,UC4 ا%-U أن �D6ض ھ�ف �AO4 Coulomb 
�D�6ض أن ا�AKة . "� ا^>1/�ك �U�-D# ا�1-�س "� >��# ا^>1/�كf  �? #~K� �.H #KZ~? �" �-;

 �/���Aم ). 3.2(اA; نA��c 1-�س، " ن� Coulomb" ذا �8 ھ�Dك وAUد �`��^ق K� QDH~# ا
�.AKة وا�-��ر إ�%&� 5ـ  #%O�--��5�-Z;6# ا��Dظ-%# ا�-��ر H xDPft.� أن ا�-Z;6# ا #K.S1? نA/1O ،

�1�%# fnإ�%&� 5ـ ��5�c`S# ا:  

                                                           

� ا
#ر�� 
�س 
�J0� K ��ر�� ا�CزCق 4�# �  .��ص ��Jون �و
وم *� اC#���ك ا
>�ف ��4 أن اC#���ك *
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|�Q| ≤ S|�<|                �3.1� 

  

 �/���-Q< 4Dوث ا^��^ق، ا��اوP# . ا�-J1%Z;6 ا�--�O%# وا��Dظ-%# �.AKة ا�-~KZ#: 3.2اβ  6Z;ن أA/0 ^ 79 أنP
 #Pاو��  .J?α ا

 *%<µ  ا^>1/�ك �?�H AھCoefficient of Friction . ا^>1/�ك �?�S?وµ  6%a 61?65ا Aھ
Qل QH �.Hم وAUد de0%6 " ن ھ�ا µ = 0 PوA/P �?QDHن . QS5ي S1P.� 5-�دة O~�2 ا�1-�س

�ـ  +��`>1/�ك، و�/J أي c%-# أ;J? 6Z ذµ  داد�P #-%K�Q0ل H.� وAUد ا^>1/�ك و�5زد�Pد ھ�ه ا
� ا^>1/�ك . de0%6 ا^>1/�ك?�S? #-%cµ  J%5 اد 610اوحA-�� �S5 اUأ J?  #?�H رةA�و  50.1

S5 §910/< ا�90ه  µfn>1/�ك ، >%* Acة ا^< |µ|fn|  |ft و>�دd# ا^��^ق Q20ث A/P �?QDHن. 1
#;62�  .ا

�Q20 #"Aث >��-� QZPأ ا^��^ق، وھ� أن Acة ا^>1/�ك e? نA/0 79 أنP 6ىmك ظ�ھ6ة أ�Dوھ
 6Z;أ #-%c ن ذاتA/0 �? دة�H و?# ا^>1/�ك�K? 6%de0 J? �%.K1�� إ�� ا%-�1 0�ا�-�Kو?# �.62;#  وا

� >Qوث ا^��^قZc .ن�Z,2�: ، " �§ أ>%���ً Q@1,Pم ?�S?`ن �`>1/�كو�me5 ھ�ا ا^1m`ف "� ا
 �/%0�1,�� ا^>1/�ك ا?�S?)��A/,�وذ�+ A/P �?QDHن  Static Friction Coefficient µs) ا

 �/%0�-D%/�� ا^>1/�ك ا?�S?�15ً، و�d 8,9� Kinematic Friction Coefficient) ا�62;�(ا
µk  *%< ،8,9�  .µk ≤ µsوذ�+ 621P �?QDHك ا

�H �&5 810 �1-.%# ا^>1/�ك، وا�P�? #S%Z~5 �%-10 �1/6و5A/O%#، ھ� "� P�a# ا�Q%KS1 إن ا¨�%# ا
�&1U�-� 7S��وھ�Dك �-�ذج ?~Aرة ¨�%# ا^>1/�ك �me0 "� ا��Z,2ن QHة AHا?� . و?J ا

� ا�QZء �5^��^قZc �/%0�1,�� . ;,H6# ا^��^ق، أو ?Qة ا��KZء "� و4h ا�1-�س ا���و"� ھ�ا ا
��J �1~6ق  Aھ Q%<ا>1/�ك و �?�S? #Oدرا �.H �-SDO +�&�ه ا�D-�ذج ا�-~Aرة، وJ? ً^Q5 ذ

 �?6�� ا^>1/�ك ا�,0�1%/� ذي ا?�S?µ �Uأ J? Q%U �� ھ�ا �5/���، وا��ي P�� 6L5ض ا
7.���.8,9 ا �O�OCا JPA/1�� �Hم ا/�5 �/�0 �1��.Z# وا��9"# وا�  .ا�-Aاد ا

� ھft| ≤ µ|fn| P�OQD|إن 6Rط QHم ا^��^ق  /�5 Ñ<`P J/- . �/��4 )3.2(�5�ASدة إ�� اD-." ،
 #%O�--�β  79P، " ن ا��اوJ?µ|fn| #P ا���Pدة 25%* ^ �910وز ?QKار Acة ا^>1/�ك  cft%-# ا�AKة ا

 #Pاو��و�ZS5رة أ6mى، J/-P ا�AKل أن ا�AKة ا�-~79P #KZ أن A/0ن واα . #Scأن A/0ن أ;J? 6Z ا
 §1P6وط زاو@? J-h2α%< ، *α #c`S��5 �~S0:  T = tanW& S                   �3.2� 
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� ا^>1/�ك ?�S? �.H 1-�دH^�5 ا^>1/�ك x%@�0 J? ً^Q5وµ e9.� فAO ����، " ��D "� ھ�ا ا
�x%@�1 ا^>1/�ك JH ط�P6 ?@6وط ا^>1/�ك . 7.���.8,9 ا #Z,D�و?@6وط ا^>1/�ك �5

 �a6ا��� ) ا��!��u(ا/���5 ¡hA?)3.3.(  

  

 �/���.8,9 ا��!��u: 3.3ا �~KD�  .?@6وط ا^>1/�ك "� >��# ا�1-�س ا

�.�O�-1ت #,%u6�  :وا1H-�داً �ZO�? �.H، �,1~%4 ا¨ن 6Rح ا��`ث �-�ذج ا

�ك •��T}ا =�!�E س��<�= ا���  4ZXً^ط6ف ا J%5 ك أي ا>1/�ك�Dن ھA/P ^ �?QDH +�وذ
8,9��2�# A/Pن . وا�J أن K" �Z~0° "� ا�90ه A-Hدي ، وا�AKى µ = 0/-Pو"� ھ�ه ا

8,9� .O �.H~¡ ا

•  #��كو"� >���T}و`�د ا O� س�، " ن أAc #Pى 0-�س J-h 4K0 ?@6وط �<�= ا���
 ẑ" ذا ا"�Dh61 أن ا�-A2ر . ا^>1/�ك �Q< �" 7Z,10 Jوث ا^��^ق K� QDH~# ا�1-�س

�9-.# ا�-�2ور اQ<jاd%# ا�-SU6%# ھA �90�5ه ا��DظO �.H 8~¡ ا�1-�س J/-P §� " ،
، و?@6وط ا^>1/�ك "� f = (fx,fy,fz)ا�Ac JH 6%ZS1ة ا�1-�س "� U-.# ا�-�2ور ھ�ه 5ـ 

���1��5 §DH 6%ZS1��2�# J/-P ا� :ھ�ه ا

X� ∈ Z7[\��
 + ��
 < |S�̂ |_           �3.3� 

�# �-Aذج  •�< �"�E��س ا�Ocr ا�����AKى J-h ، ".%< ا�-,-Aح "K° ھA أن �Z~0 ا
�.�Sوم أن A< �Z~0ل ��ظO 8~¡ ا�1-�س ¡-,P ً�!Pوھ�ا . ?@6وط ا^>1/�ك، وإ�-� أ

 #��2�# إ4ZX ا�j,�ن، >%* إن J? 6%LX ¡~O ط6ف اA/P 4ZXjن "� >�� §5��?
� . >Aل ��ظO 8~¡ ا�1-�س 0τ-�س ?4 ا��H �%Z~15 ¡-,P �-? 8,9م d�-? �و�5/

�Aم A; ذجA-D�Coulomb � 1/�ك، " ن<`�2�Aل ���Sم ا^>1/�ك J/-P أن 81P ا ً�UذA-
 �uاA1�� ا^>1/�ك ا^?�S? امQ@1O�5 §%.HTorsional Friction Coefficient γ . �"و

#c`S��5 §DH 6ZSP ن ?@6وط ا^>1/�ك " #��2� :ھ�ه ا

X� ∈ Z7 and a ∈ Z: \��
 + ��
 < S|�̂ | and |a| ≤ c |�̂ |_           �3.4� 
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 *%<f = (fx,fy,fz)  ً�K5�O #?Q@1,-�و� �" #"6S? . �.H�U >-.# ا�-�2ور اQ<jاd%# ا
 �Dذ;��6ه ھ �DD/� ،�����J �1~6ق �&�ا ا�A-Dذج �4ZXÈ ا�8H�D "� ھ�ا ا �Dأ� J? 8a6�ا

� إ;-�ل ا�-AhAعUإ J?.  

�ك .3.2��T}ا �!�E �Mا��: 

����� و����� ��ى اw�Bق .3.2.1�Mا���ازن ا�:  

�?J ا��O�-1ت ا���A/P *%25 ً�Z.X ً�-,U �DPQn  #-PQH #15ن H.� 0-�س ?QH 4د �D�6ض أن 
� ?� H.� ا�8,9. ا^>1/�كS" ل ردة�Z0 فAO 1-�س�. " ذا Ac �%Z~0 80ة ?� H.� ا�8,9، " ن ��Kط ا

 ¡~O �.H 8ظ�D�81 �5�§ �90�5ه اP فAO �S��وCن ��Kط ا�1-�س ھ� PQH-# ا^>1/�ك، " ن أي رد ا
 8,9��Qة ھ� Acة د"C ،4ن Acة ا�,A-,? 6%a 72>#وھ(اA1-��.AKل e5ن ا�AKة ا #U�< ^ �D.(  

و�DD/-P ا�AKل �5/� أدق أ�§ إذ اU ��61m-.# ?�2ور إ>QاU �" #1Z�? #%d,8 ?�، وا��6Z1H أن ا�AKة 
fext ϵ R3  م�S�ھ-� �ZHرة JH ا�AKة واا��Sم ا�@�ر�U ا�-~�KZن H.� ا�mext ϵ R3  8,9وا

7%061��0%6 إل ا���Sع ?QZ? Jأ U-.# ا�-�2ور اQ<jاd%# ا���15# إ��  ri ϵ R3وإذا ا��6Z1H أن  .�5
ھ�ZH Aرة �SR JHع ا�Aا>Qة �.�DظH 8.� ا�,~¡ وا��ي  n̂I ϵ R3وأP!�ً إذا ا��6Z1H أن . iا�1-�س 

/fi -P J، " ن ;� Acة �Pi *%< ،i=1,..., n%6 إ�� ا�90ه ا�AKى ا�H �&K%Z~0 81P �1.� ا�1-�س 
 �/���5 �&DH 6%ZS1��QK? Wار ا�AKة ا�-~fi = xin̂i *%< ،xi  �.H #KZاP 7��O 6%a دQH Aھ

�.A/P 7ن Ac 6%de0 �20ى إa`ق إذا ;��� ھ�Dك ?i . J? #HA-9ا�1-�س ��1�� " ن ا�8,9 ا��5
�/%0�1,�?�K? Jدn  6Pأي أ�§ 79P أن A/Pن ھ�Dك QHد . Acى ا�1-�س ا��Dظ-%#  �K20 ا�A1ازن ا

��AK)#Zى ا�,��1�%# a (x1,…,x2%6 ا�  :�S? �%K20 81P *%25د^ت ا�A1ازن ا

�d�Q + " 	#ê#
<

#%& = 0                   �3.5� 

gd�Q + " 	#�L# × ei#�<
#%& = 0                  �3.6� 

� أAc #Pى و�Hوم �mرUأ J? �K210 79 أنP د^ت�S-�" ذا ;�ن ھ�Dك . mextو  Ufext%# وھ�ه ا
 ،#%Uر�m وم�Hى وAc #Pأ �-20 ���1��5 §D/-P 8,9�� ?Ac #HA-9ى ا�1-�س 0.+، " ن ا�?

�/%0�1O ازنA0 #�  .وA/%Oن "� >�

� A/P *%25ن �c 6%aدراً H.� ا��OA5 #;62ط# ��Kط ا�1-�س ?�; �وإذا ;�ن ا�Q%K? 8,9اً �5/
-P �&D%< ،1-�س�4 "� >��# إa`ق و�L5 ا�Ac JH 6oDى اKP 8,9� �DD/Form ا�AKل أن ا

Closure . 6%de0 �20 ً�!Pأ #Scوا #K%K2��# إa`ق ھ� "� ا�< �" #Scن واA/0 +,? #%.-H �و;
5�، " ن H-.%# ا�-,+ ا�AاAc 6%d�0 �20 #Scى إa`ق AcForce Closureى إa`ق �K-��5 J/�، و

�# إa`ق�< �" #Scن واA/0 6ورة أن!��5 �,%� .Oو ،+,-�� H-.%�ت اUأ J? §أ� ً�K<^ 6ىD
 J/-P ق`aى إAc 6%de0 �20 #Scن واA/0 �1�>%* A/0ن �K� 4%-Uط ا�a >?`1%6 ا>1/�;%#، وا

�# إa`ق�< �" #Scن واA/0 أن �&�.  
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3.2.2. =!��M� =���ل �� ��� ��L�: 

�2�# Ac 6%de0ى اaj`ق دون وAUد � �h�P6���xu ا�W%XA1 اm QPQ215 �D-c ا¨ن ��إ
�.AKى وا��Sوم، و�/J دون أن �1~6ق إ�� ا^ �/P�1,�>1/�ك ا1H-�داً �S? �.Hد^ت ا�A1ازن ا

 �20 #Scد ا^>1/�ك واAUون وQ5 +,-��H ���; A-.%# ا �-%" QPQ20 �Uأ J? �5�,2�ا6Ujاء ا
و;@~Aة وJ? �DD/-0 #~%O ا�AXAل إ�� L%X# أو إ6Uاء �Hم، ".�2Dول . Ac 6%de0ى إa`ق أو ^

�  أن �Q2د/���5 J%Z-�� ا�-,A1ي ا%~1,-�،وا�AاJ-h 4c أر�K� 45ط ) 3.4("%-� إذا ;�ن ا�8,9 ا
�Ac 6%de0 �20 +,? #%.-Sى إa`ق 4h�m ،ا^>1/�ك #-PQH 0-�س . #%dاQ<�2ور إ? #.-U 1%�رm�5

� K� QDH~# ا�1-�س S" ة ردAc ��-�Z;6ت ; J/-P §� " ،�/�� , 15�dfi ϵ R2# ;-�ھJ%Z? A "� ا
i=1,…,4���1�� ا/��  :، أن �5 71/0

�& = j 0−1k 	&,   �
 = j−10 k 	
,   �7 = j01k 	7,   �6 = j10k 	6       �3.7� 

 *%<xi ≥ 0, i = 1,2,3,4 �&K%Z~0 81P �1��Z# وذ�+ Cن Acة ا�Q"4 ھ� "K° ا�O 6%a 8%c ھ� .
�1��وا�AKى ا�90�D# ا�-~H #KZ.� ا�8,9 ھ� �5�:  

" �#
6

#%& = j	6 − 	
	7 − 	&k           �3.8� 

A8,9 ھ�  :"� >%J أن ا��Sم ا��0�D ا�-~H �Z.� ا

" L# × �#
6

#%& = l 00−	&m&
n + l 00	
m


n + l 00	7m7
n + l 00−	6m6

n           �3.9� 

  

 �/��� ?�OA5 Q%Kط# أر�K� 45ط 0-�س PQH-# ا^>1/�ك: 3.4ا%~1,? �/R �.H 7.X 8,U.  
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���Sع ا��Sم ا��0�D ھ� ا�-Z;6# ا�Q%<Aة ا�QS? 6%Lو?#، " �z  �DوA; 7Z,5ن ا�-H #Z;6.� ا�-A2ر 
 #�� ?�Sد/R �.H #PA1,-���2^ت ا�-,+ ا #Z,D�?J ا¨ن وQH�Xاً AOف �/�S? 71د^ت ا��Sوم �5

#PدQH.  

/��.Ac 6%de0 �20 7ى إa`ق، " ن ?2�.# ا�AKى وا��Sوم ا�90�D# وا¨ن، �� A/Pن ا�8,9 ا
8,9�وھ�ا �DSP أ�§ 79P أن A/Pن ھ�Dك 79P . 8%c أن �K0وم أي Acة أو �Hم �mرH �Z~? �U.� ا

 #Z��O 6%a #PدQHx1,…,x4 ≥ 0  #�0��D أي Acة ) 3.8(%25* ?2�.# ھ�ه ا�AKى "� ا�-�Sد
 #KZ~? #%Uر�mfe ϵ R2.  #�� ا��0�D "� ا�-�Sد�2-�أP ً�!P��D أي �Hم �mر�U ) 3.9(وا��Sم ا

  �Z~?me ϵ R . ع�S��، " ن إ>Qاd%�ت ا�AKى ا�b  *%<b = (-fe,-me) ϵ R3 �1وWP6S15 ا
 °-D�  :de0 7Z,0Ax = b%6 اaC`ق J/-P أن 71/0 �5/� J? �~m ا

l 0 −1 0 1−1 0 1 0−m& m
 m7 −m6
n

BC
CC
D	&	
	7	6FG

GG
H = lo&o
o7

n                   �3.10� 

 7��,�2� ا�L%6ا�، QDHھ� �DD/-P ا�AKل أن ا�-,+ AUA?b ϵ R3داً �x ϵ R4  8%c 4%-9" ذا ;�ن ا
  .Ac 6%de0 �20 4KPى إa`ق

 #-%c �9دPإ J? ً^Q5 J/-Pوx ≥ 0إذ �-%" QPQ20 J/-P #5,�ط �/5 §� " ، #��.-�Sد �2� Ax = bا ا
 8%c 4%-U �Uأ J? ًداAUA?b #"A��-��  P *%< ،A/�� أن �J? �K21 أن U-%4 أQ-Hة ا?�; �-�0

��R3 #"Aا�-�9ل -�"� ھ�ه (0-1.+ ا�Z06# اA  #%-oHC، أو 5�Aرة ?/�"$#، أن ��K21 أن ا
�2�# ھ� ��Z¡). 3اP لA.2�� >�ل " ن ا�,µال ا�-AUA5 �.S1د ?HA-9# ا; �.Hو  #�A&O �cأ

 #%Z.,�  .?�6وA/P �?QDHx ≥ 0  ً�hن QH Q%cم ا

 #�e,-�وL5%# إ�9Pد ا�A9اب �.,µال >Aل إ?/��%# وAUد ?HA-9# ا�A.2ل، �D�61ض أن ��DPQ ��< ا
� أm�� Z06? *%< J?# ا�S5Cد/�5 J/�:  

j1 0 −10 1 1 k l	&	
	7
n = jo&o
k                 �3.11� 

 *%<A ϵ R2×3  وx ϵ R3  وb ϵ R2 . #"A��-.� #d`��، 5a1,a2,a3 ϵ R2ـ  Aو15,-%# اQ-HCة ا
 #��1��) 3.11(" ن ا�-�Sد�� ا/���5 �&15�1; J/-P:  p&	& + p
	
 + p7	7 = o                      �3.12� 
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 �/��� ) a: (?��ل ?Z,°: 3.5اUأ J?b  ة "� ھ�ا�~S-��7 ا�O 6%a �2��%< ھ�Dك وAUد  §� " ،�/��، x ϵ R3ا
)b ( 7��O  6%a �< QUAPx ϵ R3  أي �Uأ J? دAUA?b ϵ R2.  

�  b" ذا أ"�Dh61 ا���Sع /����D أ�§ �%< ھ�Dك >� ))a( 3.5(;-� ھJ%Z? A "� ا ¡hاA�، "-J ا
 7��O 6%ax ϵ R3  ع�S��2�Aر J%5 ا�61ا AUA?bد، >%* أن ا-�;%7 ا�@~%# �m 4KPرج ا�2%� ا

�Q-Hwة  #Z��,��Z# أن U-%4 أوزان (} a}a1,a2,a3%6 ا�,��5�Z%;61# ا�@~%# a%6 ا �DS�xi  �"
 #��Z#) 3.12(ا�-�Sد�O �,%� .( �" *����و�/U J? J&# أ6mى، إذا QZ1O�5 �D-cال ا�A-Sد ا

 #"A��-�� ) (1-,1-(ووa3  §D? ً^Q5 �DShا/��-J-" ، #HA ا�Aاh¡ أن ?b(((9( 3.5(ا�6o ا
�ـ  #Z��,�� ا�-�9ل }a1,a2,a3{ا�61ا;%7 ا�@~%# a%6 ا?�; �L�0 ً`S" ھ�R2 . ،#��2�"� ھ�ه ا

 4%-U �Uأ J? Q9� أن ً�-uدا J/--��J? §� "b ϵ R2  ً�Z ا�O 6%a ً`<x ≥ 0  #��K210 *%25 ا�-�Sد
Ax=b.  

~S0 §Oرؤو *.�? �P6ط JH 6ط��� x%@�0 ھ�ا اUأ J? 6ىmأ #%OQDھ #KP6ك ط�Dوھ J? �
� (} m}a1,a2,a3`ل اQ-HCة /��2� )). 3.5(ا�6o ا��7S أن �,�1D1 أن ا��%< ?J ا *%<

�7 ا�-S~� 5ـ �,�?AUAد إذا و"K° إذا ;�ن ?QZأ اQ<Cاd%�ت J-h 4KP ا�-�.*  x ϵ R2ا�L%6 ا
)§~%2? �.H >%�� ا�-�.* وm4 داKP 79 أنP §أ� §Z1D� 79 أنPو.(  

����D اXC.� ا��? ���5�ASدة إ �DD/-P ،�5�,.� #Z,� س�%K��، و�5/��� ا%~8,9 ?,1�ي QPور >Aل ا
 �/���S-.%# ا�-,+ "� ا ً�K"أ�§ و ً�%K~D? J-@� 4 �20 ) 3.4(أنcه أ�§ واQH J/-P +,-�" ن ھ�ا ا

 #"A��-��Q-HC #Zة ا�O 6%L�"�  Ac 6%de0A ϵ R3×4ى إa`ق إذا ;��� ا�61ا;%7 ا�@~%# ا
 #��) 3.10(ا�-�Sد?�; �-�0  �a6ا��و�5/� ?/�"J/-P À ا�AKل، أن ر�H�5 ا�AUAه . R3ا�2%� ا

Tetrahedron  �9ل-���R3  #"A"� ا-��  Aوا��ي رؤوS? §O~�ة Q-He5ة ا/8 �5!P 79 أنP
� ر�H�5 ا�AUAهm4 داKP 79 أنP ت�%dاQ<jأ اQZ? أي أن ،#%dاQ<j�2ور ا-�ووا>Qة . ;�?� ?QZأ ا

� أر�K� 45ط ?J أھ8 ا��u�1D ا�J/-P �1 أن �,1@cCا �.H �D?�.P §أ� x%@�1��&� ?J ھ�ا ا.
�Ac 6%de1ى اaj`ق #PA1,-��2�# ا�� دراO# اUأ J? ا^>1/�ك #-PQH >?`0.  

� ا�,��5، "�� >�ل ;Aن ا�S5Cد %~1,-�?l1,…,l4  §� " ،#ZUAو�5�-S5�1# "� ��< ا�-��ل �.8,9 ا
� ?J أQ-Hة /�1-����D��/? 5 #"A أن �8O6 ر�H�5 ا�AUAه ا-�وأن ��K21 أن ?QZأ اQ<jاd%�ت  Aا
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§.mدا �" ً`S" 4KP . #"A��-���QDH ،6ھ� " ن ا.� #Pو�,? #K5�,�A/1Oن "�  Aوإذا ;��� ا�S5Cد ا
#��2�  :ھ�ه ا

l 0 −1 0 1−1 0 1 00 0 0 0n                (3.13) 

�1�%# وھÑ<`� �D أن ر�H�5 ا�AUAه ا�,�KDP ،�5.7 إ�� ?!.Q2? Aٍ1,? 4د 5�(1,0){��K-8 ا, 
(0,1), (-1,0), (0,-1){ . QH J/-P ^ §� " ،د�S5Cا �d`d QSP 8�و7Z,5 أن ر�H�5 ا�AUAه 

§D-h ً�Scت وا�%dاQ<j6;� ا? . �.H ًدرا�c 6%a نA/P فAO 8,9��+، أن ا�� �u�P�%��وا�-�DS ا
8,9�  . ?�Kو?# أي �Hم ?~H �Z.� ا

�ر ا�wZف ا����ب  .3.2.3c�
 :������ ��ى ا��wق Convex Hullا

 �cCا �.H �D?�.P §� " ،#PA1,-��2�# ا��.Z# "� ا�� اUC,�م اUأ J? §أ� #K5�,�رأ�DP "� ا��6Kة ا
 4cأ�§ وا �&�`m لAK� أن J/-P #��2� 8,9�� ا�AXAل �5Uأ J? ا^>1/�ك #-PQH ط 0-�س�K� 45أر

§ Ac 6%de0ى اaj`ق وذ�+ ?J و�8KD ا¨ن 5�%�a# ا��6ط ا��ي Ac 6%de0 �20 .%" �K21Pى إa`ق
� �Hم/�5 #%u�!���2�# ا��.Z# "� ا�� اUC,�م اUأ . #%.-H ���; ال "%-� إذاµ,�إن ا�A9اب H.� ا

 #%~m #��# ?�Sدe,? ��� Ax = bا�-,+ Ac 6%de0 �20 4K0ى إa`ق A21P J/-Pل إUأ J? +�، وذ
�ـ  #-%c #Pأb .K.S1-��Qد، QZ� AOأ �SZ5 ا��u�1D ا�" ذا ;��� ��DPQ ا�-�Sد�# . # 5&�ا ا�,µالو�&�ا ا

Ax = b  �&%" نA/P *%<x ϵ Rn  وA ϵ Rm×n  *%<m ˂ n  وb ϵ Rm . �%cQ�" ن ا�,µال ا
Aا5§ ھAU JH *2Z���A"# : ا��ي �QP6 ا-�أن A  *%25 �&KK20?�ھ� ا��6وط ا�H 79P �1.� ا

�ـ  #-%c أي �Uأ J? #Z��O 6%a ً^A.< ك�Dن ھA/Pb.  

�.H ابA9���A"#  وا-��Z# ا�J? #$R�D أQ-Hة ا�,� Aھ�ا ا�,µال ھA أن ا�61ا;%7 ا�@~%a #Z%6 ا
 �%2�� ا?�; ��ـ . 79PRm أن �0- #-%c أي �Uأ J? +�، أي أ�§ 79P أن A/Pن ھ�Dك b ϵ Rmوذ

 #Z��O 6%a #PدQH أوزانx1,x2,…,xn ≥ 0 نA/P *%25:  p&	& + p
	
 + ⋯ + p<	< = o              �3.14� 

 ����0i  #"A%6 إ�� ا�A-Sد ذي ا�ai ϵ Rm, i = 1,…,n ، 8c6>%* أن ;-�و�AK� Jم . J?A ا
 �&%.H �D.�< �1��&�ه ا�1D%9#، و�/�DD/-P J أن �6ى 5/� وAhح أن ا��u�1D ا �%cد �h�P65ھ�ن ر

�2�# ا�-,J/-P #PA1 أن AK0د�� إ�� ھ�ه ا�6R�Z? #9%1Dة�و;-� "� ا�-��ل "� وأ�K5�O . ،ً�!Pً "� ا
 #"6S? �P6ط JH �OQDھ �/�5 x@�P أن J/-P 6وح~-��2�# ا�-,PA1#، " ن ا�A9اب �.,µال ا�ا

� ?QS1د وAUه m4 داKP ت�%dاQ<jأ اQZ? إذا ;�نPolyhedron  �%2�   .Rn"� ا

و6cjار ھ�ا ا��6ط ا�&�OQD ا�-/�"À و�5/� دAO ،�%cف ��12ج أو^ً �? WP6S1�A&م ا�L`ف 
�H�SRRm *%25:  qً "� ا�-�9ل  S  J? #�A/?n" ذا ;�ن �Convex Hull . #HA-9? �DPQ ا�-Q2ب = rp&, … , p<s,     p# ∈  Zt, u = 1, … , e                 �3.15� 
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 #HA-9-.��ـ  S" ن ا�L`ف ا�-Q2ب  #5Q2-�ھ�ZH Aرة J? #HA-9? JH ا��Z%;61ت ا
}a1,…,an{أي ،:  

Convex Hull of q = ~" �#p#
<

#%& ∶ " �#
<

#%& = 1, �# ≥ 0 for all u�       �3.16� 

 �/��وا�-~.hAPR2 . 7¡ ا�L`ف ا�-Q2ب �-�HA-9ت ?J? #HAD1 ا��KDط "� ا�-�9ل ) 3.6(ا
 #"A��-��Q-HC #Zة ا�,��5��Z%;61ت ا�@~%# ا�L%6 ا �.S1P ي��� ا�-�9ل  Aا-%25* �0Rm  J/-P

�1��ا¨ن إ�� ا/��، 79P أن A/0ن ھ�Dك ;6ة "� ا�-�9ل m"� ?�9ل QS5ي ?J ا�-6c : #Z06اره �5
Rm  ةQ-Hأ J? نA/1-�� ا�L`ف ا�-Q2ب اm4 داK0ت و�%dاQ<jأ اQZ? Aن ?6;�ھ� ھA/P *%25

 #"A��-�  .Aا

��Z.X ً�-,U �DPQً "� ا. �QSD ا¨ن إ�� ا�,µال ا�O�OC ا�-~6وح "� Q5اP# ھ�ه ا��6Kة J/%��-�9ل 
R3  دQH �P6ط JH Q%K?n ا^>1/�ك #-PQH 1-�س�QPل H.� ا���Sع  ri ϵ R3و�%/�K� J? . Jط ا

�KD~# ا�1-�س  ��، و?6ZSاً U �" §DH-.# ا�-�2ور اQ<jاQZ? J?i #%dأ إ>Qاd%�ت U-.# ا�-�2ور إ
 �DPQ� J/%�، iس �P%6 إ�� ا���Sع ا��DظO �.H 8~¡ ا�K� �" 8,9~# ا�n̂I ϵ R3 �-1ا���15#، و

8,9�� اmدا A2� ً�&91? نA/P4 . وc0�1%/�، وأ�§ واO ازنA0 #��< �" 4c8,9 وا�و�5"61اض أن ا
 �? #%Uر�m ةAc 6%de0 �20fext ϵ R2  �? �Uر�m م�H وmext ϵ R3  #HA-9? �-&D? �1DP *%25

 J/1�� �K~# 0-�س، و; QDH 1-�س� ، و7Z,5 أنAc 6%�0iة ا�1-�س QDH ا�1-�س  Ac J?fi ϵ R3ى ا
 �� ا�8,9، " ن ;mدا ���Ac �&%" Qى A/0 *%25ن ?K" #&91° إA1P أن J/-P 1-�س�K�fi  J/-P~# ا

�/���5 �&15�1;:  �# = ê#	#                   �3.17� 

 �; *%<xi ≥ 0 7��O 6%a ديQH ارQK? A0�1%/� . ھ,�J/-P ) 3.6(و ) 3.5(و?�Sد�# ا�A1ازن ا
�/���5 ���1��5 �&15�1;:  

j e& ⋯ e<L& × e& ⋯ L< × e<k l	&⋮	<
n = j −�d−gdk            �3.18� 

  

 �/��  .R2ا�L`ف ا�-Q2ب �-�HA-9ت ?J ا��KDط "� ا�-�9ل : 3.6ا
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 °-D�وb ϵ R6 . #%.-Hو  x ϵ Rnو  Ax = b *%< ،A ϵ R6×nا�-�Sد^ت "� اHC.� ھ� ?J ا
��ـ ا #-%c أي �Uأ J? ك�Dق إذا ;��� ھ`aى إAc 6%de0 �20 #Scن واA/0 +,-b ـ� #Z��O 6%a 8%c 

x ϵ Rn  #�و�5/� ھJ/-P ،�OQD ا�AKل أن H-.%# ا�-,+ وا�K20 *%25Ax = b . #Sc ا�-�Sد
 #Z06-�Ac 6%de0 �20ى إa`ق إذا و"K° إذا ;��� ھ�Dك ;6ة ?AUAدة "� ا�-�9ل ا�QSZي ?J ا

5 #Oد�,�� ?J ا/�1-�� ا�L`ف ا�-Q2ب اmدا #Scن واA/0ت و�%dاQ<jأ اQZ? ن ?6;�ھ�A/P *%2
 #"A��-��# ا�AK5 6%de1ى . AأQ-Hة ا�< �Uأ J? ً�%"�;و ً�P6وروh ً6ط�R انQS0 J%1��2�و;` ا

�.Z# ا��!�u%# ، " �§ . اaj`ق��#  اUC,�م ا�< �" �OQD&�و;6R�Z? #9%1Dة �&�ا ا�x%@�1 ا
 �.H �D?�.P #%;�/1<6 ا%a >?`0 ط�K� #SZO �cCأي (اn = 7 ( +,-�>�1 �1,~%4 أن �AKل أن ا

  .J/-P أن Ac 6%de0 �20 4KPى إa`ق

� ا�L`ف ا�-Q2بm4 داK0 6ة/� أو ^ و?J ا�Aاh¡ أ�§ �%< أ?6اً O&`ً أن �6ى "%-� إذا ;��� ا
�1�%# W/%" ،n = 6 .O إذا ;��� n = 3>�1 "� >�ل ;Aن �Aف �Âc�D ا6Ujاء "� ا��6Kة ا
+�� ذUأ J? �5�,2�  .ا

��= ����� ��ى ا��wق .3.2.4�� ���Mر ا���c�
 :ا{

 J/-P ق`ajى اAc 6%de0 #��< QPQ20 �Uأ J? �h�P6�;-� ھJ? Ñ<`? A ا�,��5، " ن ا^�Z1mر ا
�ـ #-%c أي �Uأ J? ك�Dإذا ;�ن ھ �-%" �~@�� b ϵ Rm 6%a أن A21Pل إ�� µOال JH ا�6Z9 ا< ،

%< 7��O *x ≥ 0, x ϵ Rn #%~@��.-�Sد�# ا ،Ax = b *%< ،A ϵ Rm×n, m ≤ n .  #��2�"�� ا
� ا�-,A1ي ?�`ً، J/-P أن  n = m+1ا�A/P �1ن "%&� %~1,-�� ا�-��ل، ;�2�# ا�8,9 ا%ZO �.H

�2�#، J%< �"n = 4 أن QHد ا��O�-1ت  ھQ9�m = 3  A أن ��&�ه ا �2�� ا�AXAل إ�� اUأ J?و ،
 �.H �2ف�) Gauss – Jordanا�1mال ( AUGauss – Jordanردان   –ط�a #KP6وس " ن ا

 °-D�� إ�9Pد ا�A.2ل �.-�Sد^ت ا�@~%# ?J اUأ J? ا^���1ر #SOوا #KP6اً، وھ� طQ%�? نA/%O
Ax = b  �.H دA%c #Pد أAUون وQ5x.  

  

 �/��  .�K� #d`�5 Q%K? Aٍ,1? 8,Uط 0-�س PQH-# ا^>1/�ك: 3.7ا
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P6ط ¡%hA15 مAKDOوس و�a ھ�Q-1H�1 ا�AUGauss – Jordan  JHردان  –K# ا^�1mال ا
� . ط�P6 ?��ل/���D�61ض أن �H �DPQ-.%# ا�-,+ ا�-2hA# "� ا)8,9 ) 3.7�وا�A/P �&%" �1ن ا

� >6ف /R �.H ي��وAKDOم U �%Z�15-.# ?�2ور . ?Q%Kاً �K� #d`�5ط 0-�س PQH-# ا^>1/�ك Lا
H �/���.8,9إ>Qاd%#  ;-� ھJ%Z? A "� ا #%.mاQ�وJ/-P أن �`>Ñ أن �K~# ا�1-�س . QD ا��اوP# ا

 J%ل "� ;` ا^�90ھ�S"ى ردود أAc �Z~0 1,0~%4 أن #%.mاQ�، ŷو  x̂ا�-QDH #ShA1 ا��اوP# ا
�.J%O�-1 ا¨JP6m ھ-� f2و  f1و�8KD 15,-%# ردود ا�S"Cل ھ�ه  #Z,D�. f4و  f3، وردود ا�S"Cل �5

�9-.# ا�-�2ور ا ً�K"أن �/71وو J/-P �1رة@-�  :Q<jاd%# ا�-�1Z#  ا

�& = j−10 k 	&, �
 = j 0−1k 	
, �7 = j10k 	7,
�6 = j01k 	6       �3.19� 

 �; *%<xi ≥ 0, i = 1,…,4 . �DPQ� J/%��# H.� ا�AKة ا�@�رU%#، و  fext ϵ R2و^Q.�mext ϵ R 
�# H.� ا��Sم ا�@�ر^Q.��U . �P6ط JH هQPQ20 81P أن J/-P ق`ajى اAc 6%de0 ن " ���1��5

 #Z��O 6%a لA.< دAUو JH *2Z��1�%# x ϵ R4ا��.-�Sد�# ا�@~%# ا:  

l−1 0 0 00 −1 0 10 0 −3 3n
BC
CC
D	&	
	7	6FG

GG
H = l −�d�Q,�−�d�Q,�−gd�Q,^

n                 �3.20� 

�ـ  8%c أي �Uأ J? +�و6U 5اء �S5 ا�S-.%�ت اCو�%# fext,x, fext,y, mext,z .( 6X�DH �.H(وذ
��A"�ت "� ا�-�Sد�# أH`ه، " ن ا�-�Sد�# J/-P ا�1mا�&� إ�� أ>Q أ�-�ط -�X�Aف وأQ-Hة ا

 #%UذA-D���A"�ت ا-�  :ا�-6Sو"# echelonا

l1 0 −1 00 1 0 −10 0 1 −1n
BC
CC
D	&	
	7	6FG

GG
H = l −�d�Q,�−�d�Q,�gd�Q,^ 3⁄ n            �3.21� 

l1 0 0 −10 1 0 −10 0 1 −1n
BC
CC
D	&	
	7	6FG

GG
H = l�d�Q,� + gd�Q,^ 3⁄�d�Q,�gd�Q,^ 3⁄ n            �3.22 

 " 6%;�1.�، " ن اXC��ر �Gauss – Jordan 4hA10§ "� طKP6# ا�1mال �aوس AUردان و
��J%< �" ،#"A أ�§ ا�1mال �aوس "K° " ن اXC��ر A/0ن ?AUAدة -�� ا�K~6 "� ا�Oوأ �.Hأ
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� ا�K~6 و�%< "� أH`ه �Oأ °K") �%X��0 �Uأ J? �~@�وJ/-P ا�ASدة إ�� أي ?4U6 "� ا�6Z9 ا
J%1%?ارزA@���A"# ). أ;�JH 6 ھ�J%0 ا-��1m^�5 �&%.PA20 80ل إ�� �-° �-AذA  �Uإن ا

�.-�Sد�# . ?6Sوف و�/S0 �KZ0 �&D~� ��< ا�A.2ل �ھ� A�6Z1SP §, >`ً ) 3.20(أي أن أي >
 #��.-�Sد)3.22(>/S��5 >/S��1�# 6X�DH 4%-Uھ� . ، وا@-���A"# ا-�وا�A-Sد ا�6ا45 "� ا

�Z#، وا��ي J-!P أن ا�A.2ل �O ً�-%c +.1-0 #Z��,�� أي  ax ≥ 0%6 اUأ J? دةAUA? نA/0 فAO
#%Uر�@�اC?6 ا��ي J? 6K� �D.S9P ��>%# أ6mى، أن ا�61ا;S? 8%c . 7%~�ة �.AKى و ا��Sوم ا

�1�# AOف �0-� ا�-�9ل @-���A"# ا-��.A-Sد ا�6اJ? 45 ا #Z��,�، و�&�ا R3 �DD/-Pا�@~%# a%6 ا
aى إAc 6%de0 �20 810 +,-�  .`قا��9م أن H-.%# ا

 #"A��-�و�`>Ñ أ�§ "� . n = 4و  m = 3;��� أ�S5دھ� ھ�  A ϵ Rm×n"� ا�-��ل ا�,��5، ا
��A"# . ، " ن اA?Cر QZ0و >%D&� أ;�Q%KS0 6اً n > m+1>�ل ;��� -��D�61ض أن اA ϵ Rm×n 
��J? #"A ا�-A/P *%25n > m+1 #Z06ن? JH رة�ZH ھ� ،m J? �/R ��، وJ/-P ا�1mا�&� إ

��-��  :AUGauss – Jordanردان  –A"�ت ا�A-DذJH #%U ط�P6 ا�1mل �aوس أR/�ل ا�   q�              �3.23� 

 *%<I ϵ Rm×m  #PQ<اA���A"# ا-��2�#، " ن ا�-,+ . S ϵ Rm×(n-m)، و m×mھ� ا�و"� ھ�ه ا
 J/-P أن A/Pن واAc 6%de0 �20 ً�Scة إa`ق إذا ;�ن ھ�Dك وAUد ��Z%;61ت J? #ZUA? #%~m أQ-Hة

 #"A��-��Z# ا�S #-%Kا�O 6ھ�X�DH �S%-U نA/0 *%25 . QUأي أ�§ إذا وω ϵ Rn-m, ω ≥ 0  *%<
ν = Sω ق`aى إAc 6%de0 �20 81P +,-��QDH ،#Zھ� J/-P ا�AKل أن ا�O 6هX�DH 4%-U نA/0.  

Aق ھ`aى إAc 6%de0 �20 81P +,-� وا�D1Oداً إ�� ا�,��5، " ن إ>Qى ا�~6ق �QPQ21 "%-� إذا ;�ن ا
��?Cا �2��# اe,-� #�e,-�� اPA20:  min�,� S                �3.24� 

 #P6 ?1,�و%L��5�-Q%Kات ا�@~%# ا #K.S1-���A"#  ذات  Sω ˂ µ.1 *%< ،1و  ω ≥ 0وا-�ھ� ا
 QSZ��.ـ  mا #P6ھ� ?,�وX�DH �; �1�أي ا�45�1 ا��ي 810 درا1O§ (وA; 7Z,5ن ا�45�1 ا�&Qف . 1وا

 �D1�2� ) µھA و"� >���# ھ�D وا�-�9P 5 #K.S1د اe,-�وا�-Q%Kات ھ� �ZHرة A0 JHاm 45~%#، " ن ا
#%~m #9?65 #�e,-5 �HQ0 ��?C�1ب. ا/�� ھ�m Aرج �~�ق ھ�ا اu�,-�� ھ�ا ا�ADع ?J ا%X��0و.  

� QPQ20 "%-� إذا ;��� H-.%# ا�-,+ ?J دون Uأ J? �5�,2�و5&�ا �/Aن Q< Qcد�� ا6Ujاء ا
Scق أم ^ا>1/�ك وا`aى إAc 6%de0 �20 #.  

=�~�HDا� =�����= ��را\= ����� ��ى ا��wق ;� ا��Mارز��= ا���Wا�:  

�2�# ا��!�u%# : ا��_���ت •��X 8,U �DPQ.7 "� ا)#%a6ا���K~# 0-�س Q%K?n  #-PQH 5ـ ) ا
ھ�  ri ϵ R3، �@�1ر U-.# ?�2ور إ>QاSU6?  #%d%#، و�n ≥ 7 J/1ا^>1/�ك، >%* 

 J? ع�S�� .QZ?i  *%<i = 1,…,nأ اQ<jاd%�ت "� ا�9-.# ا���15# إ�� �K~# ا�1-�س ا
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• =Iا���� : J/%�n̂I ϵ R3  1-�س�A/P *%25ن  iھA ا���Sع ا��DظO �.H 8~¡ ا�QDH 8,9 ا
8,9�� اmدا A2� ً�&91? . #"A��-��1�� �,1~%4 ا¨ن إ���ء ا��1�%# A ϵ R6×nو�5� :ا

� = j ê& ⋯ ê<L& × ê& ⋯ L< × ê<k          �3.25� 

�ر ����� ��ى ا��wق •c�
��A"# : ا-��%<  Aإذا ;��� رZ0# ا +,-�� ?1O J#، " ن اcأ
��A"# . واAc 6%de0 �20 ً�Scى إa`ق-�� اPA215 مAKD," ،^وإA  #"A��-�إ�� ا

#%��1��1�#  ا@-�� :ا�A-DذU%# ا → ��   q�              �3.26� 

 *%<I  QSZ���A"# ا�Aا>PQ# ذات ا-�  .S ϵ R6×(n-6)و  m×mھ� ا

• #%��1��# ا�6Z?9# ا�@~%# اe,? ��,�AK�: minم 25 S          �3.27� 

ھ� �ZHرة P�&� JH# ا�Sω ˂ µ.1 *%< ،µmin  45�1و  ω > 0و  µ ≥ µminا�-K.S1# 5ـ 
��6، و  µا�61K0 �?QDH #%D%-@1ب ���A"# ا��1  1إ�� ا-�A/0ن 6X�DH 4%-Uھ� ھ� ا

Q<اA.� #Pـ . ?,�و� ��?Cا �2���AK� �&D%< ،6ل أن H-.%# ا�-,+  µإذا ;�ن ا�� ?J اcأ
�ـ . Ac 6%de0 �20 810ى إa`ق ��?Cا �2���QDH ،6ھ� " ن  µوإذا ;�ن ا�أ;6Z أو P,�وي ا

  .H-.%# ا�-,+ ^ Ac 6%de0 �20 810ى إa`ق

3.2.5. !�E �Mت ا����	�E �`أ Y� قwا�� =��Tك���T}ا =�: 

 ً�!Pأ �"� ھ�ه ا��6Kة 6DOى أن H-.%�ت ا�-,+ ا�Ac 6%de0 �20 4K0 �1ى إa`ق J/-P أن �0/
�# إa`ق�< . �S9P 1-�س�و79P أن ��1;6 أن ا�-,+ A/Pن "� >��# إa`ق إذا ;�ن �K� 4hA-0ط ا

#.%21,? 8,9.��.. أي >12? #;6-.#  #D/--�J-" ،8,9 وCن ;� �K~# 0-�س �S5 Q%K0 ا�62;�ت ا
 #Pاو���# اaj`ق، ھ� أن �AKم HA-9? QPQ215# ا�,�H6ت ا�@~%# وا�< �%.21�إ>Qى ا�~6ق 

� ا��O�-1تZc J? 6وض�-��.8,9 وا�Q%c �.H 7.L10 �1 ا�,H6# ا . J? #HA-9-�" ذا ;��� ھ�ه ا
�1���J/-P �&D%< ،#P6 ا�AKل أن ا��5�d 8,9 و�5��� ا�,�H6ت ا�@~%# وا��اوP# ھ� ا�-HA-9# ا

4 "� >��# إa`قKP.  

#PA1,-��S-.%�ت ا�-,+ ا #Z,D��5 #OراQ�� ا%X��0 �" ً^ض أوA@� فAO . Aٍ1,? 8,U �DPQ� J/%."
�-�K� J? #HA-9ط ا�1-�س PQH-# ا^>1/�ك QHدھ�  x-yوا4c "� ا�-,A1ي  4h�mوn 8KD� ،

 J/1��0%6 إ�� إ>Qاd%�ت  1m�5ri = (xi,yi,0)%�ر U-.# ?�2ور إ>QاZ�? #%SU6? #%d# "� ا�8,9، و
�0%6 إ�� ا���Sع ا��DظO �.H 8~¡ ا�QDH 8,9 ا�1-�س  n̂i = (ni,x,ni,y,0)و�K�i . J/1~# ا�1-�س 

i 8,9�� اmدا ��و�D�61ض أن U-.# ا�-�2ور اQ<jاd%# ا�-�1Z# "� ا�8,9 0@!4 . وا�-91§ إ
 #%~m #H6,�v = (vx,vy,0)  #Pزاو #H6,��1�� " ن ω = (0,0,ωz) .6Oو��5 QDH 8,9�H# ا

  :، أو J/-P ا�AKلAOvi = v+ω×riف S0~� 5ـ  viوا�-��ر إ�%&� 5ـ  iا�1-�س 
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j�#,��#,�k = j�� − L#,��^�� + L#,��^k                �3.28� 

j�#,��#,�k = j1 0 −L#,�0 1 L#,� k l�����^
n                �3.29� 

� ا�1-�س Zc J? 6وض�-��5�i #c`Sوا�H6O �.H Q%K# ا�8,9 ا�@~%# وا��اوP# وا �~SP:  �#�ê# ≥ 0                 (3.30) 

 ً�!Pأ �/���5 71/P أن J/-P ي��  :وا

�e#,� e#,� L#,�e#,� − L#,�e#,�� :�����^? ≥ 0              �3.31� 

 �DPQ� J2و�n  °-D�J? Q%cai ا
Tx ≥ 0  *%<ai ϵ R3  و ،�D� �~S?x ϵ R3 ھ�QPQ20 81P 79 أنP .

�W ا��6اغ "� ا�-�9ل � �D�aiوا�-Q2د �5�-,A1ي  R3و�`>Ñ أن ?�� ھ�ه ا�A%Kد Q20د 
Tx = 0 .

8,9 "� >��# إa`ق�� 79P Q%c أن 0,�وي �5/�  x، " ن U-.# ا�A.2ل و>A/P �1ن ا/� #Z,D��5
 #-%K��ـ  n" ن ) i: (و�%/Aن ھ�ا ?D?x = 0 . ً�KK2�6د ا #Pو�,? �cCا �.H نA/0 79 أنP4  أو

�  ai ϵ R3اii ( #SRC(أ;�6، ?�/� 7UA-�وJ/-P أن �4DK أ��,79PR3 ) �D أن �0-� ا��6اغ ا
0 �P6ط JH #K%K2�� ?�ذا J/-P أن Q2Pث إذا ;��� �5/� ھ�OQD 5&�ه ا%@ai  �%2�� ا-8 �0�

 J? 7UA-�  ).R3ا

�8KD ا¨ن �K-5ر�# ھ�ه ا��S? 4? #9%1Dد^ت ا�A1ازن ا�,0�1%/� ا�Ac 6%de15 #K.S1ى اaC`ق . *%<
�  Acfiى ا�1-�س /���5 �&DH 6ZSP أن J/-Pfi = xin̂i #��2�، و?�Sد^ت Ac 6%de0ى اaj`ق "� ا

 ¡Z�0 #PA1,-��5�1D%9#ا:  

l e&,� ⋯ e<,�e&,� ⋯ e<,�L&,�e&,� − L&,�e&,� ⋯ L<,�e<,� − L<,�e<,�
n l	&⋮	<

n = lo&o
o7
n        �3.32� 

 7��,�2� ا�L%6 ا��ـ �.-�Sد�# أH`ه 79P أن A/Pن  x ϵ Rnإن ا #-%c يC ًداAUA?b ϵ R3 . �Dوھ
 #���X 4? #K5�~1? #"A�Aف اSRC# "� ا�-�Sد-�وإذا �0;��6 أÑ<`�)3.31 .( ً�!P أن أQ-Hة ا

��6R-  #"Aط Ac 6%de0ى اaj`ق -�� ا�-�9ل  A/0 *%25Aن أQ-Hة ا?�; 7UA? �/�5 �-�0
R3 - �&OرQ� �1���6ط >��# اaj`ق ا ً�?�-0 �d�-? §أ� Ñ<`D".  

0 JH 810 أن J/-P +,-��S-.%�ت ا #%u�!���2�# ا��# اaj`ق "� ا�< �Uأ J? #OراQ�� ا%X��
#%u�!���2�# ا��2�# ا�-,PA1# إ�� ا.� �5�,�وھÑ<`DO �D أن ?�Sد^ت . طS0 �P6-%8 ا^�1D1Oج ا

#SZO �cCا �.H م�%.O §� " ا�&��# اaj`ق ?�S-5 ً�?�-0 #~Z06د^ت Ac 6%de0ى اaj`ق، و�< 
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6% >��# إa`ق de0 �20 عAcA��# إa`ق أو ا�< �.H لA�2�� اUأ J? #%;�/1<6 ا%a ط 0-�س�K�
#%u�!��� اUC,�م اUأ J?.  

�ك .3.3��T}د ا�`�� �Mا��: 

3.3.1. =!��M� =���ل �� ��� ��L�: 

و�hA1%¡ ا��/6ة، . ا¨ن AOف �AKم Q5راH #O-.%�ت ا�-,+ �Z1H^�5 �mC�5ر وAUد de0%6 ا^>1/�ك
PاQ5 61ض�D� �/��� ;-� ھJ%Z? A "� ا/��� ا%~1,? Aٍ1,? 8,U �DPQ�، a(( *%25( 3.8(# أ�§ 

�%%JH J طK� �P6~�1 0-�س ?4 وAUد �de1%6 ا^>1/�كAc���. A/Pن ھ�ا ا�Q%K? 8,9اً ?Z��U J%§ ا
� ا^>1/�ك ?�H ت أن�O�-1��D-�ذج ا �!? �-%" �D1�c�D? ل`m J? 6;�1D� Frictionو

Coefficient  #~K� QDH 6وط ا^>1/�ك@? #~OاA5 �OQDھ �/�5 §�%@�0 81P أن J/-P 1-�س�ا

Friction Cone 5ـ �&%��.-@6وط، وا�-��ر إ #%.mاQ�� �2، >%* أن ا��اوP# ا?�S5 #K.S1? ،

�m J?µ = tan � . �DPQ`ل ا�µ  #c`Sا^>1/�ك  J/%�P6S0 J/-P *%25�e1,e2 ϵ R2  �.H �-&و

H ً�?�-0 �Z~DP.� >�"�1 ?@6وط ا^>1/�ك ا�%,�ري، و�6SDف أ�&-� ا��J%H�S ا�.�JP ا�90ھ&-� 
e3,e4 ϵ R2 �D%-%�� ?@6وط ا^>1/�ك اUأ J? #KP6~�و1H�5-�د U-.# ?�2ور إ>QاD5 . #%d�< ا

�، " ن ا�90ھ�ت /���5 ¡hA? A8,9 ;-�ھ��  1Z�? #%SU6?ei# "� ?6;� ا/��J/-P أن �5 71/0
���1�  :ا

  

 �/��� ا�AKى) KD5 Q%K?)b~�1 0-�س ?4 وAUد ا^>1/�ك   a ( ٍA1,? 7.X 8,U: (3.8ا%.20 °~@?.  

�& = j1Sk,   �
 = j 1−Sk,   �7 = j−1−Sk,   �6 = j−1S k        �3.33� 

H.� ا��ShA10 ،7%061ن  fbو  faو5�6ض أن �0Ac ا�1-�س K� QDH~�1 ا�1-�س وا�-��ر إ�%&-� 5ـ 
� ?@�رP° ا^>1/�ك اmن دا " ���1�� ?D&-�، و�5/5 #X�@�fa  وfb �/���5 �-&15�1; J/-P:  �� = �&	& + �
	
              �3.34� �� = �7	7 + �6	6              �3.35� 
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 *%<x1,…,x4 ≥ 0 . ،�/%0�1,��-�Sد^ت ا�A1ازن ا 4Z1P ق ا¨ن`ajى اAc 6%de0 وثQ< 6طRو
� أAc #Pة �mرJ-" #%U أUfe ϵ R2  �Uر�m م�H وm2 ϵ R ىAc ك�Dن ھA/P 79 أنP §� " ،
�  :A/P *%25ن fbو  0fa-�س � + �� = −�d g� + g� = −gd 

 �/R �.H 71/0 أن J/-P د^ت�S-��1�� Ax = bوھ�ه ا��;:  

l 1 1 −1 −1S −S −S S−SL SL −SL SL n
BC
CC
D	&	
	7	6FG

GG
H = j −�d−gdk            �3.36� 

�ـ  #-%c #Pأ �Uأ J? §1~.7 أ�P ق`ajى اAc 6%de0 6طRوb ϵ R3  ،�.HCا �" �~S? Aھ �-;
  .�K210 *%25Ax = b ا�-�Sد�#  79Px ϵ R4 أن A/Pن ھ�Dك >`ً 

�ر ا�wZف ا����ب  .3.3.2c�
ا����=  ����� ��ى ا��wق ;�� Convex Hullا
=!��Mا��: 

H �LZDP.� ا��Kرئ ھ�D أن A/Pن �cدراً H.� ا1O@`ص أن ا�Z1mر ا�L`ف ا�-Q2ب ا��ي 0-� 
 ً�!Pأ �Dھ �Z~P أن §� J/-P �!? �-%" §1Oدرا . #%.-H ���; إذا �-%" QPQ20 8 أ;�6، " نHأ �و�5/

�,µال ا��ي QPور ا�-,+ Ac 6%de0 �20 4K0ى إa`ق J/-P أن 0@1�P�&� �" 6# اC?6 إ�� ��< ا
 #Z��O 6%a لA.< دAUل وA<x ≥ 0  #��.-�SدAx = b  ـ� #-%c أي �Uأ J? +�  .bوذ

�2�#  ءوAOف �QKم "%-� P.� طKP6# إ6Uا�ا�Z1mر ا�L`ف ا�-Q2ب �Ac 6%de0 QPQ21ى اaj`ق "� ا
  .ا�-,H �" #PA1-.%�ت ا�-,+ AUA5د ا^>1/�ك

�ر ا�wZف ا����ب �Y أ`� �<�c�

�ارز��= ا=!��Mا�� =��  :� ����� ��ى ا��wق ;� ا��

�2�# ا�-,Q%K? #PA1 5ـ  :��_���تا •��X 8,U �DPQ.7 "� ا J/%�n  دAU0-�س ?4 و #~K�
 J/1�de0%6 ا^>1/�ك، و�1m�5 8KD%�ر U-.# ?�2ور إ>QاA/0 *%25 #%dن ?�1Z# "� ا�8,9، و

ri = (rix,riy) ϵ R2 9�-.# ا�-�2ور ا�-��Z إ�� وھ� ا���Sع ا�--QZ? J? Q1أ اQ<jاd%�ت 
�e2i-1 = (e(2i-1)x,e(2i-1)y) ϵ R2  �DPQو�%/K�i  *%<i = 1,…,n . J~# ا�1-�س  J/%�و

 ً�!Pأe2i = (e2ix,e2iy) ϵ R2  �/� J%1"�2�وھ-� �5�061%7 ا^�90ھ�ت H.� طAل ا
 .i=1,…,n?@6وط K� QDH~# ا�1-�س 

•  =;�DCء ا���|���A : #"Aإ-��WP6S15 8KD اA  �/���5���1� :ا
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� =  l �&� �
� …�&� �
� …L&��&� − L&��&� L&��
� − L&��
� …� 
�… ��<W&�� �<�… ��<W&�� �<�… L<���<W&�� − L<���<W&�� L<��<� − L<��<�

n        �3.37� 

�ر ا�wZف ا����ب •c�
� ا�L`ف  :اm4 داKP ت�%dاQ<jأ اQZ? إذا ;�ن �-%" QPQ215 م ا¨نAK�
 #"A��-�� ?J أQ-Hة ا/�1-� .Aا�-Q2ب ا

و�hj�5"# إ�� إ6Uاء ا�Z1mر ا�L`ف ا�-Q2ب، J/-P أن �.e9 أP!�ً إ�� ا6Ujاء ا��5�,2 ا��ي 80 
 ً�K5�O §1Oدرا.  

3.3.3.  =!��� Y!��Nguyen =!��Mا�� =���	�: 

�# H-.%�ت ا�-,+ ا�-,PA1# ا�Q@1O�5 #.X�2ام �K~�1 0-�س ?4 وAUد de0%6 ا^>1/�ك، " ن �< �"
 JPA� #P6o�Nguyen  ق`ajى اAc 6%de0 �%.20 �Uأ J? #~%,5و #X�m #KP661ح طK0) 6oا�

 �/��  )).3.9(ا

  

 �/��  ?4 وAUد ا^>1/�ك�.�O�-1ت ا�JPA� #P6o�Nguyen  #%~KD : 3.9ا

�2�# ا�-,PA1# و?KD5 Q%K~�1 0-�س "� ?4 وAUد de0%6  .3.1ا����!= �C J/-Pي X 8,U.7 "� ا
� K� J%5~�1 ا�1-�س XاA�ا^>1/�ك أن A/Pن Ac 6%de0 �20ى إa`ق إذا و"K° إذا ;�ن ا�@° ا

 ً�S? 6وط� ا^>1/�ك@? �mدا ً�Scوا.  

 JPA� #P6o� ذا�-�� . �2X #P6o%2#ھ�  Nguyenو�6Dى ا¨ن /���6oD إ�� ا�Z")3.10 (
 �1~K� J%5 �XاA�1�W ا�@° اD? �" ت�%dاQ<jأ اQZ? نA/P *%25 #%dاQ<�2ور إ? #.-U 1%�رm�5و

و5�6ض أن ا�-,�"# K� J%5~�1 ا�1-�س . ?H ً�KZ~D.� ھ�ا ا�@° ŷا�1-�س، وA/P *%25ن ا�-A2ر 
� و�Z1H^�5 �meDOر ا��2^ت اCرS5# ا�--/D# و. 2ھ� /��A/P �?QDHن ) i): (3.10(ا�-D%Z# "� ا
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� K� J%5~�1 ا�1-�س واJ-h ً�Sc ;.� ?@6وط� ا^>1/�كXاA�A/P �?QDHن ھ�ا ) ii. (ا�@° ا
°K" Q<6وط ا>1/�ك وا@? �mدا ً�Scوا °@�A/P �?QDHن ھ�ا ا�@° وا�m ً�Scرج ;.� ) iii. (ا

A/P �?QDHن ھ�ا ا�@° ) iv. (?@6وط� ا^>1/�ك، و?@6وط� ا^>1/�ك ?J%,;�S1 "� ا^�90ه
 °@��&�ا ا #Z,D��5 Q<ن "� ا�90ه وا��A/P 6وط�ن@-�وا�m ً�Scرج ?@6وط� ا^>1/�ك، و;` ا

�XاA�  .ا

#PA1,-��2�# ا.� #Z,D��# ?J ھ�ه ا��2^ت اCرAO #S5ف �~�Z ا�Z1mر ا�L`ف ا�-Q2ب �5�< �; .
�O�-1�� J%5 اXاA��2�# اCو�� A/P �?QDHن ا�@° ا�� ;.� ?@6وط� ا^>1/�ك، "�� اm4 داKP ت

�/��  :" ن ?�Sد^ت ا�A1ازن ا�,A/1O �/%0�1ن �5

l−sin 4& sin 4
 − sin 47 sin 46cos 4& cos 4
 −cos 47 −cos 46−sin 4& sin 4
 sin 47 −sin 46
n

BC
CC
D	&	
	7	6FG

GG
H = lo&o
o7

n 

  

 �/���6ZھJPA� #P6o� #D : 3.10ا ¡%hA0Nguyen  

 *%<θi  6وط ا^>1/�ك@? #"�< ��� K� J%5~�1 ا�1-�س إXاA��0%6 إ�� ا��اوJ? #P ا�@° ا
) �/��x ≥ 0  JPA� #P6o� �K20إن ا�A/P 8,9ن Ac 6%de0 �20ى إa`ق إذا ;��� ). 3.10ا�6o ا

Nguyen  ـ� 8%c أي �Uأ J?b ϵ R3 . أن ھ�ه Q;�1� أن �DD/-P ،بQ2-�وZ~15%� ا�Z1mر ا�L`ف ا
�2�# 6R �K20وط Ac 6%de0ى اaj`ق�وJ/-P ،#.d�-? #KP6~5 ا�Q;e1 أن K5%# ا��2^ت ^ �K20 . ا

  .6Rوط Ac 6%de0ى اaj`ق

3.3.4. ��ط ��>�� _= �wLث Wا� =�~�HDا� =c	Cم ا��M`�� قwس ����� ��ى ا��
�ك��T}و`�د ا O�: 

�.Z# ا��!�u%#، وا�,µال اCول ا��ي 79P أن ��Uw,�م ا #Z,D�QDOرس ا¨ن Ac 6%de0ى اaj`ق �5
� أن �AKل أن ا�J/-P 8,9 أن Uأ J? �1 0.�م�e,Pل ھQH 8; Aد ��Kط ا�1-�س ?4 وAUد ا^>1/�ك ا

�.Z# ا�-,Ac 6%de0 �20 4KP .#PA1ى إa`ق��# اUC,�م ا�< �" �DPرأ  JPA� #P6o� 7,<و
Nguyen  �1~K� J%5 �XاA�ا�6X �1>� أن وAUد �K~�1 0-�س 6Z1SP ;�"%�ً ?�دام ا�@° ا
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� ?@6وط� ا^>1/�ك �KD~�1 ا�1-�سm4 داKP 1-�س�� اUC,�م . اUأ J? §أ� ¡hاA�و?J ا
m1-�س دا�� K� J%5~�1 اXاA��A و4c ا�@° ا �1< J%1%"�; �1,%� °K" �1 0-�س~K� ن " #%u�!��� ا

�%< ?J ا�--/�K? Jو?# أي �Hم )Ñ<^R3 أ�&� ?@�رP° "� ا�-�9ل (?@6وط� ا^>1/�ك  §�C ،
J%O�-1�� J%5 اXاA��1�� إذن، ھ� d`ث ��Kط 0-�س ?�m . 4رA< �Z~P �Uل ا�@° ا�ا�,µال ا

� H-.%# ا�-,+؟Uأ J? ق`ajى اAK� 6%de0 �.H لA�2.�  وAUد ا^>1/�ك ;�"%#  

  

 �/��  �K� #d`�5 Q%K? �u�!" 7ط 0-�س ?4 وAUد ا^>1/�كX 8,U.: 3.11ا

8S� Aاب ھA9�"� ا�K%K2#، ھ�Dك �X�m #9%1# و5,%~# أو�S5 �&2h ا�S.-�ء أ?��ل U%� وي . ا
 ��Jia Wei Li  +,-�وآ6mون، >%* A?�cا �1m�5ال 20.%� Ac 6%de0ى اaj`ق "� H-.%�ت ا

�# Ac 6%de0ى إa`قe,? ���2�# ا�-,PA1# ا��!�AUA5 #%uد ا>1/�ك إ�� . "� ا/���5�6oD إ�� ا
" ذا ;��� ا��KDط . ، �D�61ض Q%K? ً�Z.X ً�-,Uاً �5`ث ��Kط 0-�س ?4 وAUد ا^>1/�ك)3.11(

ا��`ث ?A/0 *%25 #ShA1ن m �.H° وا>J? §� " ،Q ا�Aاh¡ أن أي �Hم A< �Z~%Oل ذاك 
�+ AOف �,�D�1 ھ�. ا�@° ^ SD? J/-P§ 5&�ه ا��KDط ا��`ث���2�#، وDO�61ض أن ھ�ه ا��KDط و�ه ا

�2�# " ن ا��KDط ا��`ث AOف �0/� ?,�PA1ً و>%Qاً ��%,� ?m �.H #ShA1° وا>Q، و5&�ه اS ،
 #D/-? ا>1-�^ت #d`d ك�Dن ھA/%O 0-�س #~K� �; QDHو) �/��  )):3.12(ا�6o ا

  

 �/���.�K1طJ%5 4 ?@6وط ا^>1/�ك وا�-,A1ي: 3.12ا #D/-? ا>1-�^ت #d`d.  
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 .5-@6وط ?,S  ٍA1?@6وط ا^>1/�ك �K1Pط4 ?4 ا�-,A1ي  •

 .S °@5?@6وط ا^>1/�ك �K1Pط4 ?4 ا�-,A1ي  •

 .ف �S #~K?@6وط ا^>1/�ك �K1Pط4 ?4 ا�-,A1ي  •

 ��و"A<6X §KP6ا e5ن ا�A/P 8,9ن Ac 6%de0 �20ى إa`ق إذا و"Jia Wei Li  °Kإن U%� وي 
1,-�A/Pن  5S-@6وط ?,Aٍ1، وA/%Oن ا�-,A1ي  ASي إذا ;�ن ;� ?@6وط ا>�K1P �;�/1ط4 ?4 ا

  .Q5وره واAc 6%de0 �20  ً�Scى إa`ق

�2�# ا��!�Q%K? #%uاً �5`ث ��Kط 0-�س ?4 وAUد  .����3.2!= ا�إذا ;�ن ��Z.X ً�-,U �DPQً "� ا
، و;�ن ;� ?@6وط ا>1/�ك Sا^>1/�ك، و5�6ض أن ��Kط ا�1-�س ا��`ث �0/� ?,�PA1ً و>%Qاً 

K� �; QDH يA1,-�" ن ا�A/%O 8,9ن Ac 6%de0 �20ى . 5-@6وط ?,S  ٍA1~# 0-�س �K1Pط4 ?4 ا
  .واAc 6%de0 �20 ً�Scى إa`ق �S-.%# ا�-,+ Sإa`ق إذا و"K° إذا ;�ن ا�-,A1ي 

#9%1D��.7 ا��!��u وا�Scً �20 : أو^ً، ا��6ط ا�`زم. وAKDOم ا¨ن 65ھD# ھ�ه ا�إذا ;�ن ا�8,9 ا
5-@6وط ?,Aٍ1، وا�-,A1ي  Sن ;� ?@�رP° ا^>1/�ك �K10ط4  ?4 ا�-,A1ي Ac 6%de0ى إa`ق، " 

S ق`aى إAc 6%de0 �20 �Scن واA/%O ورهQ5 ً�!Pأ Aھ�ا . ھ J? �K21� 5-/�ن أن #�A&,�و?J ا
�2�# ا��!�u%# واAc 6%de0 �20 ً�Scى إa`ق، " ن �وا��ي ھ�U Aء ( Sا��6ط، " ذا ;�ن ا�8,9 "� ا

8,9��2�# ا�-,Q5 ^ #PA1 أن) ?J ا�وH`وة H.� ذ�+، " ذا . A/Pن Ac 6%de0 �20ى إa`ق "� ا
�1�� J/-P أن A/Pن ھ�Dك �Hم  S;�ن ھ�Dك ?@6وط ا>1/�ك وا>�K1P Qط4 ?4 ��5 ،#~KD5 5@° أو

 �Uر�m)J%1P6mC1-�س ا�� K� J%5~�1 اXاA��S-.%# ا�-,+ أن ) ?�`ً >Aل ا�@° ا J/-P^ ي��وا
  .�K0و?§

6��وا5S  4c-@6وط ?,Aٍ1 و  Sإذا ;�ن ;� ?@6وط ا>1/�ك KP~4 ا�-,A1ي : ط ا�/�"�و�6ZھD# ا
�1�� واAc 6%de0 �20 4cى إa`ق��.7 ا��!�A/%O �uن �5�. Ac 6%de0 �20ى إa`ق، " ن ا�8,9 ا

D."S  J-h 4KP�61ض أ�1m�5 �D-c �D%�ر U-.# ?�2ور إ>QاA/P *%25 #15�d #%SU6? #%dن ا�-,A1ي 
�J/1 ، وx-yا�-,A1ي ri ϵ R3  1-�س��KD~# ا #K5�,��0%6 إ�� ا���Sع ?QZ? Jأ اQ<jاd%�ت �.9-.# ا

i ) �/���# Ac �.Hة ا�1-�س "� ا�KD~# ). 3.11ا�6o ا^Q��5 8KD��1�� " ن Acة 5fi ϵ R3ـ  i و��5 ،
 #%u�!���2�# ا�� Fi ϵ R6ا�1-�س "� ا/��  :ھ� ?J ا

�# = j �#g#k               �3.38� 

 �; �Dوھmi  0,�ويmi = ri×fi *%< ،i = 1,2,3 . #%u�!���# H.� ا�AKة ا�@�رU%# ا^Q��5 8KD�
 �?6��5Fext ϵ R6 �/���5:  

�d�Q = j �d�Qgd�Qk ∈ R�             �3.39� 
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 #%u�!" ى 0-�سAc دAU1~.7 وP ق`ajى اAc 6%de0 ن " ���1��5Fi  *%<i = 1,2,3 نA/0 ،
 #%u�!" #%Uر�m ةAc أي �Uأ J? §25%* أ� ،�&O�-15 #X�@�� ?@6وط ا^>1/�ك اmدا #ShA1?

Fext، #KK2? #%��1�&�  :" ن ا�-�Sد�# ا + �
 + �7 + �d�Q = 0          �3.40� 

À"�/? ��  :أو �5/& + �
 + �7 + �d�Q = 0             �3.41� �L& × �&� + �L
 × �
� + �L7 × �7� + gd�Q = 0         �3.42� 

 ��" ذا ;��� ;� ?Ac Jى و�Hوم ا��O�-1ت �hj�5"# إ�� ا�AKة وا��Sم ا�@�رU%�ن J/-P 20.%.&-� إ
;-� 80 ا1m%�ره �5�x-y  #Z,Dوا�Aا4c "� ا�-,A1ي ( �Z;6?Sت ?Q?�S1ة H.� ا�-,A1ي ا�-Q2د 5ـ 

<j�2ور ا-��9-.# ا#%dاQ ( 8ظ�D�"�  zوا�-91§ �90�5ه ا�-A2ر ( HS.� ا�-,A1ي  Nوا��!�ء ا
�Ac 6%de1ى اaj`ق U( �&15�1; J/-P-.# ا�-�2ور اQ<jاd%# ا�-@�1رة #K5�,��1�� " ن ا�-�Sد�# ا��5 ،

�/���5:  �&� + �
� + �7� = −�d�Q,�              �3.43� �L& × �&�� + �L
 × �
�� + �L7 × �7�� = −gd�Q,�          �3.44� 

�&� + �
� + �7� = −�d�Q,�              �3.45� �L& × �&�� + �L
 × �
�� + �L7 × �7�� = −gd�Q,�        �3.46� 

�# H.� ا��J? #2P6 ا�S ,9وھQ@1O�5 �D-c �Dم ^Q.��5�-,A1ي  �&DH 6ZS-��.7 ا��8x-y  A ا �-;
  .A/%Ozن داu-� �90�5ه ا�-A2ر  Nوا��!�ء . ��,§ x-yأ�&� ا�-,A1ي 

ھAٍ1,? A واAc 6%de0 �20 4cى  SوS5�1-5# 65ھD# ا��6ط ا�/�"�، AOف �6ى ا¨ن أ�§ إذا ;�ن 
8,9 "� >��1§ ا��!�A/%O #%uن واAc 6%de0 �20 �Scى إa`ق�� إط�ر ا�-�Sد^ت و". إa`ق، " ن ا

� أي Acة )3.46(و ) 3.45(Uأ J? §ت أ��Zdj �SDO ،fext,S ϵ S  وfext,N ϵ N أي �Uأ J?و ،
 fiN ϵ N *%< ،i = 1,2,3و  fis ϵ S، " ن ھ�Dك Acى 0-�س mext,N ϵ Nو  �Hmext,S ϵ Sم 

� �K~# 0-�س )3.46(و ) �K20)3.45 ا�-�Sد^ت /� fi = fiS+fiN، " ن ا�AKة  i = 1,2,3، وأ�§ 
� ?@6وط ا^>1/�ك m4 داK0i.  

�N . �DPQ"� ا^�90ه ا��Dظ-� ) 3.46(و ) 3.45(أو^ً، �QDرس ?�Sد^ت Ac 6%de0ى اaj`ق  J/1�و
�1�� " ن ا�-�Sد^ت mext,S ϵ Sو �Hم �mرAcfext,N ϵ N  �Uة �mرS? #%U~�ة ��5 ،)3.45 (

� ?�S? #d`d J? #HA-9د^ت d`�5 #%~m# ) 3.46(و/�0�و?�D0�%h6" J أن ��Kط . ?�9ھ%
ا�1-�س ا��`ث �%< ?m �.H #KZ~D° وا>Q، " ن ا�-�Sد^ت A/%Oن �&� ?A.< #HA-9ل و>%Qة 

}fʹ1N,fʹ2N,fʹ3N{ �"N.  
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� أي Acة �mرS  #%Uو7Z,5 أ��D ��61ض أن ا�-,A1ي Uأ J? +�واAc 6%de0 �20 4cى إa`ق، وذ
fext,S ϵ S  �Uر�m م�Hوmext,N ϵ N ك�Dن ھ " ، #PA1,? ى 0-�سAcfiS ϵ S  *%<i = 1,2,3 ،

�&�، وأ�K20 ً�!P ا�-�Sد^ت  #S5�1�� ?@6وط ا^>1/�ك >,K� 7~# ا�1-�س اm4 داhA10 �%25
�%,� و>%Qة، >%* Q<C J/-Pھ8 أن J? #HA-9? Q9P ). 3.44(و ) 3.43( �Dل ھA.2�و?HA-9# ا

 #%.mاQ��ηi ϵ S  *%<i = 1,2,3ا�AKى اm4 داKP �&D? �?@6وط ا^>1/�ك ا�-A,Dب �.1-�س  ، و;
iد^ت�S-�&�  :، و�K20 ا + �
 + �7 = 0            �3.47� �L& × �&� + �L
 × �
� + �L7 × �7� = 0           �3.48� 

 +��Dن ھ " +���و�`>Ñ أن ھ�J%0 ا�-�Sد�J%1 �0/`ن d`ث ?�Sد^ت Q%K? #%~mة L1? �,5%6ات، 
`d �~m ـ "!�ء�  .}�d}η1,η2,η3 ا�S5Cد ?J ا�A.2ل 

�1�� " ن ا�AKى )3.44(و ) �K20)3.43 ا�-�Sد^ت } f1S,f2S,f3S{وا¨ن إذا ;��� ا�AKى ��5 ،
}f1S+η1, f2S+η2, f3S+η3 { ً�!P,&� أ�د^ت ��S-�} η1,η2,η3{وا�AKى ا�QاAO . #%.mف �K20 ا

� 6Z;أ #-%c �%K20 �Uأ J? 1%�رھ�m81 اP أن +��5 J/-P*%25 ت�O�-1��  :AKى ا& = �&�� + �&� + �&             �3.49� �
 = �
�� + �
� + �
            �3.50� �7 = �7�� + �7� + �7           �3.51� 

� Acة/5 #X�@�� ?@6وط ا^>1/�ك ا�-KD5 �.S1~# ا�1-�س اm4 داK0 �&.;6. وZ�� ا-/P ھ�ن وھ�ا
�"�/��.�6ط ا. 
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� ا�6ا45���  ا

P	Cا� �MQت ا��S�T  

Rigid Body Motions 

  

 �" 7.X 8,9�� 1O# إ>Qاd%�ت �WXA ا�-4cA وا^�90ه cCا �.H �D?�.P §أ� �DPرأ ،�!? �? �-%"
و;Qc �D و�D.X إ�� ھ�ه ا�JH #9%1D ط�P6 ا1m%�ر �K� #d`dط ?J . "!�ء "%��d`d �u�P ا�S5Cد

,9��.7، و?�D�c�� 8d J أن ا�-,�"# J%5 أي زوج ?J ھ�ه ا��KDط ا��`79P  #d أن 15�d �KZ0# ا�8 ا
7.��وھ�ا �cد�� إ�� وAUد A%c #d`dد، وا��L5 . �1 ا�JH 6oD ا�-/�ن ا��ي A1PاQU "%§ ا�8,9 ا

 #S,1�� �J? #~K ھ�ه ا�) x,y,z(اQ<jاd%�ت  –QDH?� 0�6ض H.� اQ<jاd%�ت ا�PQ/�ر0%# ا/��KDط 
–  81P أن J/-P ت�%dاQ<jھ�ه ا J? #S,0 �Xأ J? #1O دھ� أن��1%9# ?� ��" �&� µ0دي Q5ورھ� إ

�K1,? �  .ا1m%�رھ� �5/

7.���4cA? WXA وا�90ه ا�8,9 ا ً�?�o1أ;�6 ا� #KP6رس طQ� فAO ����و�hAHً . "� ھ�ا ا
Q<�2رو إ? #.-U °565 مAK� فAO ،7.���5�JH ،8,9 ا1m%�ر �K� #d`dط ?J ا�8,9 ا #%SU6? #%dا

 81P #%dاQ<9-.# ?�2ور إ� #Z,D��5 #%SU6-��1 0�W وJH 6ZS0 ھ�ه ا�9-.# ا�و�Qرس ا�~6ق ا
� ?J اQ<jاd%�ت وھZ�0) A%1&� "� ا��!�ء %.c دQH امQ@1O�5 81P أن J/-P 4 أن ھ�اZ~��5 8.S� J2و�

�5�7��9 ا�XA�� �O .( إ>Qاd%�ت �.S1P �? وھ�اDescriptive 62;�ت ا�7.���8,9 ا.  

 �&%UA0 7��U ً�!Pك أ�DوھPrescriptive 7.���D�6ض أن �S1P �-%" . �DPQ.� 625;�ت ا�8,9 ا
و>��-� 81P ا1m%�ر 621P ً�Z.X ً�-,U . #.-Uك ?J ھ%$# ?D%S# "� "!�ء "%��u�P إ�� ھ%$# أ6mى

 8,9��.D%< 7&� ا�-�2ور اQ<jاd%# ا�-SU6%# و?K%�س ا�~Aل �.�!�ء ا��%��u�P، " ن ا���Pح ا�ا
 J? ل�K1��5 WXAP أن J/-PR3  ��وQc ا0!¡ أن ا�1-�%`ت ا�J/-P #%h�P6 ��,&� أن . R3إ

7.���62;�ت ا�8,9 ا #%&%UA1�� ا�21.%`ت ا�XA�%# واUأ J? مQ@1,0.  

 ً�!P7، وأ.���62;�ت ا�8,9 ا §%UA1��S-.%# ا�W%XA1 وا ً�S? #D?�1ا-��hA1%¡ ا�2%�%�ت ا
"Cا JH �UA? ء�~Hj أ 5-��لQZDO ،����/�ر ا�u6%,%# واCدوات ا�AO �1ف �,Q@1?&� "� ھ�ا ا

#PA1,-��2�# ا�� ا�QZء �5�+، �S5 6;�1,DO اA?Cر ? JH�A&م اhA0 . #SRC%�2 "� اZcو
Vectors.  

=_^Bم ا��D� Vectors:  

�§ طAل و�§ ا�90ه �OQDار ھQK? Aع ھ�S��6ف وا���Sع J/-P أن ��Pر �§ J? .25 ا�-A.Sم أن ا
 ً`�? ،�?�o� ���v . *%< ء�!�.�" ذا 80 ا1m%�ر U-.# ?�2ور إ>QاSU6? #%d%# و?K%�س طAل 

�5�QDH ،v  #Z,Dھ� " ن ا���Sع 4KPv ا���Sع  +���A-H J? #"Aد وا>Q وذ-81 0-�%.§ 5P أن J/-P
 #%SU6-�� ذ�+ e5ن AK0م QH�c +P6215ة ا���Sع (�9-.# ا�-�2ور اQ<jاd%# ا%@0 J/-Pv ? ��QZأ إ

 ��إ>Qاd%�ت ا�9-.# ا�-SU6%# ?4 ا�2��ظ H.� ��< ا^�90ه، وھ�ا ا�-�&Aم �SRÈ# أ>%���ً AKPد�� إ
 62���A"� ا�A-Sدي �.��Sع ). P �?Free Vector,-� ا���Sع ا-�� ا%�-1���Pر إ�%§ �Hدة  vإن ا
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 #.u�? 625وفν ϵ Rn .%K?و #%SU6? #%dاQ<�2ور إ? #.-U 1%�رmأ�§ إذا 80 ا Ñ<`ل و�A~.��س 
��A"� ا�A-Sدي �.��Sع -�  .AOف .1@?ν 6%L1P�J%، " ن 0-�%� ا

 #~KD� J/-PوP ع�SR #L%�5 �&.%�-0 81P أن �u�P�%" �2ور . "� "!�ء? #.-U 1%�رmذا 80 ا "
 #~KD�J/-P أن H �&.%�-0 81P.� ھ%$#  Pإ>QاSU6? #%d%# و?K%�س طAل �.�!�ء ا��%��u�P، " ن ا

�%dاQ<^أ اQZ? J? ع�SR #~KD���A"� ا�A-Sدي �.��Sع Pت �.9-.# ا�-SU6%# إ�� ا-�� ا%�-1�، وا
 �u�? 625ف §%�و;-� ذ;��6 "� ا�,��5، " ذا 80 ا1m%�ر U-.# ?�2ور . J/-PP ϵ Rn أن ��Pر إ

 �"A��? �%�-0 ���.�!�ء ا��%��u�P، " ن ھ�ا µ%Oدي إ J%�.1@? لA~.�إ>QاSU6? #%d%# و?K%�س 
��D�< ا�A-H #~KDدي �.��Sع ?@W.1 وذ +P �u�P�%��  ."� ا��!�ء ا

�ل �� ��� .4.1L�: 

 �/���D�61ض أن ��DPQ ا�8,9 ا�-,A1ي ا�-hA¡ "� ا)4.1 )a(( �.H 6�1K0 §1;6< ي��، وا
 ٍA1,? �" #;6< �&�A; . #%SU6? #%dاQ<�2ورة إ? #.-Uل وA~.�و�D�6ض أ�§ Qc 80 ا1m%�ر ?K%�س 

�/���5 ¡hA? A15# ;-� ھ�d .-U �.H �.~� فAO15# و��� Fixed.# ا�-�2ور ھ�ه U-.# ا�-�2ور ا
Frame ء�!���5�Space Frame �?6، أو U-.# ?�2ور ا �&%�، وAOف �S{ �?6{، و�DO%6 إ

9-.# �5�A?6ز �و�5/� ?��56DO ،§5° ا�8,9 ا�-,A1ي 95-.# ?�2ور . ŷsو  x̂sأSR# ا�Aا>Qة �&�ه ا
�5�8,9 وSRC �?6DO# ا�Aا>Qة "%&� �5 #K.S1? #%SU6? زA?6�x̂b  وŷb . 9-.# 6210ك�وCن ھ�ه ا

#;621-� Body، أو U-.# ?�2ور ا�Moving Frame 8,9 ?4 ا�U �&%-,DO 8,9-.# ا�-�2ور ا
Frame6%�DOو ، �&%��5�6?�  إ}b{.  

  

 �/���2�# ا�-,PA1#: 4.1ا��.7 "� ا�  .>6;# ا�8,9 ا

8,9 �5�Z,D# و�W%XA1 ھ%$# ا�8,9 ا�-,A1ي، " �§ "4cA? QPQ20 �D?�.P °K وا��90ه U-.# ?�2ور ا
#15����-QZأ U-.# ?�2ور . �9-.# ا�-�2ور ا #15���إن ا���Sع ?QZ? Jأ إ>Qاd%�ت U-.# ا�-�2ور ا

�5�SRC #Z,D# ا�Aا>Qة �9-.# ا�-�2ور ا���p #15ا�8,9، وا�-��ر إ�%&� 5ـ  §DH 6ZSP أن J/-P ،
���1��;:  
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� = ��	̂� + ���̂�                 �4.1� 

 �/��، وھ�ا اQ%U 6?C "� >�ل )px,py(وA/P Qcن ?J ا�-�1Sد ;5�1# ا���Sع �5/� أ;�6 5,�ط# �5
�/QDH J ا�JH 6%ZS1 ��< ا���Sع  ،#%SU6-��J/P 8 ھ�Dك أي A-aض ?12-� "� U-.# ا�-�2ور ا

� ?�2ور إ>QاQS1? #%dدة، " ن ;5�1# ا���Sع -U �"p  #��# P #.-U) 4.1(;-� "� ا�-�SدA&,5 W�/
 WP6S0 80 �&O�Oأ �.H �1�  ).px,py(ا�-�2ور اQ<jاd%# ا�-SU6%# وا

 8,9��W%XA1 ا�90ه U-.# ?�2ور ا #KP6ط �&Oإن أ}b { #15����9-.# ا�-�2ور ا #Z,D��5}s { ھ�
 #Pاو��� JHθ طQPQ20 �P6 ا/��وھ�Dك طKP6# أ6mى وذ�+ QPQ215 ا�90ھ�ت . ;-�ھJ%Z? A "� ا

Q<اA��ŷbو  x̂bة �9-.# ?�2ور ا�8,9 أSR# ا/���5 ،:  	̂� = cos 4 	̂� + sin 4�̂�                     �4.2� 

�̂� = − sin 4 	̂� + cos 4 �̂�                �4.3� 

8,9�� ا�90ھ�ت U-.# ?�2ور ا%�-1� #��S" 6%a وQZ0 #KP6~�� أ. �.Aھ.# اCو�� ھ�ه ا%@0 J/�ن 
 #Pاو���Q<Aھ� �%,�  θا�8,9 620ك �5/� A�Hا�u "� ا��6اغ ا��`�d ا�S5Cد، "-J ا�Aاh¡ أن ا

 #.K1D-��W%XA1 ا^�90ه �9-.# ا�-�2ور ا #%"�;)8,9��5 #X�@�و"� ا�J2� #K%K2 ). ا�QPQ9ة ا
#HA-9-� #-u`-� U�25# إ�� d`d# زواH �P.� ا�J? 8a6 أ�§ ?a J%6 ا�Aاh¡ ;%�%# ا�WP6S1 ا

5�، " �§ ?J ا�Z,%° ا�JH 6%ZS1 ?�2ور . ا��وا�P ا��`ث ھ�ه�K-�ا�Aا>Qة �9-.# ا�-�2ور ) أSR#(و�5
#PA1,-��2�# ا.� #Z,D��5 �D-c �-; #15����9-.# ا�-�2ور ا #Z,D��5 #.K1D-�  .ا

�9-.# ا�-�2ور اQ<jاd%# ا���15#، " ن  #Z,D�� �Rء �5; JH 6%ZS1�و�D�61ض أ��D ا0�H �DK.� ا
����A-H #"AدP# ) 4.1("� ا�-�Sد�#  �Spع ا? �P6ط JH §.%�-0 81P أن J/-Pp ϵ R2 �/��  :?J ا

� = j����k               �4.4� 

��A"# ) 4.3(و ) 4.2(وا�-�Sد^ت -�  :Pذات ا�J/-P2×2  �?6 أS%-90 ً�!P&� "� ا

� = jcos 4 − sin 4sin 4 cos 4 k               �4.5� 

 J? ولCد اA-S��# . ŷb، وأن ا�A-S ا����� P  JH 6ZSPx̂b JH 6ZSPو?J ا�Aاh¡ أن اA&,5 J/-Pو
��P-1 = PT . #"A، وأن PTP = Iأن ��K21 أن -�وا��1 80 �0/%.&� ھ�D ھ� �ZHرة P  JHإن ا

��A"# دوران -�-.# QKPم �XA0 �D%��ً ^�90ه و?P,p (U 4cA(، وا��وج Rotation Matrix?��ل 
#15����2-.# ا�-�2ور ا #Z,D��5 8,9��  -?J ا�-mQ`ت ا�,1# . ?�2ور اUأ J? J%.mQ?p  #S5وأر

 �Uأ J? ت`mQ?P- #.K1,? نA/0 �1� PTP = I"� ا�K%K2#، إن ا��6ط . "mQ? #d`d °K`ت ھ� ا
 #"A��-�° ، "hAPPK¡ وAUد �S? #d`dد^ت �.A%Kد، و�&�ا " �§ �wرmQ? 45`ت ا�Aّ/0 �1ن ا

�K1,? �� وا>J/-P Q ا1m%�ره �5/mQ? . ث`���1�� " ن اQ<jاd%�ت ا��&� أن ) θ,px,py(و�5 J/-P
#PA1,-��2�# ا��.7 "� ا�� ھ$%# �8,9 ا%�-1�و"� ;� ا��2^ت، " ن زوج . �0/� ا�Q2 اCد�� 
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��A"# ا�Qوران  -ا���Sع ?)P,p ( #.-U J? §1P7 ;-� 810 رؤ.���&%$# ا�8,9 ا ً��Xم وQKP
�-�2ور اQ<jاd%# ا���15#ا.  

 �/���.b(( QDH 7( 4.1(ا¨ن �5�6oD إ�� ا��D�61ض أن ا�8,9 ا ،}b { #$%&�. }K� 80}c.§ إ�� ا
 4cA-�� �SRع اUأ J? �5�,�� ا%.21�، J/-P أن }c{و أSR# ا�Aا>Qة �9-.# ا�-�2ور  rو6/15ار ا

71/�:  L = L�	̂� + L��̂�                  �4.6� 

	̂� = cos � 	̂� + sin � �̂�             �4.7� 

�̂� = − sin � 	̂� + cos � �̂�         �4.8� 

 #PدA-H #"A��? �/R �.H �&15�1; J/-P د^ت ھ�ه�S-�  :R ϵ R2×2و?��A"# دوران  r ϵ R2وا

L = jL�L�k ,    Z = jcos � − sin �sin � cos � k           �4.9� 

� U W%XA0-.# ا�-�2ور Uأ J? +�?AoDراً إ�%&� ?c { #.-U J{وJ/-P أن �Q%S ا�S-.%# ��,&� وذ
� أن (} b{ا�-�9ور %@0}b { ـ� �5�,�� ا%.21�). }c{ھ� ا¨ن U-.# ا�-�2ور ا���15#، و;6ر ا

 J/1�، وQDHھ� }c{إ�� ?QZأ إ>Qاd%�ت ا�b { #.-9{�0%6 إ�� ا���Sع ?QZ? Jأ إ>Qاd%�ت ا�q  #.-9و
Q9DO:  M = M�	̂� + M��̂�                  �4.10� 

	̂� = cos � 	̂� + sin � �̂�              �4.11� 

�̂� = − sin � 	̂� + cos � �̂�         �4.12� 

 *%<ψ = ϕ-θ .�5، ا�,����Sع و;-� "� اq ϵ R2  ورانQ�Q ϵ R2×2  �-&15�1; J/-Pو ?��A"# ا
�/���5:  

M = jM�M�k ,    Z = jcos � − sin �sin � cos � k           �4.13� 

 �Dوھq  ـ� �Q  WXA0و�5/� ?��5§، " ن ?��A"# ا�Qوران . }U �"}b-.# ا�-�2ور  qھ� 0-�%
�9-.# ا�-�2ور } c{ا^�90ھ�ت �9-.# ا�-�2ور  #Z,D��5}b{.  

�1�� " �§ }c{إ�� U-.# ا�-�2ور } b{وا¨ن، إذا �D.%@0 أن ا�U J? §.K� 80 8,9-.# ا�-�2ور ��5 ،
 #~KD��5 �&DH 6ZS-��.7 وا�� إ�� ا�J?P  #~KD ا�Aاh¡ أن ا�KD~# ا�H �1.� ا�8,9 اK1D0 فAO

r .���A"� ا-�� ا%�-1.� J/-P W%; ،لe,� أن �Dھ �DD/-Pع و�S�.�؟ rأن A21Pل �ـ  A-Spدي 
�/���5 �~SP ابA9�  :وا
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L = � + �M              �4.14� 

 �/���ـ  o<`? �D��/? Z" ،r# أن ))a( 4.1(و�-6S"# ا�,7Z، إذا ���6o إ�� ا ��2-�ھA ا���Sع ا
p  وq . *%<p  وr  J%H�S�.���A"� ا�A-Sدي -�� ا%�-1�. }U �"}s-.# ا�-�2ور  rو  pھ-� ا

2.��Aل H.� وr  ـ� 45�0 �/R �.Hp  وq �� أن } U �"}s-.# ا�-�2ور  �D%.H ،q أو^ً أن �-�Zc
 4? �&S-9�p . JH رة�ZH أدق �/�5 AوھPq . #�� H.� ا�-�Sد�2� +�و>%* أن ). 4.14(و�5
θ+ψ = ϕ أن �K21� أن ً�!Pأ J/-P ،:  Z = ��               �4.15� 

�&�ا " ن ا��وج )Q,q (ا #%�%; W�P J? 7.��، " ذا ;��� �c{ �DPQ{إ�� } �K1�}bل ا�8,9 ا
 J%%S1��.QDH 7 ا�&%$#  H ^ #~K�p.� ا�، " �&� p ϵ R3، و?-�.# �5���Sع }b{واSc# "� ا�8,9 ا

�5���Sع #.�--���A211O  r = p + Pq . #"Aل إ�� 0.+ ا�KD~# "� ا��!�ء ا��%��u�P وا? ً�!Pوأ
�&%$#  Pا�Qوران  QDH}b {A210 فAO ���&�ا ا^��K1ل} QDH}c ا�&%$#  R = PQل إ #9%1D; .

�.7، أو �5/� ) Q,q(ا���Sع  -و�&�ا ا�,7Z �,-� ا��وج ?��A"# ا�Qوران ��K1��5ل ا�8,9 ا
7.��  .أ;��HA%R 6ً، >6;# ا�8,9 ا

ا���Sع J/-P أن QKPم �%XA0 �D��JH ً ھ%$#  -وھ/�ا �DD/-P أن �6ى أن زوج ?��A"# ا�Qوران 
���.P,p(( �" 7(ا�1�,%6 ا�%XA1�� hA0 80 �-;%2§ 5ـ (.7 ا�8,9 ا�، أو UA0%§ ا��K1ل ا�8,9 ا

 �u�P�%��  )).Q,q(ا�1�,%6 ا�hA0 80 �-; �&%UA1%2§ 5ـ (ا��!�ء ا

 �/��} Ñ<`� ،}b أن ا^��K1ل ?J ا�&%$# ))b( 4.1(و;��d #9%1D%#، و?6ة أ6mى �5�AU6ع إ�� ا
 #$%&� A<sل ا�Q0 �}b { #~KDو6P ا�8,9 ا�-,A1ي "� ا�&%$# J/-P أن JH 81P طc {P6{إ�� ا

 #P�5اوψ . ت�%dاQ<ث إ`d �P6ط JH x@�ُP أن J/-P ل�K1�^ن ا " +���، >%* )ψ,sx,sy(و
)sx,sy ( #~KD�� �d`d ا��Zرا?61ات . "� U-.# ا�-�2ور ا����0s #15%6 إ�� إ>Qاd%�ت ا%�-1�وھ�ا ا

JH رة�ZH A7 ھ.���62;# ا�8,9 ا �PQZ��Z%#  اA.��.62;# ا Aٍ1,? ل��?Screw Motion . وإذا
 �"�X ل�K1ا� JH رة�ZH #;62�" ن  - θ = ϕوھ�ا �DSP أن ا^�90ھ�ت ^ L10%6 أي  -;��� ا

 #~KD�  .AOف A/0ن "� ا�`�&�s #Pا

 #%d`d #��2��.7 "� ا��2�# >6;# ا�8,9 ا�� AOف �AKم S15-%8 ھ�ه اC"/�ر أH`ه ���و"� ھ�ا ا
و�&�ا ا�6Lض �D�61ض أن ��Z.X ً�-,U �DPQً "� "!�ء "%��d`d �u�P ا�S5Cد ;-� ھA . ا�S5Cد

 �/���5 ¡hA?)4.2 .( J? ��.~Aل �.�!�ء ا��%�Qc �u�P 80 ا1m%�ره، وأن ; ً�O�%K? 61ض أن�D�و
 #15����} b{وU-.# ?�2ور ا�U}s { 8,9-.# ا�-�2ور ا/��وm`ل ھ�ا . QPQ20 80 Qcھ-� ;-� "� ا

�1/�� ا�-�2ور ا�-AO #%SU6ف QH�c 7,< �mµ0ة ا�%Q ا�%-�D، أي أن أSR# ا�Aا>Qة ا-U �ب " ن ;
}x̂,ŷ,ẑ { #c`S�، }x̂s,ŷs,ẑs{و�DO%6 إ�� أSR# ا�Aا>Qة �.9-.# ا���15# 5ـ . x̂×ŷ = ẑدا�K20 ً�-u ا

?QZ? Jأ �0%6 إ�� ا���Sع  pو�x̂b,ŷb,ẑb{ . J/1{وSRC# ا�Aا>Qة �9-.# ?�2ور ا�8,9 5ـ 
8,9�وو"Q<j ً�Kاd%�ت U-.# . إ>Qاd%�ت U-.# ا�-�2ور ا���15# إ�� ?QZأ إ>Qاd%�ت U-.# ?�2ور ا

� pا�-�2ور ا���15#، " ن /���5 �&DH 6ZSP أن J/-P:  p = �&	̂� + �
�̂� + �7 ̂�             �4.16� 
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 �/���.-4cA وا^�90ه 4.2ا �h�P6�  ا�W%XA1 ا

�1��) أو أSR# ا�Aا>Qة(إن ?�2ور ا�Aا>Qة �� ا/���5 �&DH 6ZSP أن J/-P 8,9��9-.# ?�2ور ا:  	̂� = L&&	̂� + L
&�̂� + L7& ̂�            �4.17� 

�̂� = L&
	̂� + L

�̂� + L7
 ̂�            �4.18� 

 ̂� = L&7	̂� + L
7�̂� + L77 ̂�             �4.19� 

 WP6S15وp ϵ R3 وR3 R ϵ �/���5:  

� = l�&�
�7
n ,       Z = lL&& L&
 L&7L
& L

 L
7L7& L7
 L77

n                �4.20� 

J%90�D��.J?)R,p ( 7  " ن ا^6�H �Dd �5را?61اً ا��-4cA وا�90ه ا�8,9 ا ً��%XA0 نA?QKP ���1��5
#15����9-.# ا�-�2ور ا #Z,D��5.  

�.7، " ذا أH �D%K5.� 65ا?61ات �� 1O# �5ر?61ات �W%XA1 ھ%$# ا�8,9 اcCا �.H �D?�.P §�Cو
��p  #"Aا���Sع -.�� 4,0 �5را?61ات Xأ J? §� " ،ھ��-;R #d`d أن �@�1ر °K" 4%~1,� ،

5�K1,? �� ودراO# ھ�ه ا��Zرا?61ات ا��`AO ،#dف �Qرس �S5 . �را?61ات �5/%.20 Q�K5و
���A"�ت ا�Qوران ?�? �Uأ J? �5را?61ات #d`d امQ@1O�5 �%�-1� Eulerزوا�P أوP.6 : أO�O%�ت ا

 �P6اج (وزواS�^ار واQ2�^ف وا��1�ا�-�hj�5 ،�&5 #KS.1"# إ�� ) Roll - Pitch - Yawا^
dاQ<jا #%OCت ا�%Exponential Coordinates  نA%�6%0اA/� Unitو;��+ 6X�DH ا

Quaternions . ل وا^�90ه�K1�^ا J? �/�� ا��Zرا?61ي 1,5# �5را?61ات %�-1�و?QDO 8d Jرس ا
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 #"A��-.�� ا��`�d ا��Zرا?61ات %�-1��.7 "� آن ?�Sً، وA/1Oن طKP6# ا��.8,9 اR  نA/P *%<
p ϵ R3 Cا #KP6~�� ا�AXAل إ�� ذ�+ھ� اUأ J? ¡hو . #P6o� #.H Q-1S0 6ىmأ #KP6ك ط�Dوھ

.%O�; � -  زيA?Chasles – Mozzi 7.��، وا�H xD0 �1.� أن ;� L0%6 "� ا�-/�ن �.8,9 ا
�A< #%Zل ?A2ر �5�d "� ا��!�ءA� #;6< �/R �.H §�%XA0 81P أن J/-P.  

 #%~@�� ا�,�H6ت ا%.20 ً�!Pرس أQ� فAOوLinear Velocity و  #Pاو�� Angularا
Velocityوم�S��.AKى وا #Z,D��5 6?Cا +�� . ، و;�/R �.H 6Pد�K-��9# ھ�ه ا�S? J? ً^Q5و

�.# d`d%# ا�S5Cد، AOف �AKم Q5?� أSR# ا�,�H6ت ا�@~%# وا��اوH6,5  #P# وا>Qة �D? ت�%-;
�&.PA215 مAKDO وم�S��.AKى وا #Z,D��5 6?Cا +�إ�� Acى "!�QO #%u�!"  #%uاO%# ا�S5Cد، و;�

� . QOاO%# ا�S5Cد%.21�� AO ،�&5ف �0/� ا�OCس "� ا-S�وھ�ه ا�/-%�ت QOاO%# ا�S5Cد وAcاQH ا
 �/%0�-D%/�� ا�Kinematic  �/%?�DPQا%.21��Aل ا��Kد?# Dynamicوا��  .;-� hADO¡ "� ا

�ت  .4.2� :Rotationsا��ورا
4.2.1. �!�_�: 

 #"A��-�� mQ? 4,0`ت Xأ J? §أ� ً�K5�O �D�c�� ورانQ�، " ن mQ? #d`d`ت ?R J/-P °K" 8&Dا
�K1,? ���A"# . ا1m%�رھ�5 8/-�. RوAKDOم ا¨ن 1O�5@`ص ?HA-9# ا�A%Kد mQ? �.H`ت ا

 #"A��-.� #d`��. }SRC 4Z10}x̂,ŷ,ẑ# ا�Aا>Qة �9-.# ?�2رو ا�R  8,9و�`>Ñ أن اQ-HCة ا
#KK2? نA/0 79 أنP #%��1��+، " ن ا��6وط ا��  :و

)i(  6طRةQ<اA�
&&L :ھ� أSR# وا>Qة، أو ẑو  ŷو  x̂: أSR# ا + L
&
 + L7&
 = 1L&

 + L


 + L7

 = 1L&7
 + L
7
 + L77
 = 1                   �4.21� 

)ii( Q?�S1�
&L&&L ):>%* أ�Z1H^�5 ���mر ا�Q9اء ا�Qا6R :x̂ . ŷ = x̂ . ẑ = ŷ . ẑ = 0 )�.mط ا + L
&L

 + L7&L7
 = 0L&
L&7 + L

L
7 + L7
L77 = 0L&&L&7 + L
&L
7 + L7&L77 = 0           �4.22� 

 #"A��-�� �0م Q%K5 وا>H Q.� ا/�5 �&DH 6ZSP أن J/-P #1,�R:  Z�Zوھ�ه ا�A%Kد ا = �                    �4.23� 

 *%<RT  #"A��-���A"# ا�Aا>PQ# ذات ا�I  QSZ، و Rھ� ?AKDل ا-�  .3×3ھ� ا

 Q%��+ أ?79P 6 أن ��meه �5��Z,2ن ھK%K< A# أن U-.# ا�-�2ور ?Ameذة >,QH�c 7ة ا�Dھ �KZPو
 �D-%�و�%< ) �0Cross Product%6 إ�� H-.%# ا�Q9اء ا�@�رx̂×ŷ = ẑ *%< ،×  �Uأي (ا

Q%�، وا�A%Kد ا�,1# ا�-�;Aرة أH`ه ^ Pe5 �%-0# طx̂×ŷ = -ẑ( 80 #KP6أي (ا�%,6ى  >,QH�c 7ة ا
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و�.�1;%6 " ن ھ�Dك D%-P ���; �-%" .( QPQ20 J? �DD/-0 #L%X%# أو P,�رP#(ا1m%�ر U-.# ا�-�2ور 
��Determinant  #"Aا�-Q2د -�M  QSZ��  J?3×3 ا/���5 �~S0) *%<a, b, c  ةQ-Hھ� أ

 #"A��-�M:(  detا ¡ = p��o × ¢� = ¢��p × o� = o��¢ × p�         �4.24� 

 #"A��-�� H.� ا�R Q%Kو�PAS15 أQ-Hة ا�2� ، #L%��det  :"� ھ�ه ا Z = 1                 �4.25� 

و�`>Ñ أ�§ "� >�ل ;��� U-.# ا�-�2ور ?Ameذه >,QH�c 7ة ا�%Q ا�%,6ى " ن c%-# ا�-Q2د 
�ـ ا�,�A/1O �5ن ?,� #P1-و . #�1��ر، " ن ا�-Q%Kات ا�,1# ا�-DH 6ZS&� "� ا�-�Sدm�54.23(و (

" ن ھ�ا �DSP أن U-.# ا�-�2ور  det R = 1وQ%c #"�h 5 آ6m ھ�DS0det R = ±1 ، A أن 
°K" �D-%�^ QH 6%LPد ا�-L1%6ات ا�-,det R = 1  #.K1و�&�ا " ن ا�Ame? . Q%Kذة >,QH�c 7ة ا�%Q ا

x%@�1���A"#  ا��1 0.�م -�  .Rا

 QSZ���A"�ت ا�Qوران ذات ا? #HA-9? 3×3إن  #X�@�� ?�P,-� ا�-HA-9# ا�-Q?�S1ة ا/�0
Special Orthogonal Group  5ـ �&%�  :، وا�P6S0 J/-P �1�SO(3)�.P�-; �&و��Pر إ

 �!�_�4.1.  #X�@���A"�ت ا�Qوران، SO(3)ا�-HA-9# ا�-Q?�S1ة ا? #HA-9-5 6فS0 �1�، وا
U #HA-9? ت ھ��"A��-� i (RTR= I: (وا��K20 �1 ا��6ط�ن 3×3ذات ا�QSZ  ا�R#%K%K2 -%4 ا

  .ii (det R = 1(و 

 QSZ���A"�ت ا�Qوران ذات ا? #HA-9? 2×2إن  J? #%H6" #HA-9? ھ�SO(3) 5ـ �&� �?6Pو ،
SO(2).  

 �!�_�4.2.  #X�@���A"�ت ا�SO(2)  #K%K2ا�-HA-9# ا�-Q?�S1ة ا-� Rھ� ?U #HA-9-%4 ا
  .ii (det R = 1(و  RTR = I) i: (وا��K20 �1 ا��6ط�ن 2×2ا�QSZ ذات 

 �� J?R ϵ SO(2) ا�Q9� WP6S1 أ�§ ;/��  :ھ� ?J ا

Z = jcos 4 − sin 4sin 4 cos 4 k 

 *%<θ ϵ [0, 2π] . 5ـ #K.S1-�  .SO(2)أSO(3)  �.H �&K%Z~0 J/-P ً�!PوU-%4 ا�@Aاص ا

4.2.2. �~�C
: 

#HA-9? م ا¨ن 6,5دAKDO #%,%u6���xu ا@���J? . #"A ا-�� ا��6وع �5�+، 6Z1S0 اZcو
��A"# ا�Qوران-���Inverse  #"Aوإن ?A/Sس . ا�Aا>PQ# ھ� أ5,° ?��ل ? ً�!Pأ Aھ  #"A��?

  :دوران
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��r= اW�4.1.  ورانQ�?AUAدة داu-�ً وھ� A�AKD? §,ل  A/S?R ϵ SO(3)س ?��A"# ا
 #"A��-���A"# دورا RT *%< ،RTا? ً�!Pنھ� أ.  

 =�r�Wدوران .4.2ا� #"A��? ً�!Pأ A�1 دوران ھ"A��  .QUاء ?

��DPQ : ا�6Zھ�ن J/%�R1, R2 ϵ SO(3) اءQ9�� أن اXA1��# J/-P اA&,5 §� " ،R1R2  �K2P
(R1R2)ا��6وط 

T(R1R2) = I  وdet R1R2 = det R1 = det R2 = 1.  

 =�r�Wع  .4.3ا��SR أي �Uأ J?x ϵ R3  وR ϵ SO(3) ع�S���§ ��< طAل  y = Rx، " ن ا
  .xا���Sع 

  .y||2 = yTy = xTRTRx = xTx = ||x||2||وھA; J? �0eP Aن : ا�6Zھ�ن

�Q9اء ?��A"�1 دوران ��%XA0 6%,�0 �D%~S0 #%��1�Q5اAO #Pف ��S5 ¡hA . إن ا�@�X%# ا
�U �DPQ-.�1 ?�2ور ?J%1%SU6 . اA?Cر J/%�}a { و}b{ �2ور-�;-� ھb { A{، ا�90ه U-.# ا
�&� ?U J-.# ا�-�2ور  ?AoDر}a { ورانQ���A"# ا-81 0-�%.§ 5P فAORab ث`��، >%* أن ا

 #"A��-.���ẑ  #"Aو  ŷو  x̂ھ� �%,� إ^ 0-�%`ً �.-�2ور  RabأQ-Hة -.�}b { 6%ZS1�25%* 80 ا
�9-.# ا�-�2ور  #Z,� �&DH}a{ . أن Q9� أن �&PQZ�  .Raa = Iو?J ھ�ا ا�J? WP6S1 ا

 =�r�W4.4ا�. RabRbc = Rac.  

�U WP6S15 8KD-.# ?�2ور أ6mى : ا�6Zھ�ن ،#9%1D��6ZھD# ھ�ه ا}c{ ةQ<اA�، و�6SDف أSR# ا
� ا�-�2ور -9�}a { و}b { و}c { ةQ?�S1-���OA5}x̂a,ŷa,ẑa { #.-9ط# d`d%# أSR# ا�Aا>Qة ا

�9-.# ا�-�2ور } x̂b,ŷb,ẑb{و } a{ا�-�2ور }b {و }x̂c,ŷc,ẑc { �2ور-��9-.# ا}c{ . ���1�و�5
 #.-9.�� أSR# ا�Aا>Qة %�-0 �D��/? 5 §� "}b { #.-9��-�2ورة ا #Z,D��5}a {�.P�-;:  	̂� = L&&	̂� + L
&�̂� + L7& ̂�             

�̂� = L&
	̂� + L

�̂� + L7
 ̂�             
 ̂� = L&7	̂� + L
7�̂� + L77 ̂�              

 #.-9.�� أSR# ا�Aا>Qة %�-0 �DD/-P ،§5��? ��-�2ور ا�c { #.-9{و�5/ #Z,D��5}b { �/���5
���1��̂	  :ا = L&&	̂� + L
&�̂� + L7& ̂�             

�̂� = L&
	̂� + L

�̂� + L7
 ̂�             
 ̂� = L&7	̂� + L
7�̂� + L77 ̂�              

�/���5 �&15�1; ً�!Pأ J/-P ه`Hد^ت أ�S-�  :وا
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�	̂� �̂�  ̂�� = �	̂� �̂�  ̂�� lL&& L&
 L&7L
& L

 L
7L7& L7
 L77
n        �4.26� 

 

�	̂� �̂�  ̂�� = �	̂� �̂�  ̂�� l£&& £&
 £&7£
& £

 £
7£7& £7
 £77
n        �4.27� 

 QSZ���A"# ذات ا-�، "� >%J أن Rab?�ھ� إ^ ) 4.26("� ا�-�Sد�#  3×3و�`>Ñ أن ا
-�) 4.27("� ا�-�Sد�# ) 4.26(و�PAS15 ا�-�Sد�# . Rbc?� ھ� إ^ ) 4.27(��A"# "� ا�-�Sد�# ا

 :�Q9 أن

�	̂� �̂�  ̂�� = �	̂� �̂�  ̂�� lL&& L&
 L&7L
& L

 L
7L7& L7
 L77
n l£&& £&
 £&7£
& £

 £
7£7& £7
 £77

n  
  .RabRbc=Racو?J ا�-�Sد�# أH`ه �,�1D1 أن 

 =�r�W4.5ا� .  Z��W& = Z��                      �4.28� 

2�Aل 6R�Z? �&%.Hة �D1O^�5د إ�� ا�@�X%# ا�,�K5#، وذ�+ �Z1H�5ر : ا�6Zھ�ن�ھ�ه ا�J/-P #9%1D ا
810 ا�6Zھ1O^�5 #D��دة ?J ا�@�U �.H ً�?�-0 #KZ~D?}a {) #%X-.# ا�-�2ور } U }c-.# ا�-�2ور
 *%< #K5�,�  ).Raa = I?4 ا��1;%6 أن  RabRbc = Racا

�1�%#، AOف ��61ض أن ��H�SR �DPQً >6اً �"� ا��!�ء ا��%�Q%K? 6%a (v  *%25 �u�P("� ا�@�X%# ا
} b{و } a{وDO�61ض أن �U �DPQ-.�1 ?�2ور . A/Pن ھ�ا ا���Sع ذو ا�90ه ?A.Sم و?QKار ?A.Sم

�u�P�%��� ا���Sع  va, vb ϵ R3و�%/J . "� ھ�ا ا��!�ء ا%�-0 ����Pv  �1.-9%6ان إ #Z,D��5
2�Aل JH �-&%.H ط�P6 وQH�c 4hة ا���Sع �"� ?QZأ إ>Qاd%�ت  vا�-�2ور ا�,�81P *%< ،J%1K5 ا

�9-.�1 ا�-�2ور  JH 6%v ا���Sع �5�061%7، و?8d J ا�b {ZS1{و } U}a-.�1 ا�-�2ور  ً�K"و
  .ا�-S~�ة

 =�r�W4.6ا� .  Z���� = ��                   �4.29� Z���� = ��                   �4.30� 

� ?J : ا�6Zھ�ن/�� ا¨v �0، " ن ا���Sع }b{و } a{و"SRC ً�K# ا�Aا>Qة /���5 71/P أن J/-P:  
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� = ��&	̂� + ��
�̂� + ��7 ̂�             �4.31� 

� = ��&	̂� + ��
�̂� + ��7 ̂�             �4.32� 

va = (va1, va2, va3)وJ/-P أن �/71 
T  وvb = (vb1, vb2, vb3)

T Q9� §D?و:  � = �	̂� �̂�  ̂��¤�               �4.33� � = �	̂� �̂�  ̂��¤�               �4.34� 

� ?U J-.# ا�-�2ور /�} b{و U-.# ا�-�2ور } a{و?J ا�-�Sد�J%1 اJ%06%mC " ن أSR# ا�Aا>Qة 
#%��1��5�-�Sد�# ا �&!SZ5 °Z060:  �	̂� �̂�  ̂�� = �	̂� �̂�  ̂��Z��               �4.35� 

�&� أن �,�1D1 أن `m J? J/-P �1�  .Rbava = vbوا

 :Eulerزوا!� أو!	�  .4.2.3

 #d`d �P6ط JH 65ا?61ي �/�5 �&�%@�0 J/-P دوران #"A��;-� �K5�O �D?Qcً، " ن أي ?
#.K1,? ت�%dاQ<�5را?61ات. إ #d`d امQ@1O�5 ورانQ���A"# ا-� ً�Su�R ً`%�-0 مQK� فAO �Dوھ ،

 6.Pأو �Pزاو Aھ �%�-1�وإ>Qى ا�~6ق �WP6S1 ھ�ه ا��واZYX . �P ذات ا�Euler 7%;61وھ�ا ا
 8�S-��  Wristھ� JH ط�P6 ?%/��%�م ا/���5 ¡hA-�ذات  Eulerإن زوا�P أوP.6 ). 4.3(ا

 7%;61�� ھ�ا ) β, γ ,�(ھ� ا��واZYX  �PاX��? ل ?�2ورA< ورانQ�وا��1 �0%6 إ�� زوا�P ا

��P6#، أي QDH?�  .ا�-/%��%�م��AUA? 8د "� >��1§ اS-��، " ن ?%/��%�م ا/��و;-� ھJ%Z? A "� ا
6���� ا�-%/��%�م �0%6 إ�� اX��? 8%c �  .A/0ن ;

  

 �/���hA1%¡ زوا�P أوP.6 : 4.3ا 8�S-�  .ZYXذات ا�Euler  7%;61?%/��%�م ا
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���1��.-�2ور ;� #%SU6? �-U 45أر WP6S0 �Dھ J/-P9-.# : و�U-.# ا�-�2ور ا���15#، ھ� } 0{ا
 �-9��8 ;-� ھA } 3{و } }2و D%5}1 {-� اS-�A0ن ?A56ط# ?4 ا�XA`ت ا��`ث �-%/��%�م ا

�/���5 ¡hA? . #P6���� )ا�X 4hA�6(وA/P �?QDHن ا�-%/��%�م "� >��1§ ا-U 4%-U ن " ،
� U-.# ھ�  وDO�61ض ا¨ن أن ��DPQ ا�90ھ�ت �,Z%#. ا�-�2ور ا�-A/P #%SU6ن �&� ��< ا^�90ه/�

R01  وR12  وR23 . أن Ñ<`-��5��اوQ5R01  #PاJ? ،#P ا °K" �.S10α ) لA< 7UA-�ا�Qوران ا
 �-D%5 ،ورانQ��-A2ر ا #ZUA-�?A2ر QH�c 7,< �mµPة ا�%Q ا�%-�P *%< �D%6 ا5j&�م إ�� ا�9&# ا

  :، وJ/-P أن �Q9 أن)K5 6%�0%# ا45�XC إ�� ا�90ه ا�Qوران >Aل ھ�ا ا�-A2ر

Z¥& = lcos T − sin T 0sin T cos T 00 0 1n = Z��� ̂, T�               �4.36� 

 �%?61� R12و�5/� ?��5§، " ن . QK-5αار ا��اوJH 6ZSPẑ  #P ا�Qوران >Aل ا�-A2ر  Rot(ẑ,α)ا
 #Pاو���  H Q-1S0β.� ا/���5 �~S0و:  

Z&
 = l cos ¦ 0 sin ¦0 1 0− sin ¦ 0 cos ¦n = Z����i, ¦�                �4.37� 

 �%?61� R23وأm%6اً، . QK-5βار ا��اوJH 6ZSPŷ  #P ا�Qوران >Aل ا�-A2ر  Rot(ŷ,β)>%* إن ا
 #Pاو���H Q-1S0γ.� ا/���5 �~S0و ،:  

Z
7 = l1 0 00 cos c − sin c0 sin c cos c n = Z��� ̂, c�                   �4.38� 

 �%?61��1�� " �QK-5γ . �Dار ا��اوJH 6ZSPẑ  #P ا�Qوران >Aل ا�-A2ر  Rot(ẑ,γ)>%* ا�و�5
 QUA� 1~%4 أن,�R03 = R01R12R23 ���1�  :وا�A/0 �1ن �5

Z¥7 = l¢§¢̈ ¢§£̈ £© − £§¢© ¢§£̈ ¢© + £§£©£§¢̈ £§£̈ £© + ¢§¢© £§£̈ ¢© − ¢§£©−£̈ ¢̈ £© ¢̈ ¢©
n            �4.39� 

 *%<sα  ـ�1��ر mا Aھsin α  وcβ  ـ�1��ر mا Aھcos β²�  .، إ

���1���A"# دوران �D�61ض أ�§ �DPQ: و�DD/-P ا¨ن أن �,eل ا�,µال ا? �R #HA-9? ك�Dھ �&" ،
�Pوا��?KK2#؟ إذا ;�ن ا�A9اب �8S، " ن ?%/��%�م ) A/0 *%25)4.39ن ا�-�Sد�# ) J?  )α,β,γ ا

 �/���5 ¡hA-��8 اS-�� ، " ن ھ�ه ھ� ا�A.5 4%~1,P . ،#K%K2غ أي ا�90ه) 4.3(اS��و�5
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+���DPQ . و�,1~%4 أن 65ھH J.� ذ J/%�rij  8c6 ر�DS�0-�� اij  #"A��-��1�� "-R . J"� ا��5
 #�
&&L  :�,1~%4 أن �Q9 أن) 4.39(ا�-�Sد + L
&
 = cos
¦ 

  :�DD/-P أن �/β ≠ ±90˚ ،71، أو �5/� ?/�"cos β ≠ 0 Àوط��-� أن 

¦ = tanW& ªsin ¦cos ¦« = tanW& ¬ −L7&±�L&&
 + L
&
 ®  
 WP6S15 8 ا¨نKD� 45�1���Lت ا�atan2#9?6Zا J? QPQS�وH.� وU§ ا�QPQ21، . ، وا�-,Q@1م "� ا

 45�1��5��Z,2ن إ�Rرة ;� ?atan2(y,x)  À"�/Ptan-1(y/x)  J" ن ا �mC�5 +�"y . �.Sو  xوذ
� ا�-��ل، %ZOatan2(1,1) = π/4 إن J%< �" ،atan2(-1,-1) = -3π/4 . 45�1�وQ@1O�5ام ھ�ا ا

atan2��.�اوP# ، " ن ا�K%8 ا #D/--β �/���5 �&DH 6ZSP أن J/-P:  

¦ = atan2 ¬−L7&, \L&&
 + L
&
 ® 

�/��  :و�5

¦ = atan2 ¬−L7&, −\L&&
 + L
&
 ® 

 ،���2�# اCو��2�# ا����%# " ن A/1O[-90˚,90˚]ن واJ-h #Sc ا�-�9ل  β"�� ا� D%5 ،β-� "� ا
�1�� " ن ، ˚6β ≠ ±90ض أن و5�AO[90˚,270˚] .ف J-h 4K0 ا�-�9ل ��5α  وγ  J/-P

#%��1�QPQ20:  Tھ-� ?m J`ل ا��c`Sت ا = atan2�L
&, L&&� c = atan2�L7
, L77� 

 #Pاو���2�# ا�A/0 �1ن "%&� ا�وھ�ا . γو  A/%,"αن ھ�Dك ?J? #HA-9 ا�A.2ل �ـ ، ˚β = ±90"� ا
 �/���# ?m J`ل اA&,5 §1o<`? J/-P)4.4 .( " ���; ذاβ = 90˚ #Pاو��0-��  γو  α، " ن ا

 ��Ac���و?J ھQP *%25 .( �DD/-P §� " �Dوران �90�5ھ%J%,;�S1? J(ا�Qورا��ت >Aل ا�-A2ر ا
��A"# ا�Qوران  ا�-S~�ة  ̄(ᾱ,90̊,γ) = (α,β,γ)ا�AKل أ�§ إذا ;�ن -� �< AھR Q9� �D� " ���1��5 ،

 #d`���ᾱˋ,90˚,γ̄̀ ( *%<ᾱˋ-γ̄ˋ=ᾱ-γ̄(أن ا< 6 #5��-5Z1SP ً�!Pأ Aھ ،.  
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 �/���A/0 �?QDH 8ن : 4.4اS-�� زوا�P أوβ = 90˚  6.Pھ%$# ?%/��%�م اUأ J?Euler  7%;61�  .ZYXذات ا

�ب زوا!� أو!	� MT =��ارز�
Euler  P�Sذات ا���ZYX:  

  �DPQ�� β ϵ [-π/2,π/2] 5و  α,γ ϵ [0,2π]، و;R ϵ SO(3) J? ً`; QUA� QP6� �Dإذا ;�ن /���
�K2P ي��  :ا

Z = l¢§¢̈ ¢§£̈ £© − £§¢© ¢§£̈ ¢© + £§£©£§¢̈ £§£̈ £© + ¢§¢© £§£̈ ¢© − ¢§£©−£̈ ¢̈ £© ¢̈ ¢©
n           �4.40� 

 *%<sα  ـ�1��ر mا Aھsin α و ،cα  ـ�1��ر mا Aھcos α²��rij  6و>%* . ، إDS�"�  ijھA ا
 #"A��-�  .Rا

)i(  ���; إذاr31 ≠ ±1ن " ،: 

¦ = atan2 ¬−L7&, \L&&
 + L
&
 ®              �4.41� 

T = atan2�L
&, L&&�                     �4.42�  c = atan2�L7
, L77�                     �4.43� 
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�S%561��.�9ر ا #ZUA-�  .>%* 81P أK" �m° ا�K%-# ا

)ii(  ���; إذاr31 = 1 ن " ،β = π/2 J? �/��1�� ھ�Dك ?J? #HA-9 ا�A.2ل �. γو  α، و�5
Aل ھA.2� .atan2(r12,r22)γ = و  α 0 =وإ>Qى ھ�ه ا

)iii(  ���; إذاr31 = -1 ن " ،β = -π/2 ً�!Pك أ�Dھ ���1�� ?J ، و�5/�و  J? #HA-9?α ا�A.2ل 
γ . Aل ھA.2� .γ = atan2(r12,r22)و  α = 0وإ>Qى ھ�ه ا

 6.Pأو �Pوا�� �5�,��ZYX  ،8ذات ا�J?Euler  7%;61 ا�hA1%¡ اS-�"%-� S1P.� 5-%/��%�م ا
 #Pاو�.���6ي �. ھ�S5 �" ،A ا��2^ت، A/Pن A�HاJ-"β  ً�%u ا�Aاh¡ أن ا1m%�ر ا�4hA ا

�/? 5 §� " +���� و/���%/Aن ;-� "� ا 8�S-��-%/��%�م ا 6m6ي آ�X 4h6ف وS� أن �D�)4.4( ،
� آ�d`d 6m ا��Zرا?61ات %�-0 ���ـ ) α,β,γ(وھ�ا AOف µPدي �5�1D%9# إSO(3) . ،#K%K2�و"� ا

 �/��� أدق �ZHرة WP6S0 JH زوا�P أوP.6 ) 4.4(إن ا/�5 AھEuler  7%;61�. ZYZذات ا
-P #90�D��1�%#و?�A"# ا�Qوران ا�� ا�Qورا��ت ا,.,0 �P6ط JH �&%.H لA�2�,J/:  Z�T ا ¦, c� = Rot� ̂, T�. Rot��i, ¦�. Rot� ̂, c�

= l¢§ −£§ 0£§ ¢§ 00 0 1n l ¢̈ 0 £̈0 1 0−£̈ 0 ¢̈ n l¢© −£© 0£© ¢© 00 0 1n
= l¢§¢̈ ¢© − £§£© −¢§¢̈ £© − £§¢© ¢§£̈£§¢̈ ¢© + ¢§£© −£§¢̈ £© + ¢©¢© £§£̈−£̈ ¢© £̈ £© ¢̈ n     �4.44� 

J? §أ� Ñ<`� �5، �,1~%4 أن�,���A"# دوران  و;-� "� ا? #Pأ �UأR ϵ SO(3) ك�Dن ھ " ،
 �Pزوا #d`d)α,β,γ ( �K20 *%25R = R(α,β,γ)  #�و�5�~4Z ). (4.44(;-� ھS? A~� "� ا�-�Sد

 6.Pأو �Pزوا x@P �-%" �&0`%�? JH W.1@1O #90�D�ذات ا�Euler  7%;61" ن ا�-�Sد^ت ا
ZYX.(  

%1��2��8 "� ;` اS-�، " �§ ?ZYZ( Jو ا�ZYX  7%;61ا�m J? J) 7%;61`ل 20.%� ?%/��%�م ا
 6.Pأو �P�5را?61ات زوا WP6S0 �Uأ J? §أ� ¡hاA�، " ن ا��ي P&8 "� ا�K%K2# ھA أن Eulerا

?Q5 Q?�S1وره ?A2? 4ر  2، و?A2ر ا�Qوران A2? 4? Q?�S1?2ر ا�Qوران  A2?1ر ا�Qورأن 
). 3اً ?A2? 4ر ا�Qوران ?Q?�S1 1و�%< ?J ا�!6وري أن A/Pن ?A2ر ا�Qوران ( 3ا�Qوران 

 �/���.Qورا��ت و"� ھ�ه ا�QH�Kة �5 ��1�� J/-P أن �/71 أي 0,.,�,u£1	Rot�p  :و�5 T�. Rot�p	u£2, ¦�. Rot�p	u£3, c�             �4.45� 

� Q?�S1?3 . J/-P ?4 ا�-A2ر  2، وا�-A2ر Q?�S1?2 ?4 ا�-A2ر 1>%* إن ا�-A2ر ,.,1�وھ�ا ا
�، AOف �6ى . SO(3)%`ً �5را?d`d J? ً�P61# �5را?61ات �ـ أن QKPم 0-����و^>�Kً "� ھ�ا ا

�5�!6ورة أن A/Pن ?A2راً �.Aا>Qة  >%�أو �H�SRً (;%�%# ا�JH 6%ZS1 ا�Qوران >Aل ?A2ر ?� 
�.Aا>Qة (#%SU6-��9-.# ا�-�2ور ا.  
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�ف  .4.2.4D��}ا � :Roll - Pitch - Yawا{�_�اج  -ا{���ار  -زوا!

 ً�K5�O 8,9��، أو�D2h أن ?��A"# ا�Qوران J/-P أن Q@1,0م �A20 W%XA1ل ا���"� ھ�ا ا
6mا�90ه آ ���.J? 7 أ>Q ا^�90ھ�ت إ�وھ�K.DO �D ا�!Aء 6PQU #~K� �.Hة �5^ھ1-�م وا��1 . ا

��A"# ا�Qوران، وھA زوا�P ا^�1��ف -� - ا^�Q2ار  -J-!10 0-�%`ً آ�d`d 6m ا��Zرا?61ات 
� . Roll - Pitch - Yawا^�6Sاج /��، " ذا ;��� �U �DPQ-.# ?�2ور %25* )4.5(�5�6oD إ�� ا

 #PQ<اA���A"# ا-.� #Pو�,? #P6����2�# ا�، ",AKDم Q5اR=I( #Pأي (A/0ن ?��A"# ا�Qوران "� ا
 #Pاو���&�ه ا�9-.#، وQS5 ذ�+ Q15 �D-cوA<x̂  6Pل ا�-A2ر  Q15γوU 6P-.# ا�-�2ور ھ�ه QK-5ار ا

-5 #.-9�>Aل  α، وأm%6اً Q15 �D-cو6P ا�QK-5 #.-9ار ا��اوA<ŷ #Pل ا�-A2ر  QKβار ا��اوP# ا
�&�ه ا�ẑ #.-9ا�-A2ر .  

  

 �/��ذات ا�Roll – Pitch – Yaw  7%;61ا^�6Sاج  –ا^�Q2ار  –hA0%¡ زوا�P ا�Qوران ا^�1��ف : 4.5ا
XYZ.  

�.��Sع  #.��-��%L# ا�� ا¨ن H.� ا�1D1Oج ا-SDOوv ϵ R3 )و #"A��? �/R �.H §DH 6ZS-�ا
#15����9-.# ا�-�2ور ا #Z,D��5 #PدA-H ( رA2-��.9-.# ا���QK-5 #15ار  x̂وا��ي Q0 81Pو6Pه >Aل ا

 #Pاو��  :وA/Pن v́وا���Sع ا�-Qار �DO%6 إ�%§ 5ـ . γا

�́ = l1 0 00 cos c − sin c0 sin c cos c n �              �4.46� 

15 �D-c ع  " ذا�S���9-.# ا�-�2ور ا���QK-5 #15ار ا��اوA<ŷ  #Pل ا�-A2ر  Qv́و6P اβ ع�S��، " ن ا
� ́́ vا��0�D ا�-Qار /���5 #15���  :J/-P ا�U �" §DH 6%ZS1-.# ا�-�2ور ا

�́ ́ = l cos ¦ 0 sin ¦0 1 0− sin ¦ 0 cos ¦n �́              �4.47� 
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�́ �S�vع وأm%6اً، إذا Q15 �D-cو6P ا �9-.# ا�-�2ور ا���QK-5 #15ار ا��اوA<ẑ  #Pل ا�-A2ر  ́α �1DP ،
��DPQ ا���Sع:  

�́ ́ ́ = lcos T − sin T 0sin T cos T 00 0 1n �́ ́              �4.48� 

ا�Aا>Qة �&� ) أAUA?)#SRد "� U-.# ?�2ور ?SU6%# وا��1 ?�2ور  vا¨ن إذا ا��6Z1H أن ا���Sع 
/0 #PQ<اA���A"# ا-���P6#، وA/P *%25ن ا�90ه ھ�ه ا�P #.-9,�وي ا�، AR=Iن "� >��1&� ا

�9-.# ا�-�2ور  #d`���.Qورا��ت H.� ا�-�2ور ا �5�,�� ا,.,1��1�� " �§ Z~0 J/-P%� ا��5
,Z�T  :ا�-SU6%# ، وA/1Oن ا�90ھ�0&� اmC%6ة ھ�  ¦, c� = Rot� ̂, T�. Rot��i, ¦�. Rot�	i, c�. �

= lcos T − sin T 0sin T cos T 00 0 1n l cos ¦ 0 sin ¦0 1 0− sin ¦ 0 cos ¦n l1 0 00 cos c − sin c0 sin c cos c n . �
= l¢§¢̈ ¢§£̈ £© − £§¢© ¢§£̈ ¢© + £§£©£§¢̈ £§£̈ £© + ¢§¢© £§£̈ ¢© − ¢§£©−£̈ ¢̈ £© ¢̈ ¢©

n                         �4.49� 

 �Pزوا #��< �" §%��5�!Z° ?�80 ا�AXAل إ §,�� Aوران ھQ���A"�ت ا-�وھ�ه ا�Q9اءات ��`ث 
 6.PأوEuler ;61�وھÑ<`� �D أن ��< QUاء ). 4.40(ا�-S~�ة "� ا�-�Sد�#  ZYX%7 ذات ا

J%�.1@? J%%u�P�%" JP6%,�0 �D%~SP ث دورا��ت`��ا�1�,%6 اCول ;,.,.# ?J ا�Qورا��ت �5�Z,D# : ا
 8,9��9-.# ?�2ور ا) 6.Pأو �PزواEuler  7%;61�وا�1�,%6 ا����� وا��ي ZYX ( >/S5 81Pذات ا

�9-.# ا�-�2ور ا���15#  060%7 ا�Qورا��ت ;,.,.# #Z,D� - زوا�P ا^�62اف (?J ا�Qورا��ت �5
  ).XYZذات ا�Roll - Pitch - Yaw  7%;61ا^�6Sاج  - ا^�Q2ار 

 6%5�S1��Q@1,0 �? ً�Zم �Roll - Pitch - Yaw ( WXAا^�6Sاج   -ا^�Q2ار   -ا^�1��ف (ا�a
#2DU6ة ذات أuأو ط� #Z;6-��. ا�62;# ا�Qورا�%# %ZO �.H  �2ور? #.-U 61ض أن�D�ا�-��ل، 

�.~�6uة، وا�-A2ر  x̂ا�A/P *%25 #ShA1? 8,9ن ا�-A2ر  #%?�?C62;# ا�ھA ا�-A2ر  �90�5ẑه ا
� �90�5ه اCرض �OCا ���� وا��ي 91P§ إAc���5�6ض أن ا�~�6uة A" J%S? Aٍ1,? QDH 6%~0ق (ا

�� " ن >6;�ت ا^�1��ف �5�H Q-1P .�1.� طAل ا�90ه ا��D9ح ŷ، وا�-A2ر )O~¡ اCرض- 
��وا�P ا^�1��ف  Roll - Pitch - Yawا^�6Sاج  -ا^�Q2ار  ً�K"6"# وS? نA/0 فAO-  ارQ2�^ا

  ). 4.49(;-� "� ا�-�Sد�#  XYZذات ا�α,β,γ ( 7%;61(ا^�6Sاج  -

 #��.-�Sد ً�K"ورا��ت وQ.� �ن >%* A/0) 4.45("� ا�K%K2#، إن ھ�Dك 0�AUA? JP6%,دC JPي 0,.,
 ��Xة، وQ?�S1? #Zc�S1-��-� Prescriptive  �&.5�KPو0�Descriptive  �&%UA0 6%,ا�-�2ور ا
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 6.Pأو �Pزوا #L%X J?Euler . 6.Pأو �Pزوا õ%XوEuler  ة ط6قQH ل`m J? 6فS0 أن J/-P
  :ا�D1Oداً إ�� 060%7 ا1m%�ر ?�2ور ا�Qوران، �/O +.1-0 �&D-�ت ?�61;# وھ�

• Q�� ا,.,0 ��-0 �Pوا��ورا��ت ا�-Ameذة >Aل ?�2ور U-.# ?�2ور ا�8,9 أو >Aل ا
#15��� .?�2ور U-.# ا�-�2ور ا

?A2ر ا�Qوران اCول 79P أن A/Pن ?Q?�S1اً ?A2? 4ر ا�Qوران ا�����، و?A2ر ا�Qوران  •
*���� .ا����� 79P أن A/Pن ?Q?�S1اً ?A2? 4ر ا�Qوران ا

• -%c �" 610اوح *����، "� J-h �&2π ?�9ل ?J رZ0#  زاوP# ا�Qوران �.-A2ر اCول وا
  #Z0ر J? �9ل? J-h �&1-c 610اوح ����� .J%<π أن زاوP# ا�Qوران �.-A2ر ا

4.2.5.  =�\Bت ا� :Exponential Coordinatesا��Tا��

� Q<j�5اd%�ت %�-1�� ا�Qورا��ت d`�5# 65ا?61ات، P,-� ھ�ا ا%�-1�QKDOم ا¨ن طKP6# أ6mى 
 #%OCاExponential Coordinates.  6.Pأو �Pام زواQ@1O�5 �%�-1�أن  Euler>%* و��QU "� ا

 �.H Q-1SP ورا��تQ���A"# ا�Qوران J/-P ا�Q9; �&DH 6%ZS1اء d`d# دورا��ت، و;� ?J ھ�ه ا?
°K" Q<65ا?61 وا . �P6ط JH ورانQ���A"# ا? #P61?رة �5راA�5 x@�0 #%OCت ا�%dاQ<jا

 °K" Q<ر دوران واA2? امQ@1Oھ�ا(ا JH 6ZSP  ع�S��ا��ي ھ�SR #5��-5 Aع  ωا�-A2ر �5
�1�� " ن ا���Sع  θ، ?4 زاوP# ا�Qوران )وا>Qة�QKPم A<r = ωθ ϵ R3  ً`%�-0ل ذاك ا�-A2ر، و�5

���S? xuد^ت . �d`d ا��Zرا?61ات �.Qورانm امQ@1O�5 §1O810 درا �? ً�Z��a Aھ �%�-1�وھ�ا ا
 �~@�� اh��1�  .AKم 5-6ا9u�1� �S5 #SU&�، وا�Linear DifferentialDO �1ا

4.2.5.1. ��Wا� � �Dد{ت ا���_� Y� =C	W�Mا�� =�\�\Bا �~� :�_x ا���

� QH �~mديh��0 #��QZDأ ?J أ�S? °,5د:  	E ��� = p	���                     �4.50� 

 *%<x(t) ϵR  وa ϵ R  �uاQ15^6ط ا��x(0) = x0  Qcوھ�ZH Aرة �5�d JH، و�D�61ض أن ا
 �D� �~Hأ)ẋ(t)  �1�? ���ـ  �0x(t)%6 إ #Z,D��5t .( #�SP ً`< +.1-0~� ) 4.50(إن ا�-�Sد

�/���5:  	��� = ��Q	¥ 

��D أن �A.P�0 #.,.O 6;�1ر  Q%9��.A1ا45 اQ9� *%< ،#%OC أن Tylorو?J ا:  

��Q = 1 + p� + �p��
2! + �p��73! + ⋯ 

1��1�%#وا¨ن �D�61ض أن ��S? �DPQد�# ا�� ا�@~� ا���H�S اh��:  	E ��� = �	                       �4.51� 
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 *%<x(t) ϵ Rn  وA ϵ Rn×n  �DPQ� �uاQ15^6ط ا����15�d #"A#، وا-�x(0) = x0  Qcوھ�ه ا
�D� �~Hأ .�/��2� J/-P أن A/Pن �5����	  :?J ا�1D%9# ا�QSدP# ا�,���Q<C J/-P ،#K5 أن J-@P أن ا = �
Q	¥                   �4.52� 

 #%OCا #"A��-�2%&� 5�Aرة أ"!� eAtإن اhA0 81P نC 6ى . �120جmم ?6ة أAKDO +���
� ا¨�0/���5 #%OCا #"A��-��2�# ا�QSدP# ا�,�K5#، وAKDOم 5�1/5# ا�  :5-�2;�ة ا

�
Q = � + �� + ����
2! + ����73! + ⋯              �4.53� 

�&�ه ا�,.,.# أن �K10رب،  J/-P 6طR �20 أي Aا¨ن ھ �DDذھ �.H 6~@P ي��ا�,µال اCول ا
Q%U �/�5 �L%X Qc #%OCا #"A��-�و?J ا�Aاh¡ ھ�D أ�§ إذا ;��� . A/0 *%25ن ھ�ه ا

 #"A��-�15�d# و?1D&%#، " ن ا�,.,.# AOف 61K0ب �5/� �S~c إ�� >1D? Q§، وا�6Zھ�ن A  �.Hا
� ا�@~�، و�AK� Jم  5 دراU§ ھ�Dھ�ا ?AUAد "� أh��1�  .a.7 ا�-6ا4U ا�-�S-5 #K.S1د^ت ا

 #��.-�Sد�#  )4.52(ا�,µال ا����� S1P.� "%-� إذا ;��� ا�-�Sد ً`< �S���+ ). 4.51(ھ� �5��
 #�  :�Q9) 4.52(و6U 5اء H-.%# ا^�K1Rق H.� ا�-�Sد

	E ��� = ª ��� �
Q« 	¥
= ��� ¬� + �� + �
�
2! + �7�73! + ⋯ ® 	¥
= ¬� + �
� + �7�
2! + ⋯ ® 	¥= ��
Q	¥= �	���                                                �4.54� 

�.-�Sد�# x(t)=eAtx0و�J? Q9 ذ�+ أن  �< �S���5 Aھ.  

 #�� ?�61ك إ��  A، أ�§ J/-P إ6mاج )4.54(و�`>m J? Ñ`ل ا�,~6 ا�6اJ? 45 ا�-�Sد?�S;
E	  :ا�%-%J، أي ��� = �
Q�	¥ 

 J%1S56? J%1"A��� أي ?Uأ J? §ت أ��"A��-�، B J/-Pو  Aو�QH�K; 8.S� J2ة QU �" #?�Hاء ا
�1�%# داAB ≠ BA#KK2? ً�-uا�AKل أن �5� " ن ا�-,�واة ا�K-��/J "� ا ،:  ��
Q = �
Q�                  �4.55� 

 #S56? #"A��? #Pأ �Uأ J?A  دQH وأيt ) 6�D�وJ/-P ا�J? Q;e1 ذ�+ Q@1O�5ام O.,.# ا
#%OCت ا�"A��-.�.(  
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 #%OCا #"A��-��&�ه  eAtإن ا #%&1D-��%L# ا�P6S0 80�1D? 6%a #.,.O �&�A; �.H �&&%#، و�/J ا
� ا�-��ل، إذا ;%ZO �.S" ،#<�1? ً�!Pھ� أ #"A��-���A"# ا-��  �Aن j�5?/�ن ;5�1# ا/���5

 ���1��.P ϵ Rn×n،  *%<P  >/Sو  A = PDP-1  *%<D ϵ Rn×nا #.5�c #"A��?) �&�
�1�� " �A/S?(Q9� �Dس��5 ،:  

�
Q = � + �� + ����
2! + ⋯
= � + ��±�W&�� + ��±�W&���±�W&� �
2! + ⋯
= � ¬� + ±� + �±��
2! + ⋯ ® �W&
= ���Q�W&                                                        �4.56� 

 #"A��-�، أي أ�§ �hj�5Diagonal J/-P"# إ�� ?� �ZO ھ� ?��A~c #"Aرة  D" ذا ;��� ا
 �/���5 �&15�1;D = diag{d1,d2,…,dn}À"�/0 ط# أن�,Z5 J/-P #%OCا #"A��-�  :، " ن ا

��Q =
BCC
CCD
�²³Q 0 ⋯ 00 �²´Q ⋯ 0⋮ ⋯ ⋱ ⋮0 0 ⋯ �²µQFGG

GGH                    �4.57� 

#%��1��5�@�X%# ا #K5�,�  :وx@.DO ا�1D%9# ا

 =�r�W4.7ا�.  �~@�� اh��1�، x(0) = x0ذات ا��6ط ا^Q15اẋ(t) = Ax(t)  �uإن ?�Sد�# ا
 *%<A ϵ Rn×n 15# و�d #"A���5�x(t) ϵ Rn#c`S ھ� ? �~SP ً`< +.1-0 ،:  	��� = �
Q	¥                       �4.58� 

*%<:  

�
Q = � + �� + ����
2! + ����73! + ⋯               �4.59� 

 #%OCا #"A��-��1�%# eAtوA/0ن ا���xu ا@�  :�K20 ا

)i( إن: ��� �
Q = ��
Q = �
Q� 

)ii(  #"A��-��1��  A 71/0إذا ;��� ا�� ا/���5A = PDP-1  *%<D ϵ Rn×n  وP ϵ Rn×n 
 *%<P ���1��5 ،>/S.� #.5�c #"A��?: 
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�
Q = ���Q�W& 

)iii(  إذا ;�نAB = BA ن " ،eAeB = eA+B. 

)iv(  إن(eA)-1 = e-A. 

��A"�ت اOC%# و-���# J/-P اJH �&U�1D1O ط�P6 ��6 ا���وا�@��K? . #%Xر�# ا�Q2ودا�@�X%# ا
 �SU �P6ط JH �&U�1D1Oا J/-P #S56ا���# B = -Aا���  ."� ا�@�X%# ا

#%OCا #"A��-.� #%&1D? #L%X �9دPإ �" QH�,0 أن J/-P �~@�، eAt  ھ�Dك �P6o# "� ا�6Z9 ا
 �.%; #P6o� ن  –وھ�A1.?ھ�Cayley - Hamilton xD0 �1�  ):Q5ون 65ھ�ن(، وا

 =�r�Wإذا ;� .4.8ا� #"A��-���DPQ ا ��A ϵ Rn×n  J/-P #"A��-�A/0 *%25ن 15�d#، " ن ھ�ه ا
� ?QS1د ا�Q2ود /15�1&� �5;Polynominal �0¨�;:  ��£� = det��£ − �� = £< + ¢<W&£<W& + ⋯ + ¢&£ + ¢¥ 

§D?و:  ���� = �< + ¢<W&�<W& + ⋯ + ¢&� + ¢¥� = 0 

4.2.5.2. �\��ت �� :�Wام ا��Tا���ت اB\�=ا��ورا

 �P6ط JH §.%�-0 81P أن J/-P ورانQ�� ا�Qورا��ت Q@1O�5ام اQ<jاd%�ت اOC%#، " ن ا%�-0 �"
�.Qوران �hj�5"# إ�� زاوP# دوران >Aل ھ�ا ا�-A2ر Q%<ر وA2? . �/���6oD إ�� ا�Z")4.6( ،

�D�61ض أن ��d`d ً�H�SR �DPQ ا�S5Cد p(0)  #P6ه �5اوPوQ0 81Pθ  �5�d ر دورانA2? لA<ω  ـ�
p(θ) 15# و�d #%dاQ<�2ور إ? #.-U �" �&DH 6ZS? 8%K�وھ�ا . ω|| = 1||، >%* ��61ض أن U-%4 ا

�.Qوران >Aل  p(0)ا�Qوران J/-P أن Q2Pث إذا �D.%@0 أن ا���Sع  4h�mω  وي�,P �5�d لQS-5
1 rad/sec J?���1�� " ن . ھ�ا ا�-,�ر �P%6 إ�� p(t)و�%/t = θ . Jإ�� ا��?J? ،t = 0  J ا��5

 #H6,��5�ṗ#c`S، وا�-��ر إ�%&� 5ـ p(t)ا �~S0 ،:  �E = � × �                        �4.60� 

 J/1� ،+�8O6P دا6uة  pو�DD/-P أن �`>Ñ أن . ωو  p(t)ھ� ا��اوϕ  J%5 #Pو�.2X J? Q;e1# ذ
 6~c W�D5||p||sinϕ  رA2-��1�� " ن . A<ωل ا��5ṗ = ω × p  #-%c +.1-1Pر و�,-.�ھA ?-�س 

  ).4.60(، وا��1 ھ� �5�!Z° ا�-�Sد�# Qc||p||sinϕرھ� 

J%H�S�� �Uر�@�و�&�ا ا�6Lض، QKDOم ا�-�&Aم . 61KDOح ا¨ن طKP6# أ6mى �.JH 6%ZS1 ا�Q9اء ا
���1�  :ا
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 �/���ـ  A<ωل ا�-A2ر  Q0 81Pθو6Pه �5اوp(0)  #Pا���Sع : 4.6اp(θ).  

 �!�_�4.3.  J/%���DPQ ا���Sع ω ϵ R3#%��1���A"# ا-�  :، �6Sف ا

��� = l 0 −�7 �
�7 0 −�&−�
 �& 0 n                     �4.61� 

 #"A��-���[ω]  #"62D? #.d�-1? #"Aا? JH رة�ZH ھ� �.HCا �" �&�P6S0 80 �-;Skew 
SymmetricنA/P *%< ،:  ��� = −���� 

P6S1��1�%#5&�ا ا���xu ا@��Q%;e1 ا �D?�.0 #~%,5 ت >,�ب�%.-H ن " ،W:  

 =�r�W4.9ا�.  J%H�SR �DPQ� J/%�x,y ϵ R3 �Uر�@�2�Aل QU ،x×y  §%.Hاؤھ-� ا�J/-P ا
�0^�;:  	 × � = �	��                          �4.62� 

 *%<[x]  ع�S���1 0-�� ا���A"# ا�-d�-1.# ا�-62D"#  ا-��  :/J أن �Q9وأx .-P ً�!Pھ� ا	 × �� = �	���� − ����	�                 �4.63� 

 #%X�@���A"�ت ا�-d�-1.# ا�-62D"# وھ� ا-�� ا�Qورا��ت واUأ J? ةQ%�? #%X�m ً�!Pك أ�Dوھ
#%��1�  :ا

 =�r�W4.10ا�.  �DPQ� J/%�ω ϵ R3  وR ϵ SO(3)#KK2? ً�-uدا #%��1��Z  :، " ن ا�-�Sد�# ا��Z� = �Z��                   �4.64� 

�%/J : ا�6Zھ�نri
T  W����i  #"Aھ�ZH Aرة JH ا-.�RنA/P ���1��5 ،:  
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Z���Z� = lL&��� × L&� L&��� × L
� L&��� × L7�L
��� × L&� L
��� × L
� L
��� × L7�L7��� × L&� L7��� × L
� L7��� × L7�n
= l 0 −L7�� L
��L7�� 0 −L&��−L
�� L&�� 0 n
= �Z��                                                                        �4.65� 

 #�� Q@1O�5)4.60 (J/-Pام ا��u�1D ا�,�K5#، " ن ا�-�Sد/���E  :ا¨ن أن �5 71/0 = ����                              �4.66� 

 �uاQ15^6ط ا��� . p(0) = p0?4 وAUد ا/��وا�ẋ = Ax  �1وھ� ?�Sد�# 0��J? #%~m #%.h ا
�/���، و>.&� A/Pن ?J اZc J? �&1OارQ5 �D-c:  

���� = ����Q��0� 

 J%5 �? زA?6��5 �PQZ1�QPور QS-5ل  1D;p(t)%9# ^"61اض أن ا���Sع  θو  tو>%* أ�§ J/-P ا
 �5�d1 rad/sec ) QS5t  ن " #DP�dp(t)  ارQK-5 دار Qc نA/%Ot ن�Pراد( #K5�,�، " ن ا�-�Sد�# ا

�/���5 �&15�1; J/-P:  

��4� = ����¶��0� 

 #"A��-��ـ  [ω]ا #%&1D? #L%X �9دPإ �.H �-SDOرة، وA~c #"A��? �,%��+ وذ e[ω]θھ� 
 �.%; #P6o� امQ@1O�5–  نA1.%?ھ�Cayley – Hamilton  �Uأ J?[ω] . x%@�1�Q5اP#، " ن ا

 #"A��-�� اUأ J? ودQ2�� 3×3ذات ا�QSZ  [ω]ا�-QS1د ا/���5 �~SP:  

��£� = det��£ − ���� = det l £ �7 −�
−�7 £ �&�
 −�& £ n
= £7 + ��&
 + �

 + �7
�£= £7 + £ 

 �.%; #P6o� ن " ���1���7�  :1K0!� أن Cayley – Hamiltonھ�?.A1ن  –�5 + ��� = 0 

��7�  :أو = −��� 
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 #%OCا #"A��-��8KD ا¨ن 6�D5 اe[ω]θ  �; �PQZ15 +�� O.,.#، وذ/R �.H[ω]3  ]-5ـω[ �، و;
[ω]4  5ـ-[ω]2 �� H.�و�5�1. ، وھ/�ا[ω]3 = [ω]-5ـ  [ω]5، و;��� ",Aف �2�:  

����¶ = � + ���4 + ���
 4
2! + ���7 473! + ⋯
= � + ¬4 − 473! + 4·5! − ⋯ ® ��� + ¬4
2! − 464! + 4�6! − ⋯ ® ���
 

 J? �/� 6�D�� اO`O 8 أن.S� �D� " 6%;�1.�� cosθو  sinθو/���5 �~S0:  

sin 4 = 4 − 473! + 4·5! − ⋯ 

cos 4 = 1 − 4
2! + 464! − ⋯ 

 #%OCا #"A��-�� e[ω]θو?D§ " ن ا/��  :Z0 J/-P,%~&� إ�� ا

 =�r�Wع  .4.11ا��SR �DPQ���  :" ن θ ϵ R، و;�ن �QH �DPQد ?� ω ϵ R3  *%<||ω|| = 1إذا ;�ن ��¶ = � + sin 4 ��� + �1 − cos 4����
                   �4.67� 

 �LPرودر #L%�5 ً�!P6ف أS0 #L%���.Qوران Rodriguesوھ�ه ا.  

 :���DC;= ا��وران Logarithmا���DC;= ا�	���ر!���=  .4.2.5.3

��A"# اv ϵ R3   #%OCرأ�DP إ�� ا¨ن أن QUاء أي �SRع -��5e[ω]θ  6PوQ0 ��AOف µPدي إ
�1�%# ھ� أن ��QK-5θ .Zار ا��اوA<ω  #Pل  vا���Sع ���A"# دوران و?&-�D1 ا? #Pأ �Uأ J? §أ� �

R ϵ SO(3) ً�H�SR Q9� أن �D��/? 5 §� " ،ω  ًداQHوθ  نA/P *%25R = e[ω]θ . WP6S158 وd J?و
r = ωθ ϵ R #"62D-���A"# ا�-d�-1.# ا-���A"# ا�.�aAرH �.~DO �D� " ،[r]  #%-0.� ا-�ا8O ا

 #"A��-.�R .S����A"# ا-�� آH�r  �d`d 6m%# و5&�ه ا�~Q%;e0 �DD/-P #KP6 أن ا%�-0 JH 6ZS0
� ا�Q2ود �ـ . ا��Zرا?61ات �.Qوران; 6�D5وe[ω]θ  #�� ) 4.67("� ا�-�Sد/��" ن ذ�+ AKPد�� إ�� ا

���1�  :ا

l ¢¶ + �&
�1 − ¢¶� �&�
�1 − ¢¶� − �7£¶ �&�7�1 − ¢¶� + �
£¶�&�
�1 − ¢¶� + �7£¶ ¢¶ + �

�1 − ¢¶� �
�7�1 − ¢¶� − �&£¶�&�7�1 − ¢¶� − �
£¶ �
�7�1 − ¢¶� + �&£¶ ¢¶ + �7
�1 − ¢¶� n   (4.68) 

 *%<)ω1,ω2,ω3 ( ع�S��� ?J ،وھ�D اQ@1Oا?�D ا�5�S1%6 اωھ� 6X�DH ا/� #%��1�^�1mا�%# ا
sinθ sθ =ا�A1ا45 

��cθ = cosθ . #"Aو  -.� #Pه ?,�و`Hأ #�� ا�-�SدS95وR ϵ SO(3)  �D� "
�.P �? x.@1,� 1~%4 أن,�:  L7
 − L
7 = 2�& sin 4 
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L&7 − L7& = 2�
 sin 4 L
& − L&
 = 2�7 sin 4 

�ـ  À"�/θ، أو �5/� ?( θ ≠ 0وط��-� أن  #2%2���%,� ?J ا�-!�H��ت اπ (71/� أن �DD/-P:  

�& = 12 sin 4 �L7
 − L
7�  
�
 = 12 sin 4 �L&7 − L7&� 

�7 = 12 sin 4 �L
& − L&
� 

���1�� ا/���5 #"62D? #.d�-1? #"A��? �/R �.H �&DH 6%ZS1�  :ا�-�Sد^ت ا�,�J/-P #K5 ا

��� = l 0 −�7 �
�7 0 −�&−�
 �& 0 n = 12 sin 4 �Z − Z��             �4.69� 

��ω  #"Aو�S� J2.8 أن -.�0-�� ?A2ر ا�Qوران R . نCوsinθ  م، " ن�K-�ھAUA? Q< Aد "� ا
[ω]  نA; 7 "� >�لO�D-�� ا/���81P J إ�9Pدھ� �5θ  ـ� #2%2��وQDOرس . πأ>Q ا�-!�H��ت ا

�%,� ھ� >���D1، و�9Pj #L%X QUADOد  #��2��D�61ض ا¨ن أن ھ�ه ا J/��2�# "%-� QS5، و�ھ�ه ا
 #Pاو��� . θاS9Z"R  #��.-�Sد #P6 ) 4.68(?,�وdو25,�ب أTrace  `; �.H J%1"A��-�ا
 J%Z��9�� c 6X�DH 4-U~6ھ�(اX�< JH رة�ZH Aھ #"A��? 6dأ (Q9�:  tr Z = L&& + L

 + L77 = 1 + 2 cos 4                   �4.70�  

ω1وJ/-P ا�1D1Oج ا�c`S# ا�,��Z1H�5 #K5ر 
2+ω2

2+ω3
�ـ . 1 = 2 #-%c #Pأ �Uأ J?وθ  �K20

 #��ـ  A/0^ *%25θن ا��اوP# ) 4.70(ا�-�Sد ً�2%2X ً��H�!?π ن " ،R  �/�5 �&DH 6%ZS1�J/-P ا
 �/���5 �Oأe[ω]θ  امQ@1O�5[ω] ة�~S? ھ��-;  #�4.69(�5�-�Sد.(  

 #Pاو���2�# ا�A/0 �1ن "%&� ا��QSD ا¨ن إ�� اθ = kπ *%< ،k ¡%2X دQH Aن . ھA/P �?QDHk 
 ً�%U2%�2ً زوX ًداQH) أيθ = 0, ±2π, ±4π,… ( #"A��-��ـ  R" ن أ6d ا ً�Pن ?,�وA/%O3 أو ،

 À"�/? �/�5R = I أن Q9� *%< #�A&,5 #9%1D�2�Aل H.� ھ�ه ا�2�  θ = 0، وJ/-P ا�ھA ا
J/--�، " ن أ3π, …πθ = ±( 6d±,أي (QHداً 2X%�2ً "6دk  ً�PوA/P �?QDHن . ا�Q%<A ا

 #"A��-��ـ  Rا ً�Pن ?,�وA/%O-1 #%OCا #L%���1�� " ن ا��5 ،)4.69 (��J/-P:  Z أن Z0 81P,~%&� إ = ����¸ = � + 2���
                      �4.71� 

 #"A��-.� 6~K��) 4.71("� ا�-�Sد�# و6X�DH ا/���5 �&Z1/� أن J/-P:  
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�# = ±¹L## + 12  ,   u = 1, 2, 3            �4.72� 

#%��1��5�-�Sد^ت ا��`ث ا �~S0 #P6~K�
�&�J%< �":  2 أن ا�6X�DS ا�L%6 ا = L&
2�
�7 = L
72�&�7 = L&7
                   �4.73� 

 #���J?)4.71 ( #"A ا�-�Sد-� 79PSymmetric :r12 = r21 أن A/0ن ?�D1ظ6ة  Ñ<`�R أن ا
ھ� 6hورJ? #P ) 4.73(و) 4.72(و;� ا�-�Sد^ت ا�-r13 = r31 . �" #D-!1و  r23 = r32و 

 ٍQ9? �< �.H لA�2�� اUأ . �< �.H لA�2�، >%* A/Pن Q9� �D� " ،R = e[ω]kπ أن ωوQDH ا
k = ±π, ±3π, ….  

 �Uأ J? لA.< QUAP §ل أ�AK�� ا�-�9ل  J?θ ا�,��5 �,1~%4 ا?�; �.H[0,2π] §0��H�!? و . أو
 ¡Z�P *%25 �9ل-��6 ھ�ا اK5 �D-c 0]إذا,π[ �Uأ J? مQ@1,0 أن J/-P #%��1�، " ن ا�@Aارز?%# ا

��A"# ا�Qوران -���A"# ا�.Aر�aر0-%# -�  :R ϵ SO(3)>,�ب ا

��A"# دوران إذا ;��� ��DPQ ? :ا��Wارز��=R ϵ SO(3) �9دPإ QP6و� ،r = ωθ نA/0 *%25 ،
  #Pاو��  :، و>%*ω|| = 1||، و R3 ω ϵو θ ϵ [0,2π] ا

Z = ��º� = ����¶ = � + sin 4 ��� + �1 − cos 4����
         �4.74� 

 #"62D-���A"# ا�-d�-1.# ا-���A"# ا�.�aAر[r] ϵ R3×3 #%-1P" ن ا-��1�� ا��5 �-,0  #"A��-�
  .Rا�Qوران 

)i(  ���; إذاR = I ن " ،θ = 0  و[r] = 0. 

)ii(  إذا ;�نtr R = -1 ن " ،θ = π نA/1Oو ،ω  *%25 #%��1�ھ� إي �SRع ?J اSRC# ا��`d# ا
2� ا�-Q9ي� :A/0ن ھ� ا

� = 1�2�1 + L77� l L&7L
71 + L77
n                    �4.75� 

  :أو

� = 1�2�1 + L

� l L&
1 + L

L7

n                    �4.76� 
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  :أو

� = 1�2�1 + L&&� l1 + L&&L
&L7&
n                    �4.77� 

)iii( وإ^ " ن: 

4 = cosW& ª�L Z − 12 « ∈ �0, 8� 
 ً�!Pوأ:  

��� = 12 sin 4 �Z − Z��                      �4.78� 

  

 �/��� ;6ة ?�-1# ذات ��SO(3)  6~c W: 4.7ا/R �.Hπ.  

�-HA-9# ا�Qورا��ت  WXA0 �/R �.H �&2%hA0 81P أن J/-P #%-0ر�aA.���A"# ا-�إن L%X# ا
SO(3)  رهQc 6~c W�� ;6ة ?�-1# ذات �/�5π ) �/��" ذا ;��� �K� �DPQ~# )): 4.7(ا�6o ا
r ϵ R3  ���; 1#، وإذا-�-�" ن . A/0 *%25 ،r = ωθن ||θ = ||rو  ||ω = r / ||r"� ھ�ه ا�/6ة ا

�ـ  #K"اA-���A"# ا�Qروان ا?r رA2-�0�Aرھ� H.� أ�&� ا�Qوران >Aل ا J/-P ،ω  #P�5او
��A"# دوران . QK?θارھ� ? #Pأ �Uأ J?وR ϵ SO(3)  نA/P *%25tr R ≠ -1 QUAP §� " ،

�-�SRr  *%25 #1ع -�� ھ�ه ا�/6ة اm4 داKPe[r] = R .�"ن  وA; ل�<tr R = -1 ن " ،log R 
 ً�%Z~c J%1,;�S1? J%1~KD5 �~SP ھ�QDHAntipodal #1-�-�و?D§، " ذا . �SK0ن O �.H~¡ ا�/6ة ا
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أ�K2? ً�!P، و;� ?R = e[-r]  Jو  r|| = π||، " ن A/P *%25R = e[r]ن  r;�ن ��SR �DPQع ?� 
 J%H�S���� r–و  rا-��5 �.S1P �-%" ورانQ�  .6ZSP #"ARان JH ��< ا

 :Unit Quaternions) ا���PS ا���_�د(و�Tة ا���ا������ن  .4.2.6

�.Qوران "�  �OCا �%�-1�0.+ ا�SO(3)  QDH 6&o0 �1إن ?J إ>Qى O%$�ت اQ<jاd%�ت اOC%# وا
 �.H 8%,K1���A"# ا�Qروان، >%* أن ا�.�aAرsinθ  J? 6de1P 81Pا-��%L# ا�.�aAر0-%# �"� ا

%L���5�K%8 ا #PدQS�� . 6θة �Qورا��ت ا��اوP# ا��D>%# ا%�-1� #.PQ5 #KP6ن ھ� طA%�6%0اA/�وو>Qة ا
 �D�./%O #KP6~��/J اQ@1Oام ھ�ه ا ،#PدQS���7H ا-�ا�Qورا��ت @0 *%25��S5 J? W ھ�ه ا

  .وAOف �AKم WP6S0 ¡%hA15 و;%�%# اQ@1Oام ھ�ه ا�Q<Aة. إ�h"# �5را?61 را45

 �DPQ��D�61ض أن R ϵ SO(3) دوران #"A���Q<Èاd%�ت  وھ� ? ً�%O0-1.+ 0-�%`ً أR = e[ω]θ ،
 8.S� �-; *%<||ω|| = 1  وθ ϵ [0,π] . #"A��-�Q@1O�5ام و>Qة ا�/AاA%�6%0ن  R" ن 0-�%� ا

�1�� �D5 J/-Pq ϵ R4ؤه WP6S15 ا���Sع .� ً�K"و:  

M =
BC
CC
DM¥M&M
M7FG

GG
H = l cos 42� sin 42n ∈ R6                      �4.79� 

و?J ا��D>%# ا�&q|| = 1 . ،#%OQD||0,�وي و�5/� واJ? ¡h ا�q  WP6S1أن طPA.# ا���Sع >%* 
� ;6ة وا>d`d #PQ%# ا�S5Cد "� ا�-�9ل  q" ن mدا #ShA1? #~K� JH رة�ZH ھ�R4 ا�&�، و

�5 �&%��6?� ا�,7Z " ن و>Qة ا�/AاA%�6%0ن J/-P أن 6S0ف ?m J`ل ھ�ه ا�/6ة، و��Pر إS3 .
، " ن J/-P �&D? #d`d أن 81P ا1m%�رھ� �5/� qو5�Aرة طJ%5 J? §� " #%S%Z اCرS5# إ>Qاd%�ت �ـ 

�K1,? .2+1ن " ذا �0;��6 أcos θ = tr R 1-�م��!cosine  WS، وQ@1O�5ام ?�Sد�# U%7 ا
2�Aل q R�Z? �&%.H، " ن 6X�DH ا���Sع cos 2ϕ = 2cos2 ϕ -1زاوP# ?�، أي أن �6ة J/-P ا

��A"# ا�Qوران ? 6X�DH ل`m J?R �.P�-;:  

M¥ = 12 �1 + L&& + L

 + L77                   �4.80� 

lM&M
M7
n = 14M¥ lL7
 − L
7L&7 − L7&L
& − L&


n                         �4.81� 

Q<6ى، " ذا ;��� إmأ #%<�� J?ت و�%dاq  �DPQ� #?A.S?(q0,q1,q2,q3) J/-P �&� ً�K"و §� " ،
��A"# ا�Qوران ? �.H لA�2�H.� ھ%$# دوران >Aل ?A2ر ا�Aا>Qة  ذو ا^�90ه ا�-S~� 5ـ  Rا

(q1,q2,q3) #Pاو��  :و�5/� أوJ/-P ¡h أن �/QK-5 ،2cos-1 q0 .71ار ا
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Z = lM¥
 + M&
 − M

 − M7
 2�M&M
 − M¥M7� 2�M¥M
 + M&M7�2�M¥M7 + M&M
� M¥
 − M&
 + M

 − M7
 2�M
M7 − M¥M&�2�M&M7 − M¥M
� 2�M¥M& + M
M7� M¥
 − M&
 − M

 + M7

n      (4.82) 

�QKP?�ن  q ϵ S3-و ا���Sع ا�-q ϵ S3  ً�%Z~c >;�S# أH`ه J/-P أن �`>Ñ أن ;� ?J? J ا�-�Sد
��A"# ا�Qوران ? >��R . �&.5�KP §� " دوران #"A��? #Pأ �Uأ J? §ل أ�AK��1�� J/-P ا�و�5

 ً�%Z~c J%,;�S1? ن��A/P *%25 نA%�6%0اA/�  . Q@1O�5 J%.%�-0ام و>Qة ا

-%" �D-&0 �1�" ذا ;��� �Q<A5 �.S1P � . �DPQة ا�/AاA%�6%0ن ھ� QUاء دورا�%Jا�@�X%# اmC%6ة وا
��A"�1 ا�Qوران ?Rq, Rp ϵ SO(3) ةQ<ام وQ@1O�5 ً`%�-0 J%1"A��-�، و�Qى ;� ?J ھ�J%0 ا

� ا�Q9اء . �5�q , ±p ϵ S3 7%061±ا�/AاA%�6%0ن Uأ J? نA%�6%0اA/�� Q<A5ة ا%�-1� RqRp" ن ا
Q5 مAK� نe5 §%.H لA�2�� ?J/-P J ا; 6X�DH �%,D15 #Pاq  وp  J%0QKH J%1"A��? �/R �.H

  :2×2أ�S5دھ-� 

� = j M¥ + uM& M
 + uM7−M
 + uM7 M¥ − uM&k ,     � = j �¥ + u�& M�
 + u�7−�
 + u�7 �¥ − u�& k    �4.83� 

 *%<i  ةQ<اA�، " ن N = QP 6X�DHوQDH إ6Uاء ا�Q9اء ). أو ا�1@%.�(ا�-QKS �0%6 إ�� �SRع ا
 #"A��-��1�� Nا�  :A/1Oن �5

 = j e¥ + ue& e
 + ue7−e
 + ue7 M¥ − ue&k              �4.84� 

2�Aل  (n0,n1,n2,n3) ±ا�-DH 6ZS&� 5ـ  RqRpو6X�DH و>Qة ا�/AاA%�6%0ن �.Q9اء �J/-P ا
H #"A��-�  :6X�DH J? �&%.N ا

BC
CC
De¥e&e
e7FG

GG
H =

BC
CC
DM¥�¥ − M&�& − M
�
 − M7�7M¥�& + �¥M& + M
�7 − M7�
M¥�
 + �¥M
 − M&�7 + M7�&M¥�7 + �¥M7 + M&�
 − M
�&FG

GG
H              �4.85� 

4.3.  P	Cا� �MQت ا��S�TRigid Body Motions: 

4.3.1. �!�_�: 

� ?J ا^�90ه ; �1 4-90�"%-�  Positionوا�-AKDOOrientation  4cAم ا¨ن Q5راO# ا�1-�%`ت ا
7.��� ?x@P . J >6;# ا�8,9 ا; WP6S0 81P �?QDS" ،�? Q< ��وQZP Qcو ھ�ا اC?6 وا�2hً إ

�2-�ور ا���15# وU-.# ا�-�2ور ا�-621;#، "�^�90ه J/-P ا�m J? §DH 6%ZS1`ل ?��U #"A-.# ا
وp ϵ R3 . QPQ20 J? ً^Q5، أ?� ا�-J/-%" 4cA ا�m J? §DH 6%ZS1`ل ا���Sع R ϵ SO(3)ا�Qوران 

 #"A��-�� ?J ا;R  ع�S����A"# وا>Qة ;-� P �DS? 6-%Oوا-5 �-&S-95 مAKDO ،���D? �/�5.  
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 �!�_�4.4.  #PQ%.cjا #HA-9-�، وا�6S0 �1ف أSE(3) 8O�5 ً�!Pا�@�Euclidean  #Xإن ا
 #,��91-��.7 أو J/-P 0,-%1&� ا�PA21`ت ا� HA-9?Homogeneous# >6;�ت ا�8,9 ا

Transformations  �9ل-���A"�ت R3"� ا-�� ا; �1 0!8�، ھ� �ZHرة JH ا�-HA-9# ا
 #K%K2�� 4×4ذات ا�T  QSZا/��  :?J ا

» = jZ �0 1k                    �4.86� 

 *%<R ϵ SO(3)  وp ϵ R3 6ي 0، و�����d`d W ا�S5Cد �.��Sع ا�  .�0%6 إ�� ا

 6�DS��  T ϵ SE(3)وا/���5 §�وQZDOأ ھ�ه ا��6Kة J/-PT = (R,p) . ¡%hA15 أ>%���ً ا�Rjرة 
 #HA-9-.� xu��@�� p  �.Hو  R، و?8d J 6�5ح ا�6Lض ?�S5SE(3) 4%-90 J ا/R

�Zc J? �&��e� 8� #KP6~5 #"A��?.  

 x%@�1� �D?�.0 فAO ت�%dاQ<1# إO أن �D� ً�2hن واA/P 79 أنP �5�,�. J?SE(3) ا�WP6S1 ا
 #%d`d 1-�%`ت��.Q<Èاd%�ت ھA أ��DD/-P �D أن �,Q@1م إ>Qى ا #Z,D��5 �D� ً�<Ah6 و�;Cر ا�%@�وا

-�� اUأ J? ً�K5�O �&1O�1 80 درا�� ا�-��ل، زوا�P أوHA-9SO(3) ) 6.P# ا��Zرا?61ات ا%ZO �.H
Euler#%OCت ا�%dاQ<jوران ) ، واQ�� x%@�0 اUأ J?R #d`��، واQ<jاd%�ت ا�PQ/�ر0%# ا

�x%@�1 ا�-R3  4cAا�-6Sو"# "� ا�-�9ل p . #L%��وJ? ً^Q5 ذ�+، AOف �AKم �1D1O�5ج ا
�ـ  #%OCت ا�%dاQ<È.�ا�J? QPQS ا�-%�ات 5�Aرة أ;�J? 6  وا�QZ0 �1ي QOSE(3)اO%# ا�S5Cد 

x%@�1�  .�c�5 ط6ق ا

#PA1,? �&أ� �.H رھ��Z1Hا J/-P ھ��D"د�X �1�و�1O�5;�ر . إن ا�J? QPQS ا�-%/��%�?�ت ا�6و0A5%# ا
���1��2�# ا�-,�DD/-P ،#PA1 ;5�1# ا�WP6S1 ا��.7 "� ا�  :>6;�ت ا�8,9 ا

 �!�_�4.5.  #PQ%.cjا #HA-9-���A"�ت  SE(2)ا�@�Euclidean  #Xا-�وا�U 8!0 �1-%4 ا
 #K%K2�� 3×3ذات ا�T  QSZا/��  :?J ا

» = jZ �0 1k                      �4.87� 

 *%<R ϵ SO(2)  وp ϵ R2 6ي 0، و����.��Sع ا QSZ���u�Dd W ا�  .�0%6 إ�� ا

 #"A��-�� T ϵ SE(2)وا/��  :A/1Oن داJ? �-u ا

» = lcos 4 −sin 4 ��sin 4 cos 4 ��0 0 1 n 

 *%<θ ϵ [0,2π]  و(px,py) ϵ R2.  
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4.3.2. �~�C
: 

�ـ  J%1%��1�  .J/-P ا�JH �-&D? Q;e1 ط�P6 ا�2,�ب ا�-SE(3) 6R�Zا�@�J%1%X ا

 =�r�W4.12ا�.  J? J%1"A����QU �0��SE(3)  J? #"Aاء ?? ً�!Pأ AھSE(3).  

 =�r�W4.13ا�.  J? #"A���1��داA/S?SE(3) AUA? ً�-uس ?�� ا/��  :د، و�§ ا

jZ �0 1kW& = jZ� −Z��0 1 k                  �4.88� 

���1��1�%#، AOف �QKم ا�-�&Aم ا�� ا�QZء �5�/`م JH ا�@�X%# اZcو:  

 �!�_�4.6.  �DPQ�P6S0 J/-P�Tx ϵ R3  §، " ن ا�Q9اء x ϵ R3و  T = (R,p) ϵ SE(3)إذا ;�ن 
�/���5:  »	 = Z	 + �                      �4.89� 

 �DPQ�، " �§ x ϵ R3 J/-PوhA0 J/-P%¡ ھ�ا ا�-�&Aم JH ط�P6 ا�K%K2# ا�AK0 �1ل أ�§ إذا ;�ن 
 #"�hإ �P6ط JH د�S5Cا �H�5ع ر�SR ���1��PA201.§ إ�  :، و�5

jZ �0 1k J	1K = jZ	 + �1 k               �4.90� 

���2ق ا�QSد وا���Sع ر�H�5 ا�S5Cد ا �0 5�D1  ع�S�.�x  ،#,��91-�ھA ?��ل JH اQ<jاd%�ت ا
 �PA21�� ا�-T ϵ SE(3) >��91واPA21��5 �-,P +��� ً�K"و Aھ.  

�ـ  �5�,��1�%# J/-P أP!�ً ا�JH �&D? Q;e1 ط�P6 ا�2,�ب Txو�5�WP6S1 ا�، " ن ا�@�X%# ا
6R�Z-�  .ا

 =�r�W4.14ا�.  �DPQ��D�61ض أن T = (R,p) ϵ SE(3)  وx,y ϵ R3 ً�-uدا �K2? �.P �? ن " ،:  

)i( ||Tx-Ty|| = ||x-y||  *%<||. || #%O�%K�"� ا�-�9ل  �0Euclidean%6 إ�� ا�~PA.# اPQ%.cj# ا
R3 أي أن ،||x||2 = xT

x. 

)ii( <Tx-Ty,Ty-Tx> = <x-z,y-z>  �; �Uأ J? +��0%6 إ��  < .,. >، >%* z ϵ R3وذ
x,y> = xT>: ، وھ�ا �DSP أ�§�O�R3 "� ا�-�9ل ا�Euclidean %Kا�Q9اء ا�Qاm.� اQ%.cjي 

y. 

 ،#K5�,�� �K� �.Hط "�  T"� ا�@�X%# اPA20 #"A��، وھ�ا �DSP أن 80R3 ا�Z1Hرھ� H.� أ�&� ?
 #"A��-�T  �.H Ñ"�20"�� ا�@�X%# ا�u�9%# اCو�� " ن . Txإ�� ا�A20x  4hAل ا�T  #~KDا

��� أ;�H Ñ"�20 . ،6.� ا��وا��T �P%#، " ن ا�-,�"�ت، "� >%J إ�§ "� ا�@�X%# ا�u�9%# ا%�و15�
 �DPQ��-�.* ?�، " ن ا�-�.* ا��ي JH §.PA20 80 طx,y,z ϵ R3  �P6إذا ;�ن  #d`d ً�Oرؤو ��-0

 §Oت رؤو`PA20{Tx,Ty,Tz}  *.�-� P{x,y,z}-1.+ ��< اCطAال و��< ا��وا�P ;-� "� ا
)�%K�� أن ). Isometricس أو، J/-P ا�AKل أن ا�-�.%�%J ?1,�و�Pن "� ا%@1P أن �? Q<C J/-Pو
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 #~KD��2�# " ن  xا�JH 6ZS0 ا^���Pح  J/-PTx أن A/0ن �X 8,U J? #~K.7، و"� ھ�ه ا
�.7) ا�A21ل(��.8,9 ا �X�2�J/-P ا1H-�دھ�  SE(3)و?J ھ�ا ا�-J/-P §� " �.~D ا�AKل أن . ا

7.��  .?4 >6;�ت ا�8,9 ا

-�0�W ا #%KZ1-��D>� ا��%�u�P%# ا�-@1.�# ا�Q@11,0 �1م "%&� >6;�ت ا�8,9 ا�@�X%�ت ا6mCى ا
7.��و;��+ ا�Descriptive  #%&%UA1و;-� "� ا�Qورا��ت، " ن ا�1�,%6ات ا�XA�%# . ا

Prescriptive 7.��� . ?AUAدة أS1P �-%" ً�!P.� 625;�ت ا�8,9 ا/���6oD إ�� ا�Z")4.8( ،
 #%SU6? �2ور? �-U ث`d �DPQ��D�61ض أن }a { و}b {و }c { 8KD�"� ا��!�ء ا��%��u�P، و

�%/Aن ا���Sع ?QZ? Jأ إ>Qاd%�ت U-.# ا�-�2ور  WP6S15u ا���Sع }a { #.-U ت�%dاQ<أ إQZ? ��إ
� wو  v، و�8KD أWP6S15 ً�!P ا��b{ J%H�S{ا�-�2ور /���5 ¡hA? Aھ �-; . �DPQ�و�D�61ض أن 

Tab ϵ SE(3) -9��# H.� ا�-4cA وا^�90ه ^Q.� +��5�6oD إ�&� ?b { #.-U J{.# ا�-�2ور وذ
�5�Z,D# إ�� U-.# ا�-�2ور } b{�0%6 إ�� ا�90ه U-.# ا�-�2ور  Rab، >%* إن }a{ا�-�2ور 

}a{ و ،pab ϵ R3  ـ� ��--�Tac  81Pو  6ZS?}a{ .Tbcاً U �" §DH-.# ا�-�2ور  uھA ا���Sع ا
 *%< ،ً�!Pأ #KP6~��ـ ھA ا���Sع ا�-- P6S0pac ϵ R3�D5 �-&�< ا ��w  �2ور-�، }U �"}a-.# ا

�ـ  pbc ϵ R3و  ��--�  .}b{وا�-U �" §DH 6ZS-.# ا�-�2ور  vھA ا���Sع ا

  

 �/���.-�2ور "� ا��!�ء: 4.8ا �-U #d`d.  

 =�r�W�2ور  .4.15ا�? �-U ث`d �DPQ��D�61ض أن }a {و }b {و }c { ،�u�P�%��"� ا��!�ء ا
JH 6ZSP 8 ا^���Pح ا�J%5 �Z,D ھ�ه ا�-�2ور، " ��D و;� ?A/P *%25Tab,Tbc,Tac ϵ SE(3) &Dن 

  .Q9�TabTbc = Tac أن 

� Tab,Tbc,Tac ϵ SE(3)إذا ;�ن ;� ?J : ا�6Zھ�ن/���5 �~S?:  

»�� = jZ�� ���0 1 k,     »�� = jZ�� ���0 1 k,     »�� = jZ�� ���0 1 k 

 ��QUوران أن وQ�و�5�ASدة إ�� . m J? ً�K5�ORabRbc = Rac`ل دراX�m #O%�ت ?��A"�ت ا
 �/��، " ��D ��12ج }U �"}a-.# ا�-�2ور  u+v = w، و�.JH 6%ZS1 ا�c`S# ا��H�S%# )4.8(ا
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�.��Sع  6%ZS1�" ن ھ�ا ا�ZS1%6 ھA ) 4.6(و?J ا�@�U �"}a{ . #%X-.# ا�-�2ور  vأو^ً �9Pjد ا
�1�� J/-P أن �,Rabpbc .�1D1ة Z5 JH,�ط# �ZHر����  :و�5 = Z����� + ���                 �4.91� 

#%��1���A"�ت ا-�2�Aل �S? �" §%.Hد�# ا�  :وU J/-P-4 ?� 80 ا

jZ�� ���0 1 k jZ�� ���0 1 k = jZ�� ���0 1 k              �4.92� 

À"�/? �  .TabTbc = Tac: أو �5/

� ا�-�2ور Tabإن ?�&Aم -U J? دQH J%5 ت�c`S�. ھA طQU #SDK? #KP6اً �.2��ظ S5�1? �.H# ا
#K5�,��1�%# ھ� 6R�Z? 4Z10ة �.@�X%# ا�  :وا�@�X%# ا

 =�r�W4.16ا�. Taa = I  وTab
-1 = Tba.  

 �/�.�J-h 4K0 ا��!�ء ا��%��u�P  �0%6 إ�� �q #~K، و5�6ض أن )4.8(�5�ASدة ?6ة أ6mى 
�-QZأ إ>Qاd%�ت U-.# ا�-�2ور  #Z,D��5 #O�K?و}c{ . J/%��.qb ϵ R3  #~KDو �H�S��� ا%�-1�ھA ا

q  �2ور-��9-.# ا #Z,D��5}b{ أن *%< ،qb = pbc . J/%� ،#.d�-? #KP6~5وqa ϵ R3  �%�-1�ھA ا
 #~KD��D�< ا �H�S���9-.# ا�-�2ور  qا #Z,D��5}a{ أن *%< ،qa = pac . نCوpac  وpbc 

 #c`S�� ?Z06?)4.91( J~�ن m J? �-&!SZ5`ل ا; �.H �Z~D0 #c`S�، " ن ھ�ا �DSP أن ��< ا
qa  وqb:  

JM�1 K = jZ�� ���0 1 k JM�1 K                    �4.93� 

#,��91-��M  :أو JH ط? �P6�A&م اQ<jاd%�ت ا = »��M�                         �4.94� 

���1�  :و"� ا�6Z5 �D-c �D2� #K%K2ھD# ا

 =�r�W4.17ا�.  #~K� �DPQ� qb ϵ R3و  qa ϵ R3"� ا��!�ء ا��%��u�P، و;�ن ;� ?q  Jإذا ;��� 
�9-.# ا�-�2ور  #Z,D��5 #~KD�b { �.H{و } a{ھ-� ا���H�Sن ا�..�ان �P%6ان إ�� إ>Qاd%�ت ھ�ه ا

7%061��M  :، " نا = »��M�                         �4.95� 

 *%<Tabqb  #�  ).4.93(ھ� �ZHرة JH ا�7��9 اJ? J-PC ا�-�Sد
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�لL�:  

 �/���6وA5ت ?QH�c �.H #S-9ة ?KD1.# ذات 9H`ت، و;�?%6ا ?�H #Z.� ) 4.9(ا ً�H6 ذرا&oP
WK,�?A56ط�1ن �5�QH�Kة ذات ا�9S`ت و�5�P�&D# ھ-� �5�c { 7%061{و } b{إن U-.�1 ا�-�2ور . ا

��راع ا�6وA5ت، وU-.# ا�-�2ور  #.?�S�و80 ا1m%�ر U-.# ?�2ور . ?A56ط# �5�/�?%6ا} d{ا
 #%dاQ<إ}a {�/��وH 79P.� ا�6وA5ت أن P-,+ ا�U *%< 8,9-.# ا�-�2ور . 15�d# ;-� "� ا

}e {§5 #طA56? . ت`PA21�� 1H^�5-�د H.� ا��O�%Kت Tde -&5�,< J/-Pو  Tdbو5�6ض أن ا
� . ا�-,Q-1ة ?J ا�/�?%6اPA21�2�Aل JH §%.H ط�P6 ا�QراO# ا�/%Tbc  #%/%0�-Dوا�J/-P ا

 #%?�?CاForward Kinematics �X��-.� #%��2��wو�hع ا . �PA21� TadوP�61ض أن A/Pن ا
�DPQ� ً�?A.S? .�1�� ا/���5 �D� �%~Hأ #?A.S-���و�D�61ض أن ھ�ه ا�PA21`ت ا:  

  

 �/��� ا�-�2ور ا�-SU6%#: 4.9ا-U J%%S0.  

»²� =
BC
CC
D 0 0 −1 2500 −1 0 −150−1 0 0 2000 0 0 1 FG

GG
H
 

»²d =
BC
CC
D 0 0 −1 3000 −1 0 100−1 0 0 1200 0 0 1 FG

GG
H
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»�² =
BC
CC
D 0 0 −1 4000 −1 0 50−1 0 0 3000 0 0 1 FG

GG
H
 

»�� =
BCC
CCD
0 −1 √2⁄ −1 √2⁄ 300 1 √2⁄ −1 √2⁄ −401 0 0 200 0 0 1 FGG

GGH 
� ذراع ا�6وA5ت K1.P° ا�8,9، " ن SU فQ&5ووTce ھ�QPQ20 81P 79 أنP .8 أن.S� J2و�:  »��»��»�d = »�²»²d 

 ��� >�ل " �§ Tab . QPQ20 J/-PھTce  Aوا�-QKار ا�A.S? 6%Lم ��hj�5 �D"# إ; �.HوTab  �/���5
Tab = TadTddb QPQ20 J/-%" ���1�Tce �0¨�;:  »�d، و�5 = �»�²»²�»���W&»�²»²d 

Q9� أن J/-P �D�  :و?J ا�PA21`ت ا�-S~�ة 

»�²»²d =
BC
CC
D0 0 1 2800 1 0 −501 0 0 00 0 0 1 FG

GG
H
 

»�²»²�»�� =
BCC
CCD
0 −1 √2⁄ −1 √2⁄ 2300 1 √2⁄ −1 √2⁄ 1601 0 0 750 0 0 1 FGG

GGH 

�»�²»²�»���W& =
BC
CC
D 0 0 1 −75− 1 √2⁄ 1 √2⁄ 0 −260 √2⁄− 1 √2⁄ − 1 √2⁄ 0 130 √2⁄0 0 0 1 FG

GG
H
 

7.���62;# ا�8,9 ا �&%UA1���D.XA0 QK إ�� ھ�ه ا�JH #9%1D ط�P6 دراO# ا�1�,%6 ا . �/��إن ا
ھ� } J? .}a ھ%$# اQ15اu%# ?� إ�� ھ%$# QPQUة) �K.§(�Z.X ً�-,U 6&oPً 0-� إزا>1§ ) 4.10(



  ا
� �دس را�� ���ل: ��
�ف

.��ر ����� 
�ط����) 
��رو���إ(����    
102 

 #"A��-��.Q@1O�5 �&.%�-0 80 7ام ا�ا�-UTba  #%-1D-.# ا�-�2ور ا���15#، و>6;# ا�8,9 ا
 #X�@��.-HA-9# اPQ%.cj# اSE(3) ) �2ور-�?m J`ل } b{وAKDOم 6�5ح ;%�%# U QPQ20-.# ا

 J%1$%ھ�D� #Z,D��5 J%1?A.S? 7.���.7، و  p إذا ;���). �.8,9 ا� �0pb%6 إ�� �J? #~K ا�8,9 ا
ϵ R3  #~KD�"� ا�&%$# ا��1 80 ا���D��/? 5 §� " ،�&<�P أن  pھA ا���Sع ا��ي JH 6ZSP إ>Qاd%�ت ا

#c`S���  :�,�1D1 ا = »����                 �4.96� 

  

 �/���.J? 7 ھ%$# Q5اu%# إ�� ھ%$# �&�u%#ا��K1ل : 4.10ا�  ا�8,9 ا

�.7 ا^Q15اu%# ھU}b { A-.# ا�-�2ور ��&%$# ا�8,9 ا #Z,� �&ScA? نA/P *%25 �&-Oر J/-P ا¨ن
�.7 ا�-�Dاح } �}a�U 4cA? §,-.# ا�-�2ور ��&%$# ا�8,9 ا #Z,�)لAKD-�� ) (ا/��ا�6o ا

� Tba" ن و�&�ا ا�-��ل، ). 4.10/���5 �~S0:  

»�� =
BC
CC
D1 0 0 00 1 √2⁄ 1 √2⁄ −180 −1 √2⁄ 1 √2⁄ 00 0 0 1 FG

GG
H                �4.97� 

4.3.3.  =�c��	ت ا��Sا���Screw Motions: 

4.3.3.1. � �  :ا�����L ا��!

�، رأ�DP أن أي ا��K1ل ����.8,9 )  ا���Pح("� ا�-��ل ا�-,A1ي ا��ي 80 إ6Pاده "� Q5اP# ھ�ا ا
�.J/-P 7 أن JH �K21P ط��.A< 7ل �15�d �? #~K# "� ا�-,A1ي ا�و"� (�P6 دوران ا�8,9 ا

 �"���، " ن ھ�ه ا�4K0 #~KD "� )ا�,�2ب Q5ون دوران( Pure Translation>�ل ا^��K1ل ا
#P�&�`��2�# ا��!�u%#، و0,-� ھ�ه  ).ا��.7 "� ا�وھ�Dك ��K1��5 #K.S1? #&%ZR #9%1^ت ا�8,9 ا

 �.%O�; #P6oD5 #9%1D�، وا�H xD0 �1.� أن أي ا���Pح �.A?Chasles - Mozzi 8,9زي  -ا
 �"�X ل�K1��5 عAZ1? ،ء�!���.J/-P 7 أن 81P ا�H §DH 6%ZS1.� أ�§ دوران >Aل ?A2ر ?� "� ا�ا

�&�ا ا�-A2ر) ا�,�2ب( ً�PازA? نA/P . *%< J? ورانQ�� J%5 ا^�,�2ب واPQZ1�و"� ا�K%K2#، إن ا
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و�,1~4% 0@%� ذ�+ ?m J`ل 0�Aر أن ). ا^��K1ل(�Pح ا�H Ñ"�2%O 7%061.� ��< �1%9# ا^��
�Z%# ا�-6Sو"#A.�  .ا�Qوران وا^�,�2ب 1P-�ن D5�< ا�µP�-? ،�cAدي �Q2وث ا�62;# ا

  

 �/���Z%#: 4.11اA� #;6< �/R �.H §DH ً6اZS? 7.��  .ا��PAح ا�8,9 ا

#%Z�A.��.62;�ت ا �h�P6�� ا%�-1�� ا. و"� ھ�ه ا��6Kة AOف �AKم Q5راO# ا/��)4.11 ( 6&oP
�S-.%# ا���Pح "� "!�ء �d`d ا�S5Cد ً�Sh�m ً�Z.X ً�-,U . 6ZS? �/��U-%4 اSRC# ا�-AUAد "� ا

 #15�d 9-.# ?�2ور� #Z,D��5 �&DH}0{ . J? 7.���.8,9 ا #%u�&D�و0-� ا�Rjرة �.&%$# ا^Q15اu%# وا
�5�061%7} 2{و } m}1`ل U WP6S0-.# ا�-�2ور  .#P6oD� ً�K"وو �.%O�; -  زيA?Chasles – 

Mozzi #~KD��JH ً`�-? #%Z طK1,? °m �P6%8 ?�ر ?m J`ل اA.� q، " ن ھ�Dك ?A2راً �.62;# ا
�A< #%Zل ذاك  ωو91P§ �90�5ه �SRع ا�Aا>Qة A� #;6< �/R �.H ل�K1�^ا JH 6%ZS1�J/-P *%25 ا

�. ا�-A2رA.��J? #%Z دوران >Aل ?A2ر ا�62;# اA.�، Zθ%# �5اوQK? #Pارھ� وA/10ن ا�62;# ا
�Qc #"�,-5 #%Zرھ� A.��-A2ر ا�62;# ا �PازA? نA/P وا�,�2بd . J/-P §� " ،ً�K5�O §PAD1�و;-� 80 ا

 J%1;62�"` QUAP "6ق ?J >%* أQZ0 #;6< #Pأ ) ا^�,5�2%# وا�Qورا�%#(L0%6 ا�J%5 7%061 ھ�J%0 ا
� ا�-��91< ا�-Z06. أو^ً PA21��Z%#وAKDOم ا�­ن �1D1O�5ج اA.�"Z�6ض أن ا^���P>�ت . ° �5�62;# ا

 #%Z,D�� T02و  T01ا/���5 �D�  :?S~�ة 

»¥& = jZ �0 1k                  �4.98� 

»¥
 = jZ� ��0 1 k                  �4.99� 

 7�A.��5�Pitch �?6وإذا ;��� A~mة ا �&��h، وا�-��ر /��  :، وھ� ?QKار QHدي ?6Sف �5
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ℎ = �4                  �4.100� 

 JH 6%ZS1�� J/-P ا/���1�� ˋpو  ˋJ? §� "R ا��;:  Z� = ����¶Z                              �4.101� �� = M + ����¶�� − M� + ℎ4�              �4.102� 

2�Aل JH §%.H طP �P6-} 2{ا�-�Sد�# اCو�� A; #K%K< J? �1D0ن ا^�90ه �9-.# ا�-�2ور �/J ا
وا�-�Sد�# ا����%# m J? �0e0`ل . QK-5θار ا��اوA<ω  #Pل ا�-A2ر } Q0}1وU 6P-.# ا�-�2ور 

�9-4 اSRC# ا��`pˋ  #dا�J? �K21 أن  ��2-�;-� ھhθω  Aو  e[ω]θ(p-q)و  qھA ا���Sع ا
�/���5 ¡hA? .#%"A��-��1�%# وا�-�Sد�J%1 ا�,�S-U J/-P J%1K5&8 "� ا�-�Sد�# ا�  :ا

jZ� ��0 1 k = j����¶ @� − ����¶AM + ℎ4�0 1 k jZ �0 1k        �4.103� 

 #HA-9-���A"# ا�-1D-%# إ�� ا-��1�%# SE(3)وا�  :ا

j����¶ @� − ����¶AM + ℎ4�0 1 k                    �4.104� 

�91-�� اPA21�� ا%�-0 JH رة�ZH ھ�#%Z�A.�� ا��Kدم . �< �.62;# ا���� وأP!�ً "� ا���و"� ھ�ا ا
 #"A��-��2�# ا�J/-P �1 ا�JH �&5 6%ZS1 ھ�ه ا�� ا�/%AO ،�/%0�-Dف �1~6ق إ�� ا%.21��5 �.S1-�ا
 JH 6%ZS1��&� 8S0 ا`m J? �1��5�.A9ء إ�� ��< ا�~KP6# ا +���A"# أO%#، وذ? �/R �.H

�-� �Oأ �/R �.H ورانQ���A"# ا?#"62D? #.d�-1? #"A�.  

���1�  :و�&�ا ا�6Lض، AOف �QKم ا�-�&Aم ا

 �!�_�4.7 . �DPQ��%/ω, v ϵ R3Jإذا ;�ن  ،:  

q = J�� K ∈  R�                 �4.105� 

 #5�1; J/-P *%<S  �/���5 ً�!PأS = (ω,v) ϵ R6 . د�S5Cا �OاQO ع�SR JH رة�ZH Aوھ
 7�A.1���A"# وTwist .DOوH �.~P.%§ ا8O ا-�ذات ا�S5Cد  AK[S] ϵ R4×4م أWP6S15 ً�!P ا

4×4 #%��1�  :ا

�q� = j��� �0 0k,      ��� = l 0 −�7 �
�7 0 −�&−�
 �& 0 n             �4.106� 

 J? �.�,�  .A/1Pن ?J أX��ر [S]>%* ا�,~6 ا
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? #L%X د�U 5 8 ا¨نKD� ،�5�,��1�%# Q@1O�5ام ا�-�&Aم ا���A"# اOC%# ا-.�>%* إن   ،�K1e[S]θر#5 
S = (ω,v)  وω ϵ R3  �K20 *%25||ω|| = 1 . ـ� 7O�D-���A"# اv #%OCو1m^�5%�ر ا-�، " ن ا

e[S]θ  #��.-�Sد  #Pن ?,�وA/0 أن J/-P)4.104( �9دPھ� إ �$D%< �D1-&? نA/0و ،v . 6�D5و
� AKP #.,.Oد�� �ـ/R �.H #%OCا #"A���  :ا

����¶ = � + �q�4 + �q�
 4
2! + �q�7 473! + ⋯ = j����¶ ½�4��0 1 k     �4.107� 

*%<:  

½�4� = �4 + ���4 + ���
 4
2! + ���7 473! + ⋯ 

 J%5 §5��1��  G(θ)وo<`-5# اUأ J? 6�D� ، "A/P QKن ?J ا�PQZ&� أ�§ �D��/? 5 أنe[ω]θوO.,.# ا
  #%��1�. G(θ) = (e[ω]θ- I)[ω]-1، وأن �,�1D1 أP!�ً أن �1D1,�I + G(θ)[ω] = e[ω]θ ا�-�Sد�# ا

  ).J/-Pdet [ω] ا�J? Q;e1 ذ�+ 25,�ب (AUA? 6%aدة  1-[ω]و�/J ھ�ا �mطC ،Àن 

 ً�K5�O �&%��.3 = - [ω]  �&%.H �D[ω]وJ? ً^Q5 ذ�+ AOف �,Q@1م ا�1D%9# ا��1 و�D.X إ< �1�وا
`m J? �.%; #P6o� ن  -لA1.%?ھ�Cayley - Hamilton . ن " ،#��2�J/-P أن  G(θ)"� ھ�ه ا

�/��  :ZP,~&� إ�� ا

½�4� = �4 + ��� 4
2! + ���
 473! + ⋯
= �4 + ¬4
2! − 464! + 4�6! − ⋯ ® ��� + ¬473! − 4·5! + 4¾7! − ⋯ ® ���

= �4 + �1 − cos 4���� + �4 − sin 4����
                               �4.108� 

  :و95-4 ھ�ه ا�J/-P �&!S5 4? �u�1D أن �AKل

 =�r�W4.18ا�.  �DPQ�، " �§ ω|| = 1||وإذا ;��� . S = (ω,v)وω, v ϵ R3  WP6S15 �D-cإذا ;�ن 
 �Uأ J?θ ϵ R نA/P:  

����¶ = j����¶ ��4 + �1 − cos 4���� + �4 − sin 4����
��0 1 k     �4.109� 

�1�� ،S = (0,v)، " ن ω = 0" ذا ;��� �  :و�5

����¶ = j� �40 1 k                            �4.110� 

�ـ  #.,.,��  e[S]θوا�-�Sد�# ا�,�J/-P #K5 ا�6R�Z? �&D? Q;e1ة JH ط�P6 ��6 اSU 4?ω  0,�وي
6���  .ا



ɝف�
  ا
� �دس را�� ���ل: ��

.��ر ����� 
�ط����) 
��رو���إ(����    
106 

O 1%�ر وا¨نm%# ا�5/% �.S1-�?,�وA/0 *%25)4.109 ( #Pن ا�-�Sد�#  H 7%9Dv.� ا�,µال ا
 #��.-�Sد)4.104 .(Aاب ھA9��  :وا = −���M + ℎ�                   �4.111� 

 �PAS15 +�و  ω = 0[ω]وذ�+ Q@1O�5ام ا�@Aاص ) 4.109("� ا�-�Sد�#  vوJ/-P ا�J? �21 ذ
[ω]3 = -[ω] .ـ��5�h #c`S، " ن ا�@~Aة v و5&�ا ا^1m%�ر  �&DH 6%ZS1��J/-P #%Z اA.��.62;# ا:  ℎ = ���                          �4.112� 

4.3.3.2. ���Q!� ا������	ر���= �� :ا���DC;= ا�	��

 �.%O�; #P6o� #2X �.H 6ھ�نZ�� وا%�Q� - A?Chaslesزي  -إن ا^�1D1Oج ا�,��DP6P �5 ا
Mozzi . �DPQ� θورQH 8cدي  J/-P §� " ،S = (ω,v) إ�9Pد 25(R,p) ϵ SE(3)%* أ�§ إذا ;�ن 

  :A/P *%25ن

����¶ = jZ �0 1k                   �4.113� 

�2�# ا5C,°، إذا ;��� ��ـ ω = 0، " ن R = Iو"� ا �!"C1%�ر اm^وا ،v  Aھv = p/||p|| ) وھ�ا
��A"# ا�Aا>PQ# و;�ن أR  ً�!Pأ?� إذا ;��� ). وھ� ?,�"# ا^�,�2ب ||�DSPθ = ||p أن -��%,� ا

tr R ≠ -1�/���5 �~SP �2�  :، " ن ا

��� = 12 sin 4 �Z − Z��                 �4.114� 

� = ½W&�4��                      �4.115� 

 *%<θ  #��1�%# G-1(θ)و . �K20tr R = 1 +2cos θ ا�-�Sد��5�c`S# ا �~S0 �&ت أ��Zdإ J/-P:  

½W&�4� = 14 � + 12 ��� + ª14 − 12 cot 42« ���
              �4.116� 

��A"#  [ω]، و θ = π، �@�1ر tr R = -1وأm%6اً، إذا ;�ن -�2�Aل JH �&%.H ط�P6 ا�J/-P ا
� ?SO(3) . Jا�.�aAر0-%# �ـ ; QPQ20 81P �?QDH]وωو  [θ ن " ،v  ل`m J? §%.H لA�2�J/-P ا

S�  .c`v = G-1(θ)p# ا

 θ = [0,π]و  S = (ω,v) ϵ R6، و�QP6 إ�9Pد ϵ SE(3) (R,p)إذا ;�ن ��DPQ : ا��Wارز��=
  .A/P *%25e[ω]θ = Rن 

)i(  ���; إذاR = I �S9� ���1��5 ،ω = 0  وv = p/||p||  وθ = ||p||. 

)ii(  إذا ;�نtr R = -1 �S9� ���1��5 ،θ = π  و[ω] = log R  ل`m J? ھ�QPQ20 80 �-;
��A"# ا�.�aAر0-%# "� -��#  SO(3)ا�< �"tr R = -1. 
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)iii( � �D� " ^7,2 وإθ #c`S� :?J ا

4 = cosW& ªtr Z − 12 « ∈ �0, 8� 
  :وA/Pن

��� = 12 sin 4 �Z − Z��                 �4.117� 

� = ½W&�4��                      �4.118� 

 *%<G-1(θ)  #c`S��5 �~SP)4.116.(  

�لL�:  

�2�# ا�-,PA1# وأن ��5 #K.S1-��.7 وا��62;# ا�8,9 ا #X�@��2�# ا�و;-��ل، �DD/-P أن �Qرس ا
��A"# ا�.�aAر0-%# �ـ -�� . �1D1,�SE(2) ا/�.�4.1(�5�6oD ?6ة أ6mى  )b(( 61ض أن�D� ،

 �" 7%561��5 #.�-? 8,9.� #%u�&D���SE(2) J%1"Aا�&%$# ا^Q15اu%# وا-��5:  

»�� = lcos 30˚ − sin 30˚ 1sin 30˚ cos 30˚ 20 0 1n 

»�� = lcos 60˚ − sin 60˚ 2sin 60˚ cos 60˚ 10 0 1n 

�.Q2P 7ث "� ا�-,A1ي ��&� . x-y"� ھ�ا ا�-��ل، إن ا���Pح ا�8,9 ا #K"اA-��Z%# اA.�وا�62;# ا
��6، وA/1Oن A2? +.1-0z5راً �&�ه ا�62;# �90�5ه ا�-A2ر ��A~@ . 7ة 0,�وي اA.1�و�SRع ا

Twist �/���A/%O #%Zن �5A.��.62;# ا ��--��  :ا = �0,0, �7� � = ��&, �
, 0� 

 �KD0 �1��Z%# اA.��1�#، AOف �QUA ا�62;# ا@-��%L# ا�U-.# ا�-�2ور ) P�0¡(وQ@1O�5ام ھ�ه ا
 J?Tsb  ��  :، أوTsc = e[S]θTsb، أي Tscإ

»��»��W& = ����¶ 

*%<:  



ɝف�
  ا
� �دس را�� ���ل: ��

.��ر ����� 
�ط����) 
��رو���إ(����    
108 

�q� = l 0 −�7 �&�7 0 �
0 0 0 n 

 �.H 6ةR�Z? رةA���A"# ا�.�aAر5 #%-0-�TscTsbوھ�D �,1~%4 أن �~Am �Zارز?%# ا
-1  �Uأ J?

 �.H لA�2��1�� θو  [S]ا��;:  

�q� = l0 −1 31 0 −30 0 0 n 

�&-� ?�1Z;6 دوران  Tscو  Tsb>%* (�,5�2%�ً وJ? ً^Q5 ذ�+، �DD/-P أن �`>Ñ أن ا^���Pح �%< ا
 #Pاو��، و أن ˚θ = 30و?D§ �,1~%4 أن �Q2د �5/� 4P6O أن ) ˚30?@1.��1ن "%-� QK-5 �-&D%5ار ا

ω3 = 1 . #~KD�� أP!�ً أن �Q2د ا/��وا�x-y  �&D? 6-P �1"� ا�-,A1ي  q = (qx,qy)وJ? J/-P ا
�Z%#، و"� ھ�ا ا�-��ل، " A.�وCن ھ�ه ا�q = (3,3) . #;62ن ھ�ه ا�S0 #~KD~� 5ـ ?A2ر ا�62;# ا

 6����0A~m #%Z&� 0,�وي اA.�  :J/-P أن �Q9 أن Q@1O�Z" ،v = -ω×q+hωام ا�h = 0( #c`S(ا

@��, ��A = @M� , −M�A = �−3,3� 

�ح ���Z� ��E `�� ا����ور ا���`_�= .4.3.3.3!u� :ا{

#;62.� 7�A.1�� ا�-�2ور ا�-QDO #%SU6رس ا¨ن ;%A21P Wل �SRع ا-U 6%%L0 QDH #%Z�A.�. ا
�&� ا�@~Aة  #%Z�A� #;6< �DPQ�� ( hو�&�ا ا�6Lض، DO�61ض أ�§ �5/� �Hم /��)). 4.12(ا�6o ا

 J%%S1��Z%#، وAOف ��%6 إ�� إ>Qاq  #Z,� �&0�%dوDO@�1ر �H ^ #~K.� اA.�?A2? Jر ا�62;# ا
 J%1%SU6-�� ?U J-.�1 ا�-�2ور ا/�}a { و}b {�5 *%< 7%061�qa,qb ϵ R3 . ع�SR J/%�و

�Z%# ;-� 810 رؤU J? §1P-.# ا�-�2رو A.��.62;# ا 7�A.1��  }a{ا/���5 �~S?Sa = (ωa,va) ،
 *%<va = -ωa×qa+hωa . ،#.d�-? #KP6~5وvb = -ωb×qb+hωb . �PA21�و�D�61ض أ�§ ��DPQ ا

 >��91-��#  (ωb,vb)، وAKDOم ا¨ن �5�Tba = (Rba,pba) ϵ SE(3) JH 6%ZS1ا^Q5(ωa,va)  و
(Rba,pba).  

�1�� J/-P أن �/qb = Rbaqa+pba .71و  J?ωb = Rbaωa ا��u�1D ا�,�S� J2� ،#K5.8 أن ���  :و�5 = −Z���� × �Z��M� + ���� + ℎZ����= −�Z�����Z��M� − �Z�������� + ℎZ����= −Z������Z��� Z��M¥ + �����Z���� + ℎZ����= −Z������M� + Z��ℎ�� + �����Z����= Z���−����M� + ℎ��� + �����Z����= Z���� + �����Z����                                          �4.119� 

�  R[u]RT = [Ru]و  1O^�5 �D-c *%<u×v = [u]v��دة ?J ا�@Aاص Uأ J? +�  u,v ϵ R3وذ
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 �/���U 6%L1-.# ا�-�2ورا�-SU6%#: 4.12ا #9%1� #%Z�A� #;62� 7�A.1�� �SRع اPA20.  

�1�� vbو  ωbوھ�ه ا�-�Sد^ت �ـ . R ϵ SO(3)و ���A"� ا�-/�"À ا-�� ا/���5 �&15�1; J/-P:  

j���� ��0 0 k = jZ�� ���0 1 k j���� ��0 0 k jZ��� −Z��� ���0 1 k        �4.120� 

 �/���5 �&15�1; J/-P ه`Hأ #�Tba[Sa]Tba = [Sb]وا�-�Sد
-1 #L%�5 �&DH 6%ZS1�، وا�J/-P �1 ا

���1��; #%H�SR:  

j���� k = j Z�� 0�����Z�� Z��k j���� k             �4.121� 

#K5�,��1�� ا�-JH 6ZS ا�c`S# ا�� اPA21�  :وQKDOم ا¨ن ا

 �!�_�4.8.  �DPQ�S = (ω,v) ϵ R6إذا ;�ن 
، T = (R,p) ϵ SO(3)و  Sˋ = (ωˋ,vˋ) ϵ R6و  

 #K2.-�  :P6S0 J/-P�Adjoint Map Sˋ = AdT(S) �0¨�; �&" ن ا�Qا�# ا

qˋ = j�ˋ�ˋ k = j Z 0���Z Zk J�� K = ����q�              �4.122�       
��A [AdT]ا�-�&Aم -�� ا%�-1�� ا�Rjرة إ�� اUأ J? مQ@1,P QSZ�� ا�@~�  6×6"� ذي اPA21.�  

AdT:  

����� = j Z 0���Z Zk                      �4.123� 

 #��1��) 4.122(وQ@1O�5ام ھ�ا ا�-�&Aم، " ن ا��Sد��; �&15�1; ً�!Pأ J/-P:  qˋ = �����q                     �4.124� 

5�Aرة �&DH 6%ZS1��1�� وا�Qا�# ا�-.J/-P #K2 ا���A"� ا-�� ا/��  :?/�"$# ?m J`ل ا
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ÁqˋÂ = »�q�»W& 

jÁ�ˋÂ �ˋ0 1 k = jZ���Z� ���Z� + Z�0 0 k                 �4.125� 

�1�%#، و;� ?J/-P �&D ا�m J? �&12X J? Q;e1`ل ا�2,�ب ���xu ا@�إن ا�Qا�# ا�-.�K20 #K2 ا
6R�Z-�  :ا

 =�r�W4.19ا� .D� �DPQ�  :، " نS = (ω,v)و  T1,T2 ϵ SE(3)�61ض أن 

���³ Ã���́ �q�Ä = ���³�́ �q�              �4.126� 

� أي Uأ J? ً�!PوأT ϵ SE(3)  ً�?دو #KK2? #%��1�&���W  " ن ا�c`S# ا = ���Å³                  �4.127� 

����، T2 = Tو  J? �0e0 #%T1 =T-1 ا�@�X%# اCو�� وذ�+ ?m J`ل ا1m%�ر ا�@�X%# ا�u�9%# ا
*%25:  

���Å³@����q�A = ���Å³��q� = ��Æ�q� = q           �4.128� 

 =�r�W4.20ا� . #%SU6? 9-.# ?�2ور� #Z,D��5 �&DH 6ZS? #%Z�A��D�61ض وAUد >6;# }a { JH
 7�A.1��9-.# ?�2ور ?SU6%# أ6mى Sa = (ωa,va)ط�P6 ا #Z,D��b{ 7{، و�5A.1�JH ط�P6 ا
Sb = (ωb,vb) . ن " ���1��5Sa  وSb J%1c`S��5 �-&!SZ5 ن�~Z06?:  q� = ���ÇÈ�q��                      �4.129� 

q� = ���ÈÇ�q��                      �4.130� 

�DDO#%Z&� ھA.��.62;# ا �&%UA1��ASدة ?6ة أ6mى . �ه ا��6Kة �K-5ر�# J%5 ا�1�,%6 ا�XA�� وا�Z"
 �/�.�)4.11( J%5 #c`S��1�� T02و  Q9� ،T01 أن ا��5 �&DH 6%ZS1�
¥«  :J/-P ا = ����¶»¥&                           �4.131� »¥&»&
»¥&W& = ����¶                   �4.132� 

 �Dوھe[S]θ  J? #.-9�، وھ�ا ھA ا�1�,%6 ا�T02 �&%UA1إ��  QH J/-PT01ھ� H.� أ�&� ا���Pح ا
 #%Z�A.��.62;# اe[S]θ .T12،  #%Oأ #"A��-; �&DH 6%ZS1��  J/-PT12 = e[S]θ أP!�ً اUأ J? +�وذ
Sˋ = (ωˋ,vˋ) #%Z�A.�� ا�XA��  e[Sˋ]θ، >%* أن ا�62;# ا%�-1��.9-.# ھ� ا}2 { �&� 6oDP *%25

 #.-9��1�%# . }J?}1 ا�  :وZ~15%� ا�-�Sد�# ا

��
�W& = �É
ÉÅ³
 

�.H ��2�:  



ɝس���رو�و
  ا
������ك وا
�#��ل ا
ر��$� وا
�#�م: ا
Robotics: Mechanics, Mathematical Analysis and Control 

 .��ر ����� 
�ط����) 
��رو���إ( ����
111 

����¶ = »¥&���ˋ�¶»¥&W&                    �4.133�= �@�Ê³Á�ˋÂ�Ê³Å³A¶                               �4.134� 

 #K2.-��-�&Aم ا�Qا�# ا ً�SZ0وAdjoint J%5 #c`S�� ˋSو  S، " ن ا/���5 �&15�1; J/-P:  

q = ���Ê³@qˋA                            �4.135�  
 *%<S  #.-9.� #Z,� §DH 6ZS-��Z%# اA.��.62;# ا ��--��7 اA.1��D%5 ،Sˋ  7-� }0{ھA اA.1�ھA ا

�A.��D�< ا�62;# ا ��--�  .�K2P �-5 ا�-�Sد�# ا�,�6ZS? #%Z}1 {#K5اً DH&� "� ا�9-.# ا

�ت وا�<�ى .4.4E�Mا�: 

�ت ا�uاو!=  .4.4.1Eا�Mا�Angular Velocities: 

7.���.8,9 ا #Pاو��� . AKDOم أو^ً Q5راO# ا�,H6# ا/��4.13(�5�6oD إ�� ا )a(( 61ض أن�D� ،
�U �DPQ-.# ?�2ور ا�8,9 ذات أSR# ا�Aا>Qة }x̂,ŷ,ẑ {#طA56-��.7 ا��ي AKPم   وا��5�8,9 ا

�.�?SRC J# ا�Aا>Qة 0.+. 625;# دورا�%# #Z,D�،  Q5x̂اP# ?4 ا���Sع  . و�S5 8KD-.%# ا^�K1Rق �5
�§ ھ� وا>Qة ا�~Aل(ھ�SR Aع وا>Qة  Ñ<`� *%<x̂ أن ا���Sع Aن ا�90ه ھ�ا )ط " ���1��5 ،

 J?��� ?J و��< اH �Z~DP 6?C(ا���Sع ھA ا��ي J/-P أن L1P%6 ?4 ا; �.ŷ  وẑ .( �DOإذا در
 J?��?4 ا�S.8 أن ?� �D-&P ا¨ن ھA ا�90ھ�ت t + ∆t ) #.-Uوا��?Ut  J-.# ?�2ور ا�QDH 8,9 ا

 *%25 J%1o2.�?�2ور ا�8,9، وL5%# ا�hA1%¡ أ;�U 8O6� �D� " 6-.# ا�-�2ور ھ�ه QDH ھ�J%0 ا
§,�� Aت ھ�%dاQ<jأ اQZ? نA/P ( #.-U 6 "� ا�90ھ�ت%L1�إ��  t?�2ور ا�J? 8,9 ا��?J " ن ا

 J?��A<ŵ  J? 6-Pل ?A2ر ?�  J/-P∆θ أن 80 وX�H §.� أ�§ دوران QK-5ار زاوt + ∆t  #Pا
  .?QZأ اQ<jاd%�ت

  

 �/���.�?�1�?x̂ J ( ẋ̂>,�ب ) �SRInstantaneous) .bع ا�,H6# ا��اوP# ا�.a ( #%o2: (4.13ا #Z,D��5.(  
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 #-%c ھ��D10 �?QDHو∆t ،6���0�QS? �,-P �? ¡Zل ا�Qوران  θ/∆t∆" ن ا�,ZD#  إ�� اθ˙ ،
�.Qوران ŵوا�-A2ر  �o2.�"� ا�K%K2#، إن ;� ?J/-P #&5��? #KP6~5 . J أن QSP و;�e§ ا�-A2ر ا

ŵ  وθ˙ ���1��; #Pاو��  :�SR WP6S0 J? �D��D/-Pع ا�,H6# ا

w = wÌ4E                          �4.136� 

�وا�90ه ?A2ر ا�Qوران J/-P أن L1P%6ا ?QS? J?θ˙  4ل ا�Qوران  و?J ا�-&8 أن �`>Ñ أن ;
J?��� . ا/�� :، " �§ ?J ا�Aاh¡ أن))b( 4.13(و�5�6oD إ�� ا

xEÍ = w × xi                   �4.137� 

yEÍ = w × yi                   �4.138� zEÍ = w × zi                   �4.139� 

�#15�8KD ا^ن �5�JH 6%ZS1 ھ�ه ا����9-.# ا�-�2ور اQ<jاd%# ا #Z,D��5 ¡hأو �و��S- . J/1د^ت �5/
R(t) #15����9-.# ا�-�2ور ا #Z,D��5 8,9��1 0�W ا�90ه U-.# ?�2ور ا�. ھ� ?��A"# ا�Qوران ا

 #"A��-��5�R(t) �?6و�%/J ا�A-Sد اCول ?J ا §%��r1(t)  JH 6ZSPx̂  #.-9، وا�-��ر إ #Z,D��5
#%dاQ<j�2ور ا-��5�061%7 وذ�+  ẑو  6ZSPŷان r3(t)  JHو  r2(t)ا���15#، و�5/� ?��5§،  ا

#15����9-.# ا�-�2ور ا #Z,D��D�61ض أن . �5ωs ϵ R3  #Pاو���w  #.-9ھ� ا�,H6# ا #Z,D��5 +�وذ
#15����1�� " ن �c`Hت ا�,H6# ا��`d# ا�,�K5# ا�-U �" �&DH 6ZS-.# ا�-�2ور . ا�-�2ور ا�و�5

Z�0 #15����ا/���5 ¡.  LE# = �� × L# = ����L# ,       u = 1,2,3. 
��A"# وا>Qة? #�� ?�Sد/R ��ZE  :وا��`ث ?�Sد^ت ا�,�J/-P #K5 إ�Hدة ھ%/.1&� إ = ����Z                        �1.140� 

�RT = R-1و5-� أن /���5 ¡Z�0 #K5�,�ZE  :، " ن ا�-�Sد�# ا Z� = ����                      �1.141� 

��62D? #.d�-1? #"A"#، وإ�-� S0~� 0�,%6اً  R˙RTوھ�ه ا�6Z0 #9%1DھH J.� أن ? °K" �,%�
#15���  .0�,%6اً "%��A/5 ً�%u�P&� ا�,H6# ا��اوU �" #P-.# ا�-�2ور اQ<jاd%# ا

 J/1�2�Aل H.� و�. "� U-.# ?�2ور ا�JH 6ZS0w 8,9 ا�,H6# ا��اوωb  #Pوا¨ن �6Dى ;%�%# ا
ωb  J?ωs >/S��5 >/S��QSD إ�� ا�-�&Aم ا�,��5 ا�-S1.� 5�1/5# . واR  �/R �.HRsb ) أن *%<

Rsb  7.���5�6oD إ�%&� ?U J-.# ا�-�2ور ا����DS0}b { #15 ا�90ه U-.# ?�2ور ا�8,9 ا}s{ .(
�1�� " ن ��5ωs  وωb ��، >%* �Q9 أن wاوP# ھ-� �H�SRن ?@1.��ن P-�`ن ��< �SRع ا�,H6# ا

ωs = Rsbωb  وωb = Rsb
-1ωs ر أن�Z1H�5 ،Rsb

-1 =Rsb
TQ9� §D?و ،:  �� = Z���                            �4.142� 
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#"62D? #.d�-1? #"A��? �/R �.H #K5�,��8KD ا¨ن �5�JH 6%ZS1 ا�-�Sد�# ا . �Uأ J? §�1;6 أ�D�و
و5&�ه ا�1D%9#، . دا�S-R[ω]RT = [Rω] #KK2? ً�-uد�# ، " ن ا�R ϵ SO(3)و  ω ϵ R3أي 

 #��S-�� ?�Z��U J ا; JH 6ZS� أن �DD/-P)4.142 (�/���5 #"62D? #.d�-1? #"A���  :H.� ھ%$# ?��� = �Z����= Z�����Z= Z�@ZE Z�AZ= Z�ZE                                  �4.143� 

�1�J%1% ا�.J%1 560~�ن ?��A"# ا�Qروان �� H.� ا�-�Sد�J%1 ا�2� �D� " ،ر��1m�5وR  #H6,��5
  #Pاو��  :wا

 =�r�W4.21ا� . �DPQ��0%6 إ�� ا�90ھ�ت U-.# ا�-�2ور ا�Qا6uة �5�6oD إ�%&� ?R(t)  Jإذا ;�ن 
#15����.9-.# ا�Qا6uة �5�U .�?6-.# ا�-�2ور ا #Pاو��  :، �DD/-P أن �/w71 و�Rj�5رة إ�� ا�,H6# ا

ZE ZW& = ����                  �4.144� ZW&ZE = ����                 �4.145� 

 *%<ωs ϵ R3  ع�S����,§  wھA ا���Sع  U �" ً`�-?ωb ϵ R3-.# ا�-�2ور ا���15#، و  wھA ا
#;621-�  .?-�`ً "� U-.# ?�2ور ا�8,9 ا

4.4.2. =�~�HDت ا��E�Mا�: 

�9-.# ا�-�2ور ا�-621;#ا¨ن  #Pاو��و;-� "� . AKDOم Q5راJ? ً`; #O ا�,H6# ا�@~%# وا�,H6# ا
إ�� U-.# ا�-�2ور ا���15# وU-.# ا�-�2ور ا�-H #;621.� ا�b { ،7%061{و } s{ا�,��DO ،�5%6 5ـ 

�DPQ� J/%�  :و

»����� = »��� = jZ��� ����0 1 k                   �4.146� 

%25 8,9��9-.# ?�2ور ا >��91-�� اPA21��5�6oD إ�%&� ?b { #.-U J{* �0%6 ھ�ه ا�-�Sد�# إ�� ا
 #15���� ?D-� أ;��D� " ،6 "� ا��cA ا�s {) 71/DO 6h�2{ا�-�2ور ا/�5 #��Q إظ&�ر ا�-�SدK5و

T  J? ً^Q5Tsb.(  

�ـ  �<`����Sع  µ%Oدي 5R-1ـ  ˙R"� ا��6Kة ا�,�K5#، و��QU أن ا�!6ب ا�,��5 أو ا �%�-0 ��إ
 #.-U �" 15#  أو�����62D? #.d�-1? #"A"# إ?� "� U-.# ا�-�2ور ا? �/R �.H #Pاو��ا�,H6# ا

�.7 ا�-621ك�وQ<C J/-P ?� أن e,Pل "%-� إذا ;��� ھ�Dك J/-P #&%ZR #%X�m . ?�2ور ا�8,9 ا
 �.H �Z~0 أنT˙ أي "%-� إذا ;�ن ،T-1T˙  وT˙T-1 �? #%u�P�%" 6%O��0 �-20#&5�.  

�ـ  �5�,��6Dى ا¨ن ?�ذا J/-P أن Q2Pث AK� �?QDHم �5�!6ب اT˙  5ـT-1:  
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»W&»E = jZ� −Z��0 1 k jZE �E0 0k
= jZ�ZE Z��E0 0 k
= j���� ��0 0 k                            �4.147� 

5�Aرة ?��d�-1? #"A.#  وھ� �ZHرة RTR˙ = [ωb]و�S� J2.8 أن  #Pاو��� ا�,H6# ا%�-0 JH
#;621-��-QZأ إ>Qاd%�ت  ˙pوأ62D? . ً�!P"# و?U �" �&DH 6ZS-.# ا�-�2ور ا #%~@�ھ� ا�,H6# ا

�5�Q<j #Z,Dاd%�ت ا�9-.# ا���15#، و  �&DH 6ZS?621;# و-�RTا�9-.# ا
p˙ = vb  #H6,�ھ� ا

�-621;#ا�@~%# ;-� ھU �" �&DH 6ZS? A-.# ا�-�2ور ا . ،�-&!S5 4? J%19%1D�و95-4 ھ�J%0 ا
�9-.# ا�-�2ور ا�-J/-PT-1T˙  #;621 أن �,�1D1 أن  #%~@�0-�� ا�,H6# ا��اوP# وا�,H6# ا

#15����9-.# ا�-�2ور ا #Z,D��ـ . �5 �5�,��P%6 إ�� أ�§ ?J ا�--/J د?� ;� ?T-1T˙  Jإن ا�2,�ب ا
ωb  وvb Cا �OاQO #H6,.� Q<ع وا�SR �/R �.Hد�S5 .§5 مAKDO �? °Z!��6S15 8KDف . وھ�ا �5

���1�  :ا

Ð� = j���� k,       �Ð�� = j���� ��0 0 k = »W&»˙               �4.148�   
�  Vb = (ωb,vb) *%< ،[Vb]وJ/-P أP!�ً أن �/71 %�-0 AھVb  #%H�5ر #"A��? �P6ط JH

"� ا�Spatial Velocity  #.-9ا8O ا�,H6# ا��!�HVb  #%u.� وAOف �~.� . 4×4ا�S5Cد 
 #;621-�  ).U-.# ا�8,9(ا

�.Q9اء  �u�P�%��  :T˙T-1، وا¨ن �QDرس ا�Q9اء ˙T-1Tأ�D2ZX ا¨ن �S.8 ?�ھA ا�1�,%6 ا

»E »W& = jZE �E0 0k jZ� −Z��0 1 k
= jZE Z� �E − ZE Z��0 0 k
= j���� ��0 0 k                                      �4.149� 

 #"62D-���A"# ا�-d�-1.# ا-�ھ� ا�,H6# ا��او81P *%25 #P ا�[ωs] = R˙RT  6%ZS1و�`>Ñ أن ا
 J/� ،#15���U �" �&DHvs = p˙-R˙RT-.# ا�-�2ور ا

p  ت�%dاQ<أ إQZ-� #%~@�ھ� �%,� ا�,H6# ا
621-��-QZأ (;# ?6ZSاً U �" �&DH-.# ا�-�2ور ا���U #15-.# ا�-�2ور ا #%~@�>%* ا�,H6# ا

�1�� vsو?U J&# أ6mى، إذا ;p˙ .( �DZ1إ>Qاd%�ت U-.# ا�-�2ور ا�-621;# ھ� Z5,�ط# ��;:  �� = �˙ − �� × � = �˙ + �� × �−��                �4.150� 
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�ـ " ن  �u�P�%��� أن U-.# ا�-�2ور ا�-A56? #;621ط# : J/-P�0 أن vs ¨�; �1D1,Pا�-�DS ا%@1D�
�1�� " ن ��5 ،6Z/��J? #~KD ا��D1? 6%a 7.X 8,95vs  8,9هٍ "� ا #%o2.�ھ� ا�,H6# ا�@~%# ا

 #15����9-.# ا�-�2ور ا #Z,D��5) �/��  )).4.14(ا�6o ا

  

 �/���ـ : 4.14ا �u�P�%���.8,9 ) ا�@° ا�-KD°(# ا�-�ا># وا�&%$) ا�@° ا��L?�(ا�&%$# ا^Q15اvs . #%uا�1�,%6 ا
7.��  .ا

 �Uأ J? �D.S" �-;وωb  وvb �?Q� فAO ً�!Pأ �D� " ،ωs  وvs  �OاQO #H6O ع�SR �/R �.H
���1� :ا�S5Cد ;�

Ð� = j���� k,       �Ð�� = j���� ��0 0 k = »˙»W&               �4.151� 

�  7Vs = (ωs,vs) *%< ،[Vs] وJ/-P أP!�ً أن �/1%�-0 AھVs  #%H�5ر #"A��? �P6ط JH
  ).أو ا��!�ء(ا8O ا�,H6# ا��!�u%# "� ا�9-.# ا���Vs  #15وAOف �~.� H.� . 4×4ا�S5Cد 

 Q9� �D� " ،6Z/�إذا ا��6Z1H أن ;`ً ?J ا�8,9 ا����5 وا�8,9 ا�-621ك ھ-� أU,�م �D1? 6%aھ%# "� ا
 ً�%S%Zط�ً ط�Z0ك ار�Dأن ھ  J%5Vs = (ωs,vs)  وVb = (ωb,vb):  

)i( ωb #;621-��9-.# اQ<jاd%�ت ا ً�K"و #Pاو�� .ھ� ا�,H6# ا

)ii( ωs #15����.9-.# اQ<jاd%# ا ً�K"و #Pاو�� .ھ� ا�,H6# ا

)iii( vb  ت�%dاQ<jا #.-U J? �&%�621;# �5�6oD إ-��-QZأ U/.# اQ<jاd%�ت ا #%~@�ھ� ا�,H6# ا
#15��� .ا

)iv( vs -� #%~@�J/-P ا�Z1Hرھ� H.� أ�&� �QZ) J? #~Kأ U-.# اQ<jاd%�ت ا���15# ھ� ا�,H6# ا
�.7 ا�-621ك��5�6oD إ�%&� ?U J-.# اQ<jاd%�ت ا�-621;#) ا�8,9 ا. 
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�1�� " ن ��5Vb  J? �&%.H لA�2��1�� J/-PVs ا��;:  �Ð�� = »W&»E= »W&@»E »W&A»= »W&�Ð��»                          �4.152� 

�  :و5�Aرة ?-�d.# �,1~%4 أن �,�1D1 أنÐ�� = »�Ð��»W&                  �4.154� 

 J%5 #c`S��.�Kرئ أن QPرك أن ا J/-PوVs  وVb  ع�S�� �PA21�� أدق �OA5ط# QH�cة ا/�5 �~S0
#%SU6-�� ا�-�2ور ا-U 6%%L1� #9%1� #%Z�A� #;62� 7�A.1�Q@1Oام دا�# ا�-HA-9# "� ا�K%K2#، �5. ا

 #K2.-�� AdTا/���5 �&15�1; J/-P ه`Hأ #��Ð  :، " ن ا�-�Sد = Ad��Ð��,    Ð� = Ad�Å³�Ð�� 

 �DZ1; �0;6ھ� إذا #�A&,5 J/-P ھ�ه �PA21��2�#T = TsbوQH�cة ا��Ð  :، و"� ھ�ه ا = ���ÓÇ�Ð��                       �4.154� 

Ð� = ���ÇÓ�Ð��                       �4.155� 

Q9� #SOA-��%L# ا��5 J%1K5�,�  :و5�1/5# ا�-�Sد�J%1 ا

j���� k = j Z 0���Z Zk j���� k                   �4.156� 

j���� k = J Z� 0−Z���� Z�K j���� k            �4.157� 

#%��1��# ?J دراO# ا�,�H6ت ا��!�J/-P #%u إ�9Pزھ� �5�@�X%# ا.@1,-�  :ا��u�1D ا�u6%,%# ا

 =�r�W15# . 4.22ا��d �2ور? #.-U �DPQ�، وU-.# ?�2ور ?s{ #;621{) ا��!�ء(�D�61ض أن 
)8,9�  :J/-P *%25 اTsb(t) ϵ SE(3) �&c�K1R، وإذا ;�ن �b{ �DPQ{) ا

»����� = jZ��� ����0 1 k                         �4.158� 

  :" ن

»��W&»E�� = �Ð�� = j���� ��0 0 k                 �4.159� 

�9-.# ?�2ور ا�8,9، و #Z,D��5 #%u�!��  :ھ� ا�,H6# ا
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»E »��W& = �Ð�� = j���� ��0 0 k                 �4.160� 

 #15����9-.# ا�-�2ور ا #Z,D��5 #%u�!��?Z06~�1ن ?m J`ل  Vbو  Vsإن ). ا��!�ء(ھ� ا�,H6# ا
#%��1�  :ا��c`Sت ا

Ð� = j���� k = j Z 0���Z Zk j���� k = Ad�ÓÇ�Ð��         �4.161� 

Ð� = j���� k = J Z� 0−Z���� Z�K j���� k = Ad�ÇÓ�Ð��    �4.162� 

4.4.3. =�~�HDا�<�ى ا�: 

 #%u�!��رأ�K5�O �DPً أ�§ ?J ا�Q%9 أن �Q?� ا�,�H6ت ا��اوP# وا�@~%# "%-� �SR �-,Pع ا�,H6# ا
#%OاQO #"A��? JH رة�ZH �1 ھ��ا�S5Cد، و�D�< ا�,A/%O ،7Zن ?J ا�-�%Q أن �Q?� أP!�ً  وا

 #%u�!����QO #"AاJ? ً`;Spatial Force  #%O ا�AKى وا��Sوم "%-� P,-� ا�AKة ا? ً�!Pوھ� أ
�.f  #~K� �.H �&K%Z~0 81Pp 7و�&�ا ا�6Lض، �D�61ض أن �Ac �DPQة ?� . ا�S5Cد�. ?J ا�8,9 ا

SU6? �2ور? #.-U �DPQ��.AKة  fa ϵ R3، و;�ن }a{%# ?� و�D�61ض أن  �H�S��� ا%�-1��0%6 إ�� ا
f  �2ور-��9-.# ا�-�2ور . }U �"}a-.# ا #Z,D��5 ً�?�H Q�A0 ةAK�، وھ�ا ا��Sم a{ 71/P{إن ھ�ه ا

�/���5:  g� = L� × ��                           �4.163� 

 *%<ra ϵ R3 ا #.-U ت�%dاQ<أ إQZ? J? ع�S���-�2ور ھA ا}a{  #~KD�?6ZSاً p  �" §DHإ�� ا
��A"# وا>Qة QOاO%# ا�S5Cد  maوا��Sم  faوAOف �J? ً`; �?Q ا�AKة . }U}a-.# ا�-�2ور ? �"

 #%u�!���9-.# ا�-�2ور 0Fa = (ma,fa),-� ا�AKة ا #Z,� +�و1H�5-�د ��< طa{ . #KP6{، وذ
�H �.~DO ،#%Z.� ھ�ه اA.��AKة ا��!�u%# ا8O ا�Aّ.1ي اXj~`ح "� �P6o# ا�62;# اWrench.  

 6m9-.# ?�2ور أ� #Z,D��D�61ض ا¨ن أ�QP6� �D أن �JH 6ZS ا�AKة وا��Sم �5}b{ . �DPQ�",%/Aن 
fb ϵ R3  ةAK.� �H�S��� ا%�-1��6ZS?}b{ . Qاً U �" �&DH-.# ا�-�2ور  �0f%6 إ�� اA1-�وا��Sم ا

�A/%:  gنJ?}b {O ھ�ه ا�AKة ?6ZSاً U �" §DH-.# ا�-�2ور  = L� × ��                           �4.164� 

 *%<rb ϵ R3  �2ور-�?6ZSاً p  �" §DHإ�� ا�b { #~KD{ھA ا���Sع ?QZ? Jأ إ>Qاd%�ت U-.# ا
�ـ . }U}b-.# ا�-�2ور  #Z,D��5 �D.S" �-;وFa ةAK�"�  mbوا��Sم  AKDO ،fbم J? ً`; �?Q5 ا

��QO #"AاO%# ا�S5Cد ?Fb = (mb,fb) �2ور-�، و0,-� �5�AKة ا��!�6ZS? #%uاً U �" �&DH-.# ا
}b{.  

 J%5 #c`S�� . Fb = (mb,fb)و  Fa = (ma,fa)وا¨ن AKDOم QPQ215 ا/���6oD إ�� ا�Z")4.15( ،
 �PA21�� �DO �D� "Tab%6 إ�� ا/���5:  
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»�� = jZ�� ���0 1 k 

  

 �/��  .Fbو  Faا�J%5 #c`S : 4.15ا

�  :، وm J? J/-P`ل ?� 0-� درا�K5�O §1Oً أن �/fb = Rbafa71و?J ا�Aاh¡ أن � = Z��� ��                �4.165� 

�5�mb  #c`Sوا��Sم  #~SPrb×fb  *%<rb = Rba(ra - pab) نA; #K%K< J? �0eP وھ�ا ،ra - pab 
�}U �" §DH 6ZS?}a-.# ا�-�2ور  §.PA20 79P�2ور ، و-�JH ط�P6 ا�!6ب 5ـ } b{9-.# ا

Rba .71/� أن J/-P §� " ،ه�DOل ?� در`m J? ً�!Pوأ:  L� = Z��� �L� − ���� 

�#  mb = rb×fbوا��Sم ^Q5 §15�1; ا¨ن J/-Pfa  وma �0¨�;:  g� = Z��� �L� − ���� × Z��� ��= �Z��� L��Z��� �� − �Z��� ����Z��� ��= Z��� �L���� − Z��� �������= Z��� g� + Z��� ��������                     �4.166� 

@��D-c *%< #%X�[pab] "� ا�,~6 ا1O^�5 6%mC��دة ?J ا
T = -[pab] . J? � mbو  fbو#5�1/5 ;

 J? �; #�^Q5fa  وma #�  :J/-P أن �/71) 4.166(و ا�-�Sد�# ) 4.165(، و?J ا�-�Sد

jg��� k =  j Z�� 0�����Z�� Z��k� jg��� k               �4.167� 
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u�!���# ا�AKى ا^Q5 أو#K2.-���  :%# وQ@1O�5ام ا�Qا�# ا = Ad�ÈÇ� ���� = �Ad�ÈÇ����               �4.168� 

 #%u�!��� ا�-�2ور، " ن ا�,�H6ت ا-U 6%%L0 أ�§ "� >�ل Ñ<`� أن J/-P #K5�,�و?J ا�-�Sد�# ا
�AKى ا��!�Q@1O�5 �&.PA20 81P #%uام JH �&.PA20 81P ط�P6 دا�# ا�-HA-9# ا�-.J%< �" ،#K2 أن ا

#�  .?AKDل ھ�ه ا�Qا
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>?�@�� ا���  ا

=T��Dا�� =	M	Mت ا����� ��و����Bا �����  ا���	�� ا�����

Forward Kinematics of Open Chain Robots 

  

 �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%.21�وا�S-.%�ت  �6وA5ت �P%6 إ�� ?HA-9# ا6Ujاءات) أو ا�-6R�Z(إن ا
 4cA? �9دPإ ��U-.# ?�2ور ا�Orientation  #P�&Dوا�90ه  Positionا�5�,2%# ا�Q&0 �1ف إ

�X��-�� . ا��S?.# ا�D1Oداً إ�� ?S%~�ت ا/��� ا�/%D-�0%/� اC?�?� ) 5.1(ا%.21��# اe,? 6&oP
 #<A1�? #.,.O ذي Aٍ1,? تA56و�Open Chain  #%دورا� �X��? #d`d يA2P3R . ًاءQ15ا  J?

25%* } 0{و1m�5%�ر U-.# ?�2ور L1,L2,L3 . #15�dوX.# ا�QH�Kة، إن أطAال ا�XA`ت ھ� 
 #P�&D��5 #X�m �2ور? #.-U أن ً�!P61ض أ�ة، و5QH�K�� ا��? �" ً�ShA1? �&0�%dاQ<أ إQZ? نA/P

 #.?�S���#، " ن اQ<jاd%�ت ا�PQ/�ر0%# } 4{ا��� �ϕه وا^Qc)x,y (90 80 رc QDH �&~5-# ا�XA.# ا
 �X��-���وا�P ا 45�1; #.?�S��9-.# ?�2ور ا�P�&D# ا)θ1,θ2,θ3 (#%��1��5��c`Sت ا �~S0:  	 = 3& cos 4& + 3
 cos�4& + 4
� + 37 cos�4& + 4
 + 47�     �5.1� � = 3& sin 4& + 3
 sin�4& + 4
� + 37 sin�4& + 4
 + 47�      �5.2� � = 4& + 4
 + 47                             �5.3� 

 #.?�S��("K°، " ن "!�ء ا�-&-# ) x,y(إذا ;�ن ?� �D-&P ھ4cA? A ا�P�&D# ا-S�>%D&� ) "!�ء ا
�J? W ا�-�Sد�A/Px-y J%1ن ا�-,A1ي e1%O �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%.21�. "K°) 5.2(و ) 5.1(، وا

� ا�/%D-�0%/� اQDH �?�?Cھ� %.21��، " ن ا?�S�أ?� إذا ;�ن ?��D-&P ھ4cA? A وا�90ه ا�6أس ا
��S? #d`d J? Wد^ت e1%O)5.1 5.3(و ) 5.2(و ).(  

� ا�,�J/-P �5 أن Q@1O�5 °K" 81Pام �S5 ا�AKاQH اH �" #%O�OC.8 ا�-�.��ت %.21�و;-� �e" 8.Sن ا
Trigonometry ،�5�K-��Z¡ ، و�/J "� اP �%.21��7S أن �1@%� أن ?�� ھ�ا ا��%< ?J ا §� "

#?�S�� ا��!�u%# اO`,�� ا�1D1Oج . أ;�Q%KS0 6اً "� >��# اUأ J? ًط��Z!6ق أ;�6 ا�~�ووإ>Qى ا
�.-�2ور 5/� وJ? #.X وX`ت  �-U °565 ً^م أوAK� ھ� أن �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%.21�ا

 �/���) 5.1(ا�6وA5ت، "�� ا-U #%-,0 80  ث 5ـ`���.XA`ت ا #%SU6-�} 2{و } 1{ا�-�2ور ا
� QUاء . �5�061%7} 3{و /R �.H §15�1; J/-P �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%.21��1�� " ن ا�و�5

 #HA-9-.� �-1D0 ت�"A��?SE(2):  »¥6 = »¥&»&
»
7»76 

  

  

  



ɝس���رو�و
  ا
������ك وا
�#��ل ا
ر��$� وا
�#�م: ا
Robotics: Mechanics, Mathematical Analysis and Control 

 .��ر ����� 
�ط����) 
��رو���إ( ����
121 

  

 �/���6وA5ت ذي O.,.# ?: 5.1ا �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%.21�� دورا�%# اX��? #d`d §%" #<A1�3R.  

*%<:  

»¥& = lcos 4& − sin 4& 0sin 4& cos 4& 00 0 1n,      »&
 = lcos 4
 − sin 4
 3&sin 4
 cos 4
 00 0 1 n 

»
7 = lcos 47 − sin 47 3
sin 47 cos 47 00 0 1 n,      »76 = l1 0 370 1 00 0 1 n          �5.4� 

�  Ti-1,iھQK? Aار �5�d، وK5%# ا�PA21`ت  T34و�`>Ñ أن ��? �/� 6%L1-�  .H °K" Q-1S0θi.� ا

�Z%# ذات A~mة 0,�وي A� #;62�� H.� أ�§ ?A2ر �� ?A2ر ?�; ��6Z1Hإذا ا ،+�وJ? ً^Q5 ذ
" ،6����Z%# اA��H §XA.� أ�§ >6;# @/6% 5�1��* J/-P ا���� ا��-� �Ñ<`� �D أن ?A2ر ا

#������.XA.# ا . J%.��-�KZ0%�ن QDH J%115�d ا�X #-%K�θ2  �D� " ،6و  Z"θ1�6ض أن c%-�1 ا
 �1��H #%Z.� ھ%$# ?��A"# أO%# واA.�� ا�62;# ا�62;# ا%�-0 ���,1~%4 أن �/71 ا�D1Oداً إ

��� ا�,��5در�DOھ� "� ا�:  »¥6 = ���Ô�¶Ô¡                                �5.5� 

*%<:  

¡ = l1 0 3& + 3
 + 370 1 00 0 1 n                            �5.6� 
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��6، } 4{وھ� 0�4cA? W وا�90ه U.-# ا�-�2ور .� #Pو�,? �X��-�A/0 �?QDHن ;� c%8 ا
 ً�!Pن أA/Pو:  

�q7� = l0 −1 01 0 −�3& + 3
�0 0 0 n                           �5.7� 

�Z%# ذات A� #;62� �%Z~0 أن �.H §%�� ا����� J/-P ا�6oD إ��-�وd�-? #KP6~5.#، " ن ?A2ر ا
�*، و5�6ض أن �����H 6.� زوج ا�XA`ت ا����� وا.� #Pة ?,�وA~mθ1  #-%K�QDH #15�d �KZ0 ا

1,� �D� " ،6�X71/� 4 أن%~:  

»¥6 = ���´�¶´���Ô�¶Ô¡                        �5.8�  
 *%<[S3]  وM نA/P�5، و�,�  :KZ0%�ن ;-� 80 اU�1D1O&-� "� ا

�q
� = l0 −1 01 0 −3&0 0 0 n                                �5.9� 

� اCول J/-P أ��-��Z%# ذات A~mة وأm%6اً، ?A2ر اA� #;62� �%Z~0 §أ� �.H §%�P!�ً ا�6oD إ
�ـ  8%c #Pأ �Uأ J?و ،�&.; �X��? ث`����H 6.� 90-%4 ا.� #Pو�,?)θ1,θ2,θ3 ( أن ���1��5 �DD/-P

71/�:  

»¥6 = ���³�¶³���´�¶´���Ô�¶Ô¡                �5.10�  
 *%<[S2]  و[S3] و M نA/P�5، و�,�  :�KZ0 ;-� ا�91D1O "� ا

�q&� = l0 −1 01 0 00 0 0n                          �5.11� 

 �� ا�/%D-�0%/� اJ/-P �?�?C أن 81P ا�DH 6%ZS1§ أQ9; ً�!Pاء ?��A"�ت أO%#، و;%.21�و�&�ا "�
�? #%Z�A� #;625 �.S1? �&D? .�� ا%.21.� 6%mC�1ج اD1O^أن ا Ñ<`م و�Q@1,P ^ �?�?C0%/� ا�-D%/

�.XA`ت #%SU6? �2ور? �-U #Pأ.  

� �Hم، /�5 #<A1�-��.6و�0A5ت ذات ا�,.,.# ا �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%.21�� QDOرس ا���"� ھ�ا ا
 �� ھ4cA? A وا�90ه U-.# ?�2ور ا�P�&D# ا�8oS? �" #.?�S ا��2^ت �5/-S�A/P *%25ن ?�9ل ا

�6و�0A5ت وھ�Dك ط�1KP6ن وا�H . �1SOم �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%�-1�� وا%.21�� اUأ J? ا^���1ر
�-&1O811 دراO �1ن.�� ا�-��91< ا�-,QD1 إ�� : ا�,.,.# ا�-�A1>#، وھ-� ا�~�1KP6ن اPA21�� ا%�-0

 �%"�DP6غ  - �5را?61ات د%ZD0ھ�رDenavit - Hartenberg (D-H) #��5�-�Sد �&DH 6ZS-�، وا
)5.4(#%�����Z%# ا�-,QD1ة إ�� QU #L%Xاء اOC%�ت  ، وا�~KP6# اA.��.62;# ا #P6oD��%L# ا�ھ� ا
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Product of Exponentials (PoE) #��5�-�Sد �&DH 6ZS-�إن ا�-%�ة ا�D,2# "� ). 5.10(، و ا
 �%�-0D-H  #%./%&�� وWX اUأ J? را?61ات�Z�� ?J اcداً أQH 7.~1P �%�-1�ھ� أن ھ�ا ا

�.6وA5ت #%/%0�-D%/�5�، " ن طKP6# و"� ا�. ا�K-PoE  J/�QH 7.~10داً أ;�J? 6 ا��Zرا?61ات، و
 ��5�-�Kر�# ?0 4-�% �Pا�-�6DO �-;D-H ) �.Hى "%-� QS5، " ن ھ�ه ا�~KP6# 0-1.+ ا�J? QPQS ا

� ?�2ور �.XA`ت-U دAUA�� ا�-��ل، �%,� ھ�Dك أي 6hورة %ZO ( ھ�ه �S9P ي��اC?6 ا
� ا�/%D-�0%/�  ا�~KP6#، ?4 وAUد �S5 ا^�D�1Oءات،%.21�� وا%�-1�� اUأ J? �!"Cر ا�%@�ا

�?�?Cا.  

5.1.  ��;� :Denavit – Hatrenbergھ�ر���cغ  –����L د!�

 �%"�DPأ دQZ? �&%.H Q-1SP �1�?Denavit - Hartenberg  Jھ�ر6ZD0غ  -إن ا��/6ة اO�OC%# ا
 �/� #%SU6? �2ور? #.-U °56� ھ� أن �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%.21�� اUت أ`Xو J? #.Xو

 #"6S? ��� ا�/%D-�0%/� اC?�?� ا�D1Oداً إ%.21�ا�6وA5ت ذي ا�,.,.# ا�-�A1>#، و?8d J ا�1D1Oج ا
� ?�2ور ا�XA`ت ا�-�91ورة-U J%5 #%Z,D��+ ��61ض أ�1m�5 �D-c �D%�ر U-.# . ا^���P>�ت ا��

 #%SU6? �2ور? #.-U 15#، وأن�d #%SU6? �2ور?)S�80 رU#.?� ( #~KD5 �&~5-.# ?�2ور ا�P�&D# ا
#<A1�-� n" ذا ;��� ��DPQ ا�,.,.# ?/J? �? . J? #�A ا�XA.# اmC%6ة "� ا�-%/��%�م ذي ا�,.,.# ا

 J? ً�%.,.,0 �X��-�� P-1.+ درP6< #U# وا>Qة، " �§ c60 81P%8 ا��?0  ��، n 6Z1S0 *%25إ
 8cر #.XA�U-.# ?�2ور (SU%# ، وا�XA.# اmC%6ة ا��1 80 رU °5-.# ?�2ور ?06اCرض ا

#.?�S�� ا�-�2ور ا�-SU6%# ا�-A56ط# . n"%&� ھ� ا�XA.# ر8c ) ا�P�&D# ا-U 8%c60 81P +��� ً�SZ0و
 J? ت`XA��5}0 {)#15���وU .( 81P-.# ?�2ور ا�P�&D# ا�n {)#.?�S{إ�� ) U-.# ا�-�2ور ا

 ���-��5 �.S1-�� ا��-��5�i  �?6ا�Rjرة �-L1%6 اθi .%�-1�� ا�/%D-�0%/� اC?�?� و?D§ " ن ا
 J? نA/-��.6وA5ت ذي ا�,.,.# ا�-�A1>#  واn �0¨ا �/���5 §DH 6%ZS1�� J/-P ا��?:  »¥<�4&, … , 4<� = »¥&�4&�»&
�4
� … »<W&,<�4<�            �5.12� 

*%<Ti-1,i ϵ SE(3)  �2? �1.-U J%5 �Z,D�. }i{و } i-1{ور ا�J%1.XA �0%6 إ�� ا^���Pح ا
 �PA21�2�Aل H.� ا�� ا�-�2ور  Ti-1,iو81P ا-U 1%�رm�1 80 "%&� ا��./%�%# ا ً�SZ0 +��# وذA&,5

#%SU6-�  .ا

�ور ا��wrت .5.1.1�� ��` Y��_�: 

 #HA-9? ة�H79 ?6اP §� " ،#%uاA�H #KP6~5 #.Xو �/5 #%SU6-�� ا�-�2ور ا-U °5ر J? ً^Q5
"�DPد #KP6ط �" QHاAK��  Denavit - Hartenbergھ�ر6ZD0غ  -%� ?J ا-U J%%S0 �Uأ J?

� . ا�-�2ور �.XA`ت/���.%J دورا�%%J ) 5.2(ا�? �Uأ J? �2ور-�� ا-U J%%S0 ةQH�c ¡hAP
 JP�91ور?i-1  وi  #.XA�  .i-1وا�-JH �-&!SZ5 J%.XA ط�P6 ا

�  ẑiا�QH�Kة اCو�� ھ� أن ا�-A2ر ��-� ẑi-1، وا�-A2ر 79Pi أن A/Pن ?A2? �.H ً�KZ~Dر ا
 ���-�� U-.# ?�2ور  ẑو?8d J " ن ا�90ه ا�-A2ر . 79Pi-1 أن A/Pم ?A2? �.H ً�KZ~Dر ا; �"

�.Qوران ھ�KH >/S5 Aرب  7UA-��QH�Kة ا�%Q ا�%-A/P *%25 ،�Dن ا^�90ه ا ً�K"ه وQPQ20 81P
  .ẑا�,�A< #Hل ا�-A2ر 
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 �/��  .hA0Denavit - Hartenberg%¡ �5را?61ات د�DP"%� ھ�ر6ZD0غ : 5.2ا

، " ن ا�QH�Kة ا����%# ھ� QZ? QPQ20أ اQ<jاd%�ت �9-.# ا�-�2ور ẑوJ%%S0 81P �?QDH ا�90ه ا�-A2ر 
#.XA.� #%SU6-� Q5Orthogonallyا79P ،#P إ�9Pد ا�@° ا�-,K1%8 وا��ي �K1Pط4 �5/� ?Q?�S1 . ا

 J%.��-��ẑi �-&%.; .Dو  A2? 4?ẑi-1ري ا ���2��61ض أن ھ�ا ا�@° ا�-,K1%8 ھA "� ا��cA ا
�%< و>%Qاً  °@��2�# ا�A/P �1ن "%&� ھ�ا ا��.%J (و>%Q، وا�-�أي A/P �?QDHن ?A2ري ا

J%PازA1?( §%.H رA�S�� "� ا���1 ���2�# ا��.%�K1? JطJ%S(، أو ا�-�) أي A/P �?QDHن ?A2را ا
 ً�K<^ ن�OرQ1O . ���-�� ?A2ر اXA5وi-1  ���-�° ?,JH Q?�S1? 8%K1 طA2-5i m �P6ر ا

A/%Oن ?�K0 #~K� QDH ً�ShA1ط4 ھ�ا ا�@° } i-1{و?�61ك، " ن ?QZأ إ>Qاd%�ت U-.# ا�-�2ور 
 ���-�  .i-1ا�-,A2? 4? 8%K1ر ا

 J%%KZ1-�� وQS5 #.X ذ�+ A/%Oن ŷ  ً�~%,5و  J%%S0x̂ ا�-A2رJP ا/� #%SU6? �2ور? #.-U �/� :
 i-1ا�-,K1%8 ا�-Q?�S1 ا�-�61ك ا�--J? Q1 ا�-A2ر A/P *%25ن �90�5ه ا�@°  QPQ20 81Px̂ ا�-A2ر 

�.-A2ر i . رA2-��1�� Q21Pد ?m J`ل ا�Q9اء ا�@�رŷ  �Uوا��5x̂ × ŷ = ẑ  رA2-�وA/Pن ھ�ا ا
 QP6")Q<ا>1-�ل وا §� .( �/��� ?�2ور ا�XA`ت ) 5.2(ا-U Q,9Pi  وi-1  ه�&� ً�K"�1رة و@-�ا

QHاAK�  .ا

-�� ا�-�2ور ا-U J%%S0 QS5و J%1.XA.� #KP6~�، �,1~%4 أن �6Sف أرi-1 #S5و  SU6i%# 5&�ه ا
 �PA21�  :�5Ti-1,iرا?61ات وا�Q20 �1د �5�!Z° ا

•  �?6��5 §%�، وھQH #-%c AدP# وP,-� طAل ai-1طAل ا�@° ا�A-Sدي ا�-�61ك، و�5�-��ر إ
 #.XA.� +�ن وH.� ا�J? 8a6 ا�-�DS ا��ي �P%6 إ�%§ ھ�ا ا^8O، إ^ أ. i-1ا�XA.# وذ

#.XA.� �.S���5�!6ورة أن A/Pن ھA ��,§ ا�~Aل ا��%��u�P ا >%� .طAل ا�XA.# ھ�ا 
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•  #.XA� .A< #O�K?x̂i-1ل ا�-A2ر  ẑiإ��  ẑi-1، وھ� ا��اوαi-1 J? #Pا�A1اء ا

•  QH�Z0)�PAS0 ( #.XA��5�Link Offset  �?6ا §�، وھ� ا�-,�"# ?di #~K� Jو��Pر 
ا^�90ه ( iإ�� ?QZأ إ>Qاd%�ت U-.# ?�2ور ا�ẑi  #.XA?4 ا�-A2ر  �K0x̂i-1ط4 ا�-A2ر 

�&�ه ا�-,�"# 6SPف A/P *%25ن �90�5ه ا�-A2ر  7UA-� ).ẑiا

•  #.XA� A< #O�K?ẑiل ا�-A2ر  x̂iإ�� ا�-A2ر  x̂i-1، وھ� ا��اوJ? #P ا�-A2ر ϕiزاوP# ا
�D-%��QH�Kة ا�%Q ا ً�K"و. 

� أي . 6Denavit - Hatrenbergغ ھ�رZD0 -د�DP"%� ھ�ه ا��Zرا?61ات �0/� �5را?61ات Uأ J-"
 J? نA/? #<A1�? #.,.O ت ذيA5روn  ة، " ن �5را?61اتQ<وا #P6< #U1.+ در-P ���?

 �%"�DP6غ  - دZD0ھ�رDenavit - Hartenberg  دھ�QH �1��  4nوا%.21�� اUأ J? #%"�; نA/1O
�.6وA5ت �?�/��2�# ا�A/0 �1ن "%&� U-. ا�/%D-�0%/� اC?�?� ا�� دورا�%# "� و"� اX��-�%4 ا

 αi-1وا^�A1اءات  ai-1?%/��%�م ا�6وA5ت ذي ا�,.,.# ا�-�A1>#، " ن أطAال ا�XA`ت 
 �PAS1� A/1Oϕiن J%< �" ،#15�d ً�-%c �&S%-U أن 65ا?61ات زاوP# ا�di  #.XAو�5را?61ات ا

�X��-�1-�� دور ?L1%6ات اO.  

�2�# ا��1 ^ �,1~%4 "%&� إ��2�# ا��1 ا¨ن AKDOم Q5راO# ا��9Pد ا�@° ا�-�61ك ا�A?�Sدي، أو ا
 Q%<A��%< ھA ا °@�، و"� آ6m ا�-~�ف، QDOرس ;%�%# ا1m%�ر A/P)QP6" 6%a( #.-Uن "%&� ھ�ا ا

�.6وA5ت #.?�S�  .?�2ور اCرض وU-.# ?�2ور ا�P�&D# ا

�ور!CD�� Y	�Y دورا���Yا����= ا��� !��ن ;��� ا����ران Q�� Y�_ط�>��:  

�J �,1~1%4 إ�9Pد ذاك إذا ;�ن ?A2ر §� " ،�-&D%5 �-%" J%Sط�K1? JP�91ور? J%%دورا� J%.�ا ?�
J%.��-��2�# " ن طAل ا�XA.# . ا�@° ا�-,K1%8 ا�A-Sدي وا�-�61ك J%5 ?�2ور ا�"� ھ�ه ا

��6، و�@�1ر ا�-A2ر .� ً�Pن ?,�وA/%Ox̂i-1  J? �/�1-�A/P *%25ن A?�HدH ً�P.� ا�-,A1ي ا
 JPرA2-�اCول µPدي إ�� ZUA? 8%c# : وA/%Oن ھ�Dك ا>1-��%J، و;`ھ-� ?AZKل. ẑiو  ẑi-1ا

��اوP# ا^�A1اء αi-1#Pاو���&�ه ا #Z��O 8%c ��  .، D%5-� ا¨µP 6mدي إ

Y�!ارز��� Y!ور�Q�� Y���  :ا����= ا��� !��ن ;��� ا����ران ��CD	�Y دورا

�X��-��2�# ا�@�X# ا����%# ھ�ه Q20ث A/0 �?QDHن ?�2ور ا�"� . ا�Qورا�%# ا�-�91ورة ?A1ازP# ا
�2�# A/%Oن ھ�Dك ا�J? QPQS ا^>1-�^ت ^1m%�ر ا�@° ا�-,K1%8 ا�A-Sدي وا�-�61ك، �ھ�ه ا

و�5/� أدق أ;�J/-P ،6 ا�AKل أ�§ QUAP ھ�Dك ?J?  #HA-9 ا�@~Aط ا�-Q?�S1ة (وAZK? �&S%-Uل 
#;61�-��و?6ة أ6mى، إ�§ ?J ا�-&8 أن �Q2د �5/� دc%� ;%). وا-9�و;QH�Kة . �%# J%%S0 ?�2ور ا

�D%.H §� " ،#%&%UA0 أن ��2ول أن �@�1ر ھ�ا ا�@° ا�-,K1%8 ا�-Q?�S1 وا�-�61ك A/P *%25ن ھ�ا 
ا^1m%�ر ھA اQ5 6�;Cاھ# �J? �D ا��D>%# ا��%�u�P%#، وأن �Qc °,Zر ا�-,1~�ع ?J 65ا?61ات 

 �%"�DP6غ  -دZD0ھ�رDenavit - Hartenberg) . �%ZO �.H #P8 ?,�و&-%c ¡Z�ا�-��ل، ;eن 0
+���6 إن أ?/J ذ.�.(  
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��r ا����د!=Dا�� =��T:  

� ا�Q-1دP#، " ن ا�-A2ر X��-��# ا�< �"ẑ  *%25 1%�رهm81 اP #%SU6-�"� U-.# ?�2ور ا�XA.# ا
�`��K1ل  7UA-�4 0.+ "� >��# ). ا�Q-1د(A/Pن ?A2� ً�&91 ا^�90ه ا? #-a�D1? ةQH�K�وھ�ه ا

� اX��-��Qورا�%#، >%* A/Pن ا�-A2ر اẑ ورانQ.� 7UA-�و5&�ا ا^1m%�ر، " ن . ھA ا�-A2ر ا
 #.XA��  �5diرا?�PAS0 61 ا��-��2�# ھL1? A%6 ا��Z¡ "� ھ�ه اP) �/��)). 5.3(ا�6o ا

6 �5�1m^ #Z,D%�ر ?Cا +�وا6Ujاء ا�-1m�5 �.S1%�ر ?/�ن ?QZأ إ>Qاd%�ت U-.# ا�-�2ور، و;�
#%KZ1-�� ا�Qورا�%#ŷو  x̂ ا�-�2ور اX��-��# ا�< �" Aھ�-; �KZP ،.  

  

 �/��� ا�Q-1دP#: 5.3اX��-�� اUأ J? �2ور-�� ا-U J%%S0 ةQH�c . ���-�� دورا��، "� >%J إن  i-1ا��? Aھ
 ���-�� Q-0دي iا��? Aھ.  

=	���ور اBرض و`�	= ���ور ا����!= ا�_�� =	�` Y��_�:  

�D-c �1�� ا�-�2ور �.XA`ت ^ Q20د  إ�� ا¨ن، " ن ا6Ujاءات ا-U J%%S0 �Uأ J? 0�5@�ذھ�
ا��1 ھ� "� ا�AاU 4c-.# ?�2ور (;%�%# ا1m%�ر U-.# ?�2ور ا�wرض و^ U-.# ا�-�2ور اmC%6ة 

#.?�S�وھ�D و;-� "� ا�,��5، " ن ھ�Dك QH�cة J/-P #%&%UA0 أن �Q-1Sھ� "� ا1m%�ر ). ا�P�&D# ا
 #.-Uو  #%uاQ15^�2ور ا-�ا�-�2ور ا�A/P *%25 #%u�&Dن ھ�ا ا^1m%�ر ھA ا6cCب إ�� ا�QZاھ# U-.# ا

 �%"�DP�5را?61ات د J? ن�/?jر اQcو °,ZP *%25و ،#%u�P�%�� Dinavitھ�ر6ZD0غ  - ?J ا��D>%# ا
- Hatenberg . �.H #KZ~D? نA/0 *%25 رضC�2ور ا? #.-U أن �@�1ر �DSP �? دة�H وھ�ا

��6ي U-.# ?�2ور ا�XA.# اCو�� "� و�� )و4h ا�6ا>#(Sh&� ا��-�، "�� >�ل ;Aن ا
�`ً دورا�%�ً " �Q9� �D أن �?a0 = α0 = d1 = 0 Q9� �D� " ً�PدQ-0 ���-�، "� >%J "� >�ل ;Aن ا

 8%K�� �Hم a0 = α0 = ϕ1 = 0 . #~KD5أن ا/°560 �5 �&� " #.?�S��9-.# ?�2ور ا�P�&D# ا #Z,D�و�5
�Hو ،#.?�S�� وWX ا�-&-# أ6cب إ�� ا�QZاھ# ?H #%SU6? J.� ا�P�&D# اS9P ي��دة "� ا�-/�ن ا

 �%"�DP�5را?61ات د J? J/?أ �? °,ZP *%25و ،#%S%Z~�ھ�ر6ZD0غ  -ا��D>%# ا��%�u�P%# وا
Denavit - Hartenberg )6��.� #Pرا?61ات ?,�و�Z�� ا�-��ل، أن 0�Z¡ ھ�ه ا%ZO �.H.(  
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.-9� �uاA�S�# ?�2ور اCرض وU-.# ?�2ور ا�P�&D# ا��S?.# ^ و?J ا�-&8 أن �6Sف أن ا^1m%�ر ا
�J? #2 65ا?61ات �X #HA-9? دAUم وQH 7 إ?/��%# ا>1-�لZ,5 +�A/Pن ?�1>�ً داu-�، وذ

 �%"�DP6غ  -دZD0ھ�رDenavit - Hartenberg  J%0�&5 �.S1-�� ا��Z,D اPA21��W%XA1 ا
J%1.-9�  .وAOف �Qرس ھ�ه ا�K!%# "� ا��6Kة ا��Kد?#. ا

�ذا  .5.1.2��=�;�S را���ات� :�_��c أر�_= �

� 1O# �5را?61ات cCا �.H �D?�.P §أ� �.H ق��80 ا^0 ،#%u�!���`���P>�ت ا #K5�,�"� درا�D1O ا
� W%XA0 ا^���Pح ا�U J%5 �Z,D-.�1 ?�2ور "� ا��!�ءUأ J? #.K1,? : QPQ20 �Uأ J? #d`d

4cA-�� QPQ20 اUأ J? #d`dھ�ه . ا^�90ه، و ��� وا�D1Oداً إUأ J? �D?�.P §أ� �D�ا�QZP §� " ،#9%1Dو 
 J? نA/? ذراعn #.Xره  وQc را?61ات�Z��� ?J ا�-Uد إQH6n  �?�/�� ا�W%XA1 اUأ J?

 �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%.21.�) ��/J ). "� ا�-�Sد�# أH`ه 1O 7.~10# �5را?61ات Ti-1,iأي أن ;
 �%"�DPد #KP6~5 را?61ي�Z�� ا%�-1� Denavit - Hartenbergھ�ر6ZD0غ  -اC?6 ا�7P6L "� ا

 �PA20 �; �Uأ J? #5A.~? �5را?61ات #S5أر °K" §أ� AھTi-1,i . #9%1D�وH.� ا�J? 8a6 أن ھ�ه ا
QZ0 Qcو �.Aھ.# اCو�� ?�D9u�1� 4? #!c�D1 ا�,�K5#، إ^ أن ھ�ا ا^�1mال "� QHد ا��Zرا?61ات 80 

QHاAK��-HA-9# ا �%cQ��  JH §K%K20 ط�P6 ا^�Z0ع ا-U J%%S0 x@P �-%" �&%.H صA�D-�ا
#%SU6-�5�Aرة A�Hاu%# ، " ن 65ا?61ات أ;�6 . ا�-�2ور ا #%SU6-�" ذا U J%%S0 80-.# ا�-�2ور ا

#��2�  .A/1Oن ?~.5A# "� ھ�ه ا

  

 �/��� ?�2ور : 5.4ا-U #d`�� Tacو  A/0 ^ *%25Tabن ھ�Dك Qcرة H.� ا�PA21`ت } }cو }b {و a {{?��ل 
  .Denavit – Hartenbergھ�ر6ZD0غ  –�را?61ات د�OA5 �%"�DPط# 5

 �" J%Z? Aت ;-� ھ`XA�� ا�-�2ور �-J? #HA-9 ا-U �DPQ�� ا�-��ل، أ�§ %ZO �.H ،61ض�D�
 �/��� ?U J-.# ا�-�2ور ). 5.4(اPA21�ھA ا�,�2ب �Xفٍ  }b{إ�� U-.# ا�-�2ور } a{إن ا

�9-.# ا�-�2ور  Hŷ.� طAل ا�-A2ر }a{ .? Ñ<`و� �5A21� m JTab`ل ?�2و�# ا�JH 6%ZS1 ا
 �"�DPط# �5را?61ات د�OA5-  6غZD0ھ�رDenavit - Hartenberg  8 ھ�ه%c �9دP1~%4 إ,� ^ §� "

� . ا��Zرا?61اتPA21��، إن اd�-? �أAUA5 ¡-,P ^ ً�!Pد وQ@1O�5 WXام �5را?61ات  Tacو�5/
 �%"�DP6غ  -دZD0ھ�رDenavit - Hartenberg7Z,5 +�ا�Qورا��ت ا�Q%<Aة ا��u�9ة  ;Aن ، وذ
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 JPرA2-��5 #~Z06-��1�� " �§ "� QH�cة دẑ . �"�DPو  x̂ھ� 0.+ ا� - Denavitھ�ر6ZD0غ  -و�5
Hartenberg JPرA2-��5 #~Z06-�ھ� ا�Q%<Aة ا�-,-Aح  ẑو  x̂، " ن ا��c`Sت وا�PA21`ت ا

�/��� 0.+ ا�62;�ت ا�-D%Z# "� ا�-�Q@1O�5 §aA.5 J/-Pام ھ�ه ) 5.4( 5&�، و�%< ھ�Dك أي 4%-90 
#KP6~�  .ا

 �"�DPة دQH�c نe5 لAK�Q@1,0م "K° أرDenavit - Hartenberg  #S5ھ�ر6ZD0غ  -إن ا
� ?�2ور ا�XA`ت، SP Qc~� ا�-�9ل ��Q<C أن -U J%5 �PA21�� W%XA0 اUأ J? �5را?61ات

JH ط6PA~0 �P6 ط1P #KP6,�ءل "%-� إذا ;�ن ھ�ا ا�J? 8c6 ا��Zرا?61ات J/-P 0@�%!§ أ;�6 
� ا�-�2ور-U J%%S1��/J د�DP"%� . أ6mى Denavit  6غZD0و ھ�رHartemberg  �1 أن ھ�اZdأ

#S5أر Aزم ھ`��%< ?-/�Dً، وأن ا�QSد ا6LXCي ?J ا��Zرا?61ات ا.  

� ?�2ور ا�XA`ت-U J%%S0 �Uأ J? #.PQ5 QHاAc ك�Dھ QUA0 §�1;%6 أ��. DDO&� ھ�ه ا��6Kة �5
A/P *%25ن ?A2? �.H ً�KZ~Dر ا�XA.#، " ن �S5 ا�1m�5 �D-c �Dẑ  J%�<�Z%�ر ا�-A2ر "�� >%J أ�

. �90�5ه ا�@° ا�-,K1%8 ا�A-Sدي ا�-�61ك J? ً^Q5ẑ ذ�+، وA.S9Pن ا�-A2ر  Px̂@�1رون ا�-A2ر 
 �"�DPم 65ا?61ات دA&�-� #%uاA�S�، Denavit - Hartenbergھ�ر6ZD0غ  -و�-4D ا�1�,%6ات ا

 J? §� "را?61ات�Z�� ?�2ور ا�XA`ت ?c 4%8 ا-U J%%S1� ���%Z�  .ا�`زم إر"�ق ا�W%XA1 ا

�ور  .5.1.3��� ����Bا ����� :Manipulatorا���	�� ا�����

�#  A/0 �?QDHTi-1,iن U-%4 ا�PA21`ت ^Q5 #"6S? �91ورة-�� ?�2ور ا�XA`ت ا-U J%5
 �%"�DP6غ  -�5را?61ات دZD0ھ�رDinavit - Hartenberg #X�@�2�Aل  ا�� 81P §� " ،#.-U ا/5

�PA21`ت ا�XA`ت 45�11-�� ا�/%D-�0%/� اJH �?�?C ط�P6 ا�Q9اء ا%�-1�� . H.� اPA20 �و;
�/��#,&S1?:  »#W.� 95-.# ?�2ور AOف A/Pن �5 = Rot�	i, T#W&� . Trans�	i, p#W&� . Trans� ̂, �#� . Rot� ̂, �#� 

*%<:  

Rot�	i, T#W&� =
BC
CC
D1 0 0 00 cos T#W& − sin T#W& 00 − sin T#W& cos T#W& 00 0 0 1FG

GG
H            �5.13� 

Trans�	i, p#W&� =
BC
CC
D1 0 0 p#W&0 1 0 00 0 1 00 0 0 1 FG

GG
H                      �5.14� 
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Trans� ̂, �#� =
BC
CC
D1 0 0 00 1 0 00 0 1 �#0 0 0 1 FG

GG
H                        �5.15� 

Rot� ̂, �#� =
BC
CC
D cos �# − sin �# 0 0− sin �# cos �# 0 00 0 1 00 0 0 1FG

GG
H           �5.16� 

 �PA21�� ا%@0 �Uأ J? ةQ%�? #KP6~;وTi-1,i  �2ور-�� U-.# اK� 81P أن Aھ}i-1 {#.-U �� إ
�1�%#} i{ا�-�2ور �  :JH ط�P6 ا�PA21`ت ا�-S5�11# اCرS5# ا

)i(  �2ور-� .�5αi-1اوQc #Pرھ�  A<x̂ل ا�-A2ر } Q0}i-1وU 6P-.# ا

)ii(  رA2-��-,�"# Qcرھ�  U 72Ox̂-.# ا�-�2ور ا�QPQ9ة H.� طAل اai-1. 

)iii(  رA2-��-,�"# Qcرھ�  U 72Oẑ-.# ا�-�2ور ا�QPQ9ة ھ�ه H.� طAل اdi. 

)iv( -� .�5ϕiواQc #Pرھ�  �2ẑور ا�QPQ9ة ھ�ه >Aل ا�-A2ر Q0وU 6P-.# ا

 �0�D�� ا��u�&D اPA21��J? 6%LP J ا #%����� "� ا�J%5 7%061 ا�@~J%0A اCو�� واPQZ1�و�`>Ñ أن ا
Ti-1,i 81P أن J/-P #S56ا���# وا���� "� ا�J%5 7%061 ا�@~J%0A اPQZ1�، و?J ��>%# أ6mى، " ن ا

D�� اPA21�  .�u�&Ti-1,i ا��0�D دون ا�H 6%de1.� ا

5.1.4. =	L�أ: 

 �%"�DP�1ج �5را?61ات دD1O�5 مAKDO 6غ  -ا¨نZD0ھ�رDenavit - Hartenberg  �0تA5ة روQS�
#.,.,�  ."!�Su�R #%u# ذات ھ%/.%# ?�A1># ا

�لL� : =����r دوراD� =�w� §	E ي���! =T��D� =	M	\ ذو �~�H; 3ر��تR:  

,�� دورا�%# �D�61ض أ�§ ��DPQ ا�6وA5ت ا��!��u ذي اX��? #d`d �.H يA12-�.,.# ا�-�A1># وا
3R  �/���5 J%Z? A5.5(;-� ھ .( #P6���� oP&6 ا�6وA5ت "� وSh%1§ ا/��أي أن (وھ�ا ا

6�����P6#، أي 0,�وي ا��2�# ا�� ا�-�2ور ا�-SU6%# ا�-? 8%c 4%-U .( #D%S��A/0 §.Xن "� ا-U
 �%"�DPو�5را?61ات د ،�/��� و2hA? #.X# "� ا/� Denavit - Hartenbergھ�ر6ZD0غ  - 

���1�  :ا�-Aا"Q? #KرU# "� ا�Q9ول ا
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ϕi di ai-1 αi-1 i 
θ1 0 0 0 1 

θ2-90˚ 0 L1 90˚ 2 
θ3 0 L2 -90˚ 3 

  

 

 �/��� دورا�%# : 5.5اX��? #d`d يA12P #<A1�? #.,.O ذو �u�!" تA53روR.  

�} 2{و } 1{و�`>Ñ ھ�D أن U-.# ا�-�2ور /�5 �-&D%S0 80  QP6") ى ا>1-�لAO �-&� QUAP ^
J%%S1.� Q<وا ( �"�DPد #KP6~� ً�K"�2ور و-�� ا-9� J%%S1�ھ�ر6ZD0غ  - وذ�+ ?m J`ل ا�Z0ع AcاQH ا

Denavit - Hartenberg �2ور-�� U J%%S0-.# اUأ J? 1%�رm^ا �" #P62��/�S5 +.-� �DD ا ،
A/0 *%25ن ?KZ~D# } 0{اCرض وھ1m�5 �D-c �D%�ر U-.# ?�2ور . }3{وU-.# ا�-�2ور } 0{

� (} U �.H}1-.# ا�-�2ور S9�} 3{، وU-.# ا�-�2ور )α0 = a0 = d1 = 0اC?6 ا��ي µPدي 
?-� µPدي �QSم ا�x̂2 ) #U�2"� ��< ا�90ه ا�-A2ر  1m�5 �D-cx̂3%�رھ� A/P *%25ن ا�-A2ر 

 #Pاو�.� �PAS0 #"�hjθ3.(  

�لL� :	E ي��! =T��D� =	M	\ ذو �~�H; دي رو��ت��� �CD�و =����r دوراD� =�w� §
RRRP:  

 #P6< ت�Uأر45 در §��1�� ا��ي QDOرO§ ھA روA5ت "!��u ذي ? #.,.O�A1># و�ا�-��ل ا
 �/��� وا>Q-0 Qدي ;-� "� ا�� دورا�%# ?�11�%# و?�X��? #d`d يA12P6 ) 5.6(و&oP ي��ا

#P6���� ?�2ور ا�XA`ت ?Z%. ا�6وA5ت ShA5%1§ ا-U J%%S0 #KP6و65ا?61ات ط ،�/��D# "� ا
 �%"�DP6غ  –دZD0ھ�رDenavit - Hatenberg ���1�  :ا�-Aا"K# ا�-Aا"Q? #KرU# "� ا�Q9ول ا
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ϕi di ai-1 αi-1 i 
θ1 0 0 0 1 
θ2 0 0 90˚ 2 

θ3 + 90˚ 0 L2 0 3 
0 θ4 0 90˚ 4 

 

  

 �/��� 0: 5.6ا�� دورا�%# و?�X��? ث`d §%" #<A1�? #.,.O ذو �u�!" تA5دي روQ-RRRP.  

� اCرS5# ھ� X��-�� ا�Q-1دي) Q-0د)ھA ا���Pح  θ1,θ2,θ3,θ4( *%< ،θ4(إن ?L1%6ات ا��-�. ا
80 } 4{و;-� "� ا�-��ل ا�,��5، " ن U-.# ?�2ور اCرض وU-.# ?�2ور ا�XA.# اmC%6ة 

 �"�DP�5را?61ات د �S5 8%c �S9� *%25 81%�رھm6غ  -اZD0ھ�رDenavit - Hatenberg 
 #P6?,�و��.�.  

�لL� : =����r دوراD� =�\ ي���! =T��D� =	M	\ 6رو��ت ذوR:  

� دورا�%# X��? #1O J? نA/-� 6Rا�-��ل اmC%6 ا��ي AOف �QرO§ ھA ذراع ا�6وA5ت ا
 �/���5 ¡hA-��&�ا ا�6وA5ت ?/1O J? #�A# ). 5.7(وا�-,Q@1م �5/� ;Z%6 وا #<A1�-�ا�,.,.# ا

� دورا�%#X��? :وCا �X��? ث`���� AK0م A5ظ%�# QPQ20 ا�-4cA ا�PQ/�رJ%< �" ،�0 ا��`ث ا
 7%061��8 ذو اS-�� اmC%6ة AK0م Q5ور اX��?ZYZ . ،�/��� ا�-�2ور ?2hA# "� ا-U إن

 �%"�DP6غ  -و�5را?61ات دZD0ھ�رDenavit - Hartenberg ���1�  :ا�-Aا"Q? #KرU# "� ا�Q9ول ا

ϕi di ai-1 αi-1 i 
θ1 0 0 0 1 
θ2 0 0 90˚ 2 

θ3 + 90˚ 0 L1 0 3 
θ4 + 180˚ L2 0 90˚ 4 
θ5 + 180˚ 0 0 90˚ 5 

θ6 0 0 90˚ 6 
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�ت  .5.2�\Bاء ا�` =Z�rProduct of Exponentials: 

� ا�/%D-�0%/� اQU #L%X �-,0 �?�?Cاء %.21�� وا%�-1.� #.PQ5 #KP6م طQK� فAO 6ةK��"� ھ�ه ا
�Z%# وا��1 ، وا�Product of Exponentials (PoE)0 �1اOC%�ت A.�0-�� ا�62;# ا �.H Q-1S

#%Oأ #"A��? �/R �.H �5�,�� ا���وQZDOأ ھ�ه ا��6Kة �5�P6oD5 6%;�1# . 0-� درا1O&� "� ا
 �.%O�;-  زيA?Chasles - Mozzi أن �.H xD0 �1��.J/-P 7 أن : وا�أي ا���Pح �.8,9 ا

 §ٍ1D? دوران �P6ط JH §DH 6%ZS1�?A2ر ا�62;# ("� ا��!�ء  >Aل ?A2ر ?� 81PFinite �5�d ا
#%Z�A.��+ ا�-A2ر)ا�� ً�PازA? نA/P §ٍ1D? �2,��5ب ً�HAZ1? ، . وران وا^�,�2بQ�وA; 7Z,5ن ا

�D�< ا�-A2ر ا����5، " ن H/< ا�µ%O �-&D%5 7%061دي إ�� ��< ا^���Pح #Z,D��5 JPذAme?.  

15�d �2ور? #.-U ��61mا �D61ض أ��D� ،#cأ;�6 د �#، وأ��D رU �D~5-.# ?�2ور و�!Z° اA?Cر �5/
7.���.J? 7 ھ%$# اQ15ا1Z�? . �? #%u# "� ا�8,9 ا�إ��  M ϵ SE(3)" ذا 0-� إزا># ا�8,9 ا

�T ϵ SE(3)ھ%$# أ6mى /���5 §DH 6%ZS1�  :، " ن ا^���Pح J/-P أن 81P ا

» = ����¶¡,      �q� = j��� �0 0k                      �5.17� 

 *%<S = (ω,v)  و ،#%Z�A.��.62;# ا ��--��QO 7ا�O ا�S5Cد اA.1�ھ�  [S]ھ� �ZHرة JH ا
 �%�-0 JH رة�ZHS  د�S5C62"# ذات اD? #.d�-1? #"A��? �/R �.H4×4 و ،θ ϵ R  6%L1? Aھ

���-�6 �5��;6 أن ��1;6 أ�§ "� >�ل ;Aن ا^���Pح �%< ا��X ً^�K1"%�ً . اPQ9��%< ا�,�5�2ً (و?J ا
°K"( ن " ،ω ϵ R3  نA/P *%< ،#%Z�A.�ھ�ZH Aرة �SR JHع وا>Qة �§ ��< ا�90ه ?A2ر ا�62;# ا

[ω] ϵ R3×3  �%�-0 Aھω  62"#، وD? #.d�-1? #"A��? �/R �.Hv = -ω × q + hω إن *%< ،
q ϵ R3  و ،#%Z�A.��h ϵ R 7ھ� �A2? J? #~Kر ا�62;# اA.�أ?� "� >�ل ;�ن . ھ� A~mة ا

 ً�%"�X ً^�K1ح ا��P��^ن )ا�,�2ب( ا " ،ω  6، و��.� #Pن ?,�وA/0v ϵ R3  §91P ةQ<ع وا�SR Aھ
�`���Pح  7UA-�  ).ا�,�2ب(�A2 ا^�90ه ا

 �"����Z%# ا��S?# ھ� ا�Qوران اA.��.62;# ا #PQ2�وا��ي Q2Pث A/0 �?QDHن A~mة (إن ا��2^ت ا
 6��.� #P7 ?,�و�A.���"� )h = 0ا�A/0 �?QDHن A~mة  وا��ي Q2Pث) (ا^�,�2ب(، وا^��K1ل ا

 #P�&�`��7 0,�وي اA.�� ا���1راً ). ∞ = hاX��-�وھ��0ن ا�62;�1ن �dQ20ن "� أ;�J? J%HA� 6 ا
� ا�Q-1دي��-�� ا�Qورا�� وا��-�?PoE  �-? �&0�%وL%X 7,1/0# . "� ا�6و�0A5ت، وھ-� ا

R �.H #PدQ-1�� ا�Qورا�%# واX��-�� >6;�ت �c �&�A; �" �ZOدرة H.� ا�JH 6%ZS1 >6;# ا/
#%Z�A� . #L%X �1D1,� فAO وا¨نPoE #?�S�� ا��!�u%# ا�-�A1># اO`,��.6و�0A5ت ذات ا.  

 :ا�Z�C= اBو�§ .5.2.1

 #L%X وراء #D?�/�� و;AKP §�eم PoE  #;6< �Z~15ا��/6ة اO�OC%# ا��? �ھ� أن �1�Aر ;
§� #S5�1��H #%Z.� ا�XA`ت اA� .A1�-��QDرس روA5ت ا�,.,.# ا ،+�># ا��!��u و�hA1%¡ ذ

 �/��1�.%n  8&!S5 4? J، وا�-/Aن ?J )5.8(ا�-J%Z "� ا-�� أ>�دي درU# ا�P62# وا��?
�.,.,0 �و�1m�5 8KD%�ر U-.# ?�2ور 15�d# وأU ً�!P-.# ?�2ور �.P�&D# ا��S?.# وا�-A56ط# . �5/

 �"�DPة دQH�c J? >/S� - Denavitھ�ر6ZD0غ  -�5�XA.# اmC%6ة �&�ا ا�6وA5ت، وH.� ا
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Hartenberg �2ور? #.-U15# و���، " �§ ^QUA0 ھ�D أA%c #Pد Q20د طKP6# ا1m%�ر U-.# ا�-�2ور ا
#.?�S�� ?L1%6ات ? 4%-U��X.§ . ا�P�&D# اS95 +���P6# وذ�� ا�6وA5ت "� وSh%1§ اS9D�

�`���Pح  7UA-���6، ?4 ا^�90ه ا.� #Pورا�%#، وا^�,�2ب (?,�وQ�� اX��-�ا�Qوران "� >��# ا
 �"#PدQ-1�� اX��-��# ا�< (���? �/�.  

  

 �/���6وA5ت "!��u ذي ? #.,.O�A/? #<A1ن ?L%X ¡%hA0PoE  J# : 5.8اn #.Xو.  

 J/1�M ϵ SE(3)  �" تA56و��0%6 إ�� ھ%$# U-.# ?�2ور ا�P�&D# ا�A/P �?QDH #.?�Sن ا
#P6���� ر8c . ا�ShA%# ا��-��D�61ض أن اn 6 ا%L1-��K%-# ا ً�K"ار 0-� إزا>1§ وQK-5 §5 ص�@�

θn .�/���J? #%Z اA� #;62��5�P�&D# ا�AO #.?�Sف 4!@0  #X�@��1�� " ن U-.# ا�-�2ور ا��5:  

» = ���µ�¶µ¡                          �5.18� 

 *%<T ϵ SE(3)  و >%* أن ،#.?�S�ھ� ا�&%$# ا�QPQ9ة ا�JH #90�D ا���Pح U-.# ?�2ور ا�P�&D# ا
S = (ωn,vn)  ���-��7 ا�-JH 6ZS >6;# اA.1�� ا�-��ل، إذا ;�ن . nھ�SR Aع ا%ZO �.H

 ���-���6(دورا�%�ً  nا.� #Pة ?,�وA~m ذات #%Z�A� #;6< ��ھωn ϵ R3  A، " ن )وھ�ا µPدي إ
 ���-��-A2ر ا 7UA-�ھ�  vn = -ωn×qn  *%<qn، و �SRnع ا�Aا>Qة ا�-A2� §91 ا^�90ه ا

 ���-�� . A2? �.H �? #~K�nر ا��-�ھv ϵ R3  A، و Q-0ωn = 0د�Pً، " ن  nأ?� إذا ;�ن ا
�.Q-1د  7UA-�و79P ا�PAD1§ أن U-%4 ا�-�Kد6P ). ا^�,�2ب(�SRع ا�Aا>Qة ا�-91# �5^�90ه ا

#15����9-.# اQ<jاd%�ت ا #Z,D��5 �&DH 6ZS? �Dھ #%H�S��  .ا

 ���-�%6، " ن ھ�ا µ%Oدي �Q2وث ?,-Aح �&� أن n-1 L10إذا ا"�Dh61 أP!� أن L1? #-%c%6 ا
 #.XA��H #KZ~? #%Z.� اA� #;6<n-1 ) #.XA��1�� H.� ا�1�.# ?4 ا�n  #.XAو�5? �&�A/�n-1 

 ���-��JHn .( J? #%Z ط�P6 اA� #;62�و�&�ا " ن U-.# ?�2ور ا�P�&D# ا�AO #.?�Sف 4!@0 
�/��  :ا



  ا
� �دس را�� ���ل: ��
�ف

.��ر ����� 
�ط����) 
��رو���إ(����    
134 

» = ���µÅ³�¶µÅ³@���µ�¶µ¡A                   �5.19� 

 �X��-�� L1? 8%c 4%-U%6ات اS95 A2D��.θ1,…,θn ( �D� " ،6%L1(و1O^�5-6ار H.� ھ�ا ا #.5�c
#%��1�«  :�,�1D1 ا�c`S# ا = ���³�¶³ … ���µÅ³�¶µÅ³���µ�¶µ¡             �5.20� 

 6ZS0 �1��6وA5ت ذي ? #.,.O�A1># وھ�ه ھ� QU #L%Xاء اOC%�ت ا �/%0�-D%/�� ا%�-1�JH ا
 +.1-Pوn #P6< #Uدر . #�� ا��!�ء ) 5.20(و5�Aرة H �.~P ،#X�m.� ا�-�Sد/R 8OاSpace 
Form ت�%OCاء اQU #L%���1�%# "� QU #L%Xاء اOC%�ت. �  :و�`>Ñ ا�,-�ت ا

� ?�2ور �.XA`ت •-U J%%S1� #U�< #Pك أ�Dھ �,%� .m^ °K" #U�25 J2� #.-U 1%�ر
 #.?�S��5�P�&D# ا #X�m �2ور? #.-U15# و�d دة (?�2ورQ2? دA%c #Pأ QUA0 ^ §أ� Ñ<`و�

�-9��.6وA5ت وا^�90ه )�/%�%# ا1m%�ر ھ�ه ا #P6���، �hj�5"# إ�� WP6S0 ا�ShA%# ا
 ���? �/��`���Pح  7UA-�� ا�Qورا�%#، وا�Q-1د "� >�ل (اX��-�ا�Qوران "� >��# ا

1�� اX��-� ).-QدP#ا

•  ���-���P6#، إذا ;�ن ا�� ا�6وA5ت QDH وSh%1§ اSU QS5i  دورا�%�ً، " نωi ϵ R3  Aھ
�، و ��-��-A2ر ا 7UA-�>%* A/0ن  �SRvi = -ωi×qiع ا�Aا>Qة ا�-A2� #91 ا^�90ه ا

qi ϵ R3  ���-�� . iھ� �A2? J? �? #~Kر ا��-�، Q-0ωi = 0د�Pً، " ن  iأ?� إذا ;�ن ا
�`�,�2بھvi ϵ R3 SR Aو  7UA-�وH.� ا�J? >/S . �ع ا�Aا>Qة ا�-A2� #91 ا^�90ه ا

 �"�DP6غ  - 65ا?61ات دZD0ھ�رDenavit - Hartenberg 6ات%L1? نA/0 *%< ،
� ھ� إ?� X��-�� "� >�ل ;�A§ دورا�%�ً أو Q-0دdi  �" §� " ،ً�Pأو  ϕiا��-��ADع ا ً�SZ0

 ً�-uدا �X��-�?J? #KO�D1 >%* طKP6# ا�QU #L%X ،�%?61اء اOC%�ت A/0ن ?L1%6ات ا
�.-L1%6 5ـ  �?6P *%<θi. 

 �"�DP�5را?61ات د #KP6ر�# ?4 ط�K-�، " ن >K%K# أ�Denavit - Hartenberg �Dھ�ر6ZD0غ  -�5
 #P�&D�� ?�2ور �.XA`ت، وأن U-.# ا�-�2ور ا���15# وU-.# ?�2ور ا-U ل�-S1O^ �12ج� ^

 #Pد أAUون وQ5 �-&D%%S0 J/-P #.?�S�� ا�/%D-�0%/� ا%.21�� ;H 6%Z-.%# ا/�5 °,Z0 ،داتQ2?
�?�?Cا . �" #H6,.� �/%0�-D%/�� ا^0�1O%/� وا%.21��QDH �D دراO# ا 6&o1O 6ىmت أ�-O ك�Dوھ

� ا��Kدم���  .ا

5.2.2. =	L�أ: 

 #%./%&���SZ ا�6و�0A5ت ا��!�u%# ذات ا �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%.21�AKDOم ا¨ن 6U 5اء ا
�5 +�  .Q@1Oام QU #L%Xاء اOC%�تا�-�A1># وذ

�لL� : =����r دوراD� =�w� ي���! =T��D� =	M	\ ذو �~�H; 3رو��تR:  

� دورا�%# X��? #d`d �.H يA12-��.6وA5ت ذو ا�,.,.# ا�-�A1># وا �5�,�ASDOد إ�� ا�-��ل ا
 �/���1m�5 8KD%�ر U-.# ?�2ور 15�d# ). 5.5(ا�-J%Z "� ا}0 {�S�} 3{?.# وU-.# ?�2ور �.P�&D# ا
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 #.-9� #Z,� #,��91-�8 �5�U JH 6%ZS1-%4 اSRC# وا�PA21`ت اKD��، و/���5 ¡hA? ر��? Aھ �-;
#15���� ا�/%D-�0%/� اA/%O �?�?Cن ;�¨�0. ا�-�2ور ا%�-1��1�� " ن ا��5:  

» = ���³�¶³���´�¶´���Ô�¶Ô¡ 

 *%<M ϵ SE(3) �&D���P6#ھ� ھ%$# ا�و?P . J# ا�A/P �?QDH #.?�Sن ا�6وA5ت "� وSh%1§ ا
� " ��D �,1~%4 أن �Q9 أن /��  :ھ� Mا

¡ =
BC
CC
D 0 0 1 3&0 1 0 0−1 0 0 −3
0 0 0 1 FG

GG
H
 

 7�A.1�� اCول SP~� 5ـ  S1 = (ω1,v1)>%* ا��-.�ω1 = (0,0,1)  وv1 = (0,0,0) ) أQZ?
%@�� ^1m%�ر ا�KD~# إ>Qاd%�ت U-.# ا�-�2ور ا���15# ھA ا!"Cر ا�q1  ���-�ا�AاA2? �.H #Scر ا

 8c7 ). 1ر�A.1��  S2و�QPQ21 ا��-�2�-A2ر ا ���-�، 91P-ŷ0§ �90�5ه  Ñ<`� ،2 أن ?A2ر ا
�1�� " ن ��5ω2 = (0,-1,0) . #~KD�أي  q2 = (L1,0,0)  Q9� *%<v2 = -ω2×q2و�1m�5 8KD%�ر ا

�7 وأm%6اً، �v2 = (0,0,-L1) . QPQ21أن A.1��  S3ا���. Ñ<`� ،ω3 = (1,0,0) أن 3�-A2ر ا
 #~KD�  .Q9� ،v3 = -ω3×q3 = (0,L2,0) أن q3 = (0,0,-L2)وm�5%�1ر ا

��A"%# ذات ا�S5Cد -�� H.� ا�1-�%`ت ا�2� �D� " ،#P�&D��.�`d#  4×4و"� ا 7�A.1�� أSR# اUC
 �X��?S1  وS2  وS3:  

�q&� =
BC
CC
D0 −1 0 01 0 0 00 0 0 00 0 0 1FG

GG
H
 

�q
� =
BC
CC
D0 0 −1 00 0 0 01 0 0 −3&0 0 0 1 FG

GG
H
 

�q7� =
BC
CC
D0 0 0 00 0 −1 370 1 0 00 0 0 1 FG

GG
H
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���1�� ا�Q9و�� ا/���5 7�A.1�  :و?J ا�-�%Q أ>%���ً ��D أن �Qرج أSR# ا

i ωi vi 

1 (0,0,1) (0,0,0) 
2 (0,-1,0) (0,0,-L1) 
3 (1,0,0) (0,L2,0) 

 

�L�ل : =����r دوراD� =�\ ي��! =T��D� =	M	\ ذو �~�H; 6رو��تR:  

 �.H يA12-��.6وA5ت ذي ا�,.,.# ا�-�A1># وا �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%�-1�AKDOم ا¨ن �1D1O�5ج ا
� دورا�%# X��? #1O6R  �/���5 J%Z-��.6وA5ت وا^�90ه ). 5.9(وا #P6���إن ا�ShA%# ا

? ���Qورا��ت ;� ?A2ر ?� 7UA-��ا/���5 #2hA . #15�d �2ور? #.-U J%%S0 80 �-;}0 {
 #.?�S�� ا�P�&D# اUأ J? �2ور? #.-U6{و {�/���5 J%Z? Aھ �-; . #P�&D�و?D§ " ن U-.# ?�2ور ا

��A/0 #P6ن�  :ا��S?.# "� ا�ShA%# ا

  

 �/��� ا�/%D-�0%/� اKP6~5 �?�?C# : 5.9ا%.21��6وA5ت ذي ? #.,.O�A12P #<A1ي �Hى PoE ? �Oا �X��
  .6Rدورا�%# 

¡ =
BC
CC
D1 0 0 00 1 0 330 0 1 00 0 0 1 FG

GG
H                           �5.21� 

 ���-.� #%Z�A.�� ^1m%�ر . ω1 = (0,0,1)ھA "� ا^�90ه  A2?1ر ا�62;# ا!"Cر ا�%@�وا
 #~KD��  q1ا��-��1�� 1ھ� �QZ? #~Kأ اQ<jاd%�ت ا�-A2? �.H #ShA1ر ا��5 ،v1 = (0,0,0) .

 �!�-.� #%Z�A.��9-.# ا�-�2ور ا���15#، و?�1D1,� §D أن  91Pŷ§ �90�5ه ا�-A2ر  A2?2ر ا�62;# ا
ω2 = (0,1,0) . #~KD�?A2ر ا�q2 = (0,0,0) Q9� �D� " ،v2 = (0,0,0) . #;62و1m�5%�ر ا
 ���-.� #%Z�A.��1�� " �q3 = (0,0,0)  Q9� �Dو1m�5%�ر ا�ω3 = (-1,0,0) . #~KDھA �5^�90ه  3ا��5

v3 = (0,0,0) . ���-.� #%Z�A.�و1m�5%�ر ا�ω4 = (-1,0,0) . #~KDھA �5^�90ه  A2?4ر ا�62;# ا
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q4 = (0,L,0)  أن Q9�v4 = (0,0,-L) . ���-.� #%Z�A.��1��  A2?5ر ا�62;# ا�91P§ �5^�90ه ا
ω5 = (-1,0,0) . #~KD�A2? #;62ر ا�. Q9�v5 = (0,0,-2L) أن  q5 = (0,2L,0)و1m�5%�ر ا
 ���-.� #%Z�A.��1�� �Q9 أن  q6 = (0,0,0)و1m�5%�ر ا�ω6 = (0,1,0) . #~KDھA �5^�90ه  6ا��5

v6 = (0,0,0) . 7�A.1��1�� Si = (ωi,vi)   *%<i = 1,…,6و�5/� ?�UA " ن أSR# ا�  :ھ� ;�

i ωi vi 

1 (0,0,1) (0,0,0) 
2 (0,1,0) (0,0,0) 
3 (-1,0,0) (0,0,0) 
4 (-1,0,0) (0,0,-L) 
5 (-1,0,0) (0,0,-2L) 
6 (0,1,0) (0,0,0) 

 

�لL� : دي��� �Tوا �CD�و =����r دوراD� =M�
رو��ت ذو \	M	T��D� == !��ي 
RRPRRR:  

 �/��وا��ي 1O +.1-P# در�Uت ) 5.10("� ھ�ا ا�-��ل QDOرس ا�6وA5ت ا��!��u ا�-J%Z "� ا
� وا>Q-0 Qدي �� دورا�%# و?�X��? >-m §�U-.# ?�2ور ا�J?RRPRRR . #P�&D ا�P62# و

�/���5 �~S0 تA56و��&�ا ا #P6���  :ا��S?.# "� ا�ShA%# ا

  

 �/��� Q-0دي : 5.10ا�� دورا�%# و?�X��? >-m يA2P #<A1�? #.,.O ذو �u�!" تA5روRRPRRR.  

¡ =
BC
CC
D1 0 0 00 1 0 3& + 3
0 0 1 00 0 0 1 FG

GG
H
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�Z%# ا�-Aا"A.��.62;�ت ا 7�A.1�� c%8 أSR# ا��? �/� #KSi = (ωi,vi) ���1�  :?QرU# "� ا�Q9ول ا

i ωi vi 

1 (0,0,1) (0,0,0) 
2 (1,0,0) (0,0,0) 
3 (0,0,0) (0,1,0) 
4 (0,1,0) (0,0,0) 
5 (1,0,0) (0,0,- L1) 
6 (0,1,0) (0,0,0) 

 

�+ A/0ن ��� Q-0دي، ��? Aھ *����� ا��-� ھ�SR Aع ا�Aا>Qة ا��ي v3و  Ñ<`�ω3 = 0 أن ا
�.Q-1د  7UA-�  ).ا^�,�2ب(91P§ �5^�90ه ا

5.2.3.  �;� :Denavit - Hartenbergھ�ر���cغ  -ا�_O� =�w ط�!<= ����L د!�

� و"� %�-1�5�Aرة ?6R�Zة ?m J`ل �5را?61ات ا �&U�1D1O81 اP أن J/-P ت�%OCاء اQU #L%X إن
 �"�DPة دQH�c-  6غZD0ھ�رDenavit - Hartenberg 0%/� ا�-D%/�� ا%.21.��?�?C . �" �-;و

� ?�2ور ا�XA`ت ا�-�91ورة 5ـ-U J%5 #%Z,D��`���P>�ت ا 6%�DO ،�5�,�#,&W#«  :ا = Rot�	i, T#W&� . Trans�	i, p#W&� . Trans� ̂, �#� . Rot� ̂, �#� 

 ���-���A"�ت ا��`ث اCو�� J/-P ا�Z1Hرھ� ?�Kدi 6Pإذا ;�ن ا-�اً 15�d#، وA/1Oن دورا�%�ً، " ن ا
 #Pاو��� ϕiا��-�� . ھ� ?L1%6 اS95θi = ϕi و:  ¡# = Rot�	i, T#W&� . Trans�	i, p#W&� . Trans� ̂, �#�            �5.22� 

�1�� Rot(ẑ,θi)و#5�1/5 ��; #%Oأ #"A��? �/R �.H:  

Rot� ̂, �#� = ��
Ö�¶Ö ,     ��#� =
BC
CC
D0 −1 0 01 0 0 00 0 0 00 0 0 0FG

GG
H              �5.23� 

#,&W#«  :و?m J`ل ا�P6S1��ت ا�,�K5# �,1~%4 أن �/71 = ¡#��
Ö�¶Ö  
 ���-��، وا��اوQ-0di  #Pد�Pً، " ن ا^�,�2ب  iأ?� إذا ;�ن ا��-�A/1Oن  A/Pϕiن ھL1? A%6 ا

J%5 7%061��  Rot(ẑ,ϕi)و  Trans(ẑ,di) �5را?61اً �15�dً، واPA21�>%* ( H J/-PTi-1,i/,§ "� ا
#;62��D�< ا�-A2ر �1D0 ��< ا #Z,� ذةAme-�"� ھ�ه ). إن ا�J%5 >/S ا�Qورا��ت وا^�,�5�2ت ا

 #5�1; 4%~1,� �D��2�# ?�ز��,�Ti-1,i   *%< ،�5ا�;θi = di و:  
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¡# = Rot�	i, T#W&� . Trans�	i, p#W&� . Rot� ̂, �#�         �5.24� 

 ��#� =
BC
CC
D0 0 0 00 0 0 00 0 0 10 0 0 0FG

GG
H                           �5.25� 

 J? #�A/? #<A1�? #.,.O أي �Uأ J? §� " ،�ZO�? �.H ً1-�داHواn  `; �.H يA120 #.Xو
 �X��-�� Q-0دP#(ا�J? J%HAD اX��?دورا�%# و �X��?(ا �%�-1��/%D-�0%/� اP �?�?C/71 ، " ن ا

� ا¨�0/���5:  »¥,< = ¡&��
³�¶³¡
��
´�¶´ … ¡<��
µ�¶µ                  �5.26� 

 *%<θi  و ،���-�أو ;-� "� ا�-�Sد�# ) 5.23(ھ� إ?� ;-� "� ا�-�Sد�#  [Ai]�0%6 إ�� ?L1%6 ا
)5.25 (�� دورا�%�ً أو Q-0د�Pً ا�D1Oداً إ��-�  .� ;Aن ا

#%��1�  :ا¨ن AOف �,Q@1م ا�@�X%# ا

¡�É¡W& = �×É×Å³
 

���R 6%a #"Aذة ? #Pأ �Uأ J? #2��X #X�@���M ϵ Rn×n  #"Aوھ�ه ا? #PوأP ϵ Rn×n .
�/��  :وھ�ه ا�@�J/-P #%X أP!�ً أن �5 71/0

¡�É = �×É×Å³¡ 

�DKZذا ط "  #�� n  �.HوQS5 6/0ار ا�Z~1%� ) 5.26(ھ�ه ا�@�H #%X.� ا�-�Sد�2� �D� " 6ة?
#?�S�  :QU #L%Xاء اOC%�ت 5�%1L&� ا

»¥,< = �×³�
³�×³Å³¶³�¡&¡
���
´�¶´ … ��
µ�¶µ= �×³�
³�×³Å³¶³��×³×´��
´��×³×´�Å³¶´�¡&¡
¡7���
Ô�¶Ô … ��
µ�¶µ= ���³�¶³ … ���µ�¶µ¡                                                               �5.27� 

*%<:  �q#� = �¡& … ¡#W&���#��¡& … ¡#W&�W&,   u = 1, … , e          �5.28� ¡ = ¡&¡
 … ¡<                       �5.29� 

�ـ  �u�P�%���Si  6%L0 QDH 7ا¨ن Q%SDO دراO# ا�-�DS اA.1�JH ط�P6 ا�%/5 6%;�1�A20 #%ل �SRع ا
#%SU6-�� ا�-�2ور ا-U . ذا ;�ن "Sa .��.62;# ا 7�A.1�� �SRع ا�-P #Z,D��5 +��Z%# ا�-S~�ة وذA

�9-.# ا�-�2ور }a{ و ،Sb  6ة-��Z%# و�/J ھ�ه اA.��D�< ا�62;# ا��%�u�P%# ا 7�A.1�0-�� �SRع ا
�9-.# ا�-�2ور  #Z,D��5}b{ ن " ���1��5 ،Sa  وSb #%��1��5�c`S# ا �-&!SZ5 ن�~Z06?:  
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�q�� = »���q��»��W&                            �5.30� 

#K2.-��q  :أو Q@1O�5ام ?�&Aم ا�Qا�# ا = ���ÇÈ�q��                                �5.31� 

 #�0�6ح ��D أن ) 5.29(و?m J`ل ذ�+، �DD/-P أن �6ى أن ا�-�SدAi  ع�SR JH رة�ZH ھ�
 ���-��-A2 ا 7�A.1��5�6oD إ�%§ ?U J-.# ا�-�2ور ا�@�i Xا ���-��5 #}i{ أن J%< �" ،Si  Aھ

 ���-��-A2ر ا 7�A.1�0{�5�6oD إ�%§ ?U J-.# ا�-�2ور ا����ZHi  #15رة �SR JHع ا{.  

5.2.4. =���Lا� =Z�Cا�: 

�Q9اء  #?�S��%L# ا�1H�5-�د ��< ا�@�X%# ا��1 ا�D?Q@1Oھ� "� ا��6Kة ا�,�QDH #K5 ا�1D1Oج ا
�%L# وQS5 ا�6/1ار �ـ اOC%�ت، وH �&K%Z~15.� ا�7��9 اJ? J-PC ھ�ه ا�n �.H ��«  :?6ة �2 = ���³�¶³ … ���µ�¶µ¡= ���³�¶³ … ¡�×Å³��µ�×¶µ= ���³�¶³ … ¡�×Å³��µÅ³�×¶µÅ³�×Å³��µ�×¶µ= ¡���³�¶³���´�¶´ … ���µ�¶µ                                 �5.32� 

 ��%QU #Lاء . [Bi] = M-1[Si]M *%< ،i = 1,…,n>%* إن ;� �PQZ�� ا/��وھ�ا ھA ا
�9-.# ا�-�2ور ا���15# ;-� 810 رؤM-1  #.-U J? §1Pو�`>Ñ أن . اOC%�ت �Z,D�ھA ا^���Pح ا

< ، #.?�S�#�  :%* J/-P ا�AKل أن?�2ور ا�P�&D# ا = ��×Å³�q#�                            �5.33� 

 �;Bi  ���-��-A2ر ا 7�A.1�?6ZSاً U �" §DH-.# ?�2ور ا�P�&D# ا��S?.#، وذ�+ "�  iھ�SR Aع ا
�.6وA5ت #P6���� ا�8,9) 5.32(وAOف �~.� H.� ا�-�Sد�# . ا�ShA%# ا/R 8OاBody 

Frame  #L%��  .QUاء اOC%�ت

�لL� : =����r دوراD� =�\ §	E ي���! =T��D� =	M	\ 6رو��ت ذوR:  

� دورا�%# X��? #1,��D�< ا�A56ت ذي ا �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%�-1� AKDO6Rم ا¨ن �9P 5د ا
 �/���5 J%Z-��%QU #Lاء اOC%�ت) 5.9(وا� ������ ا/��  :وذ�+ Q@1O�5ام ا

» = ¡���³�¶³���´�¶´ … ���µ�¶µ 

 #%ShA��D�6ض أ�§ �� �DPQ�U >-.# ا�-�2ور ا���15# و��< U-.# ?�2ور ا�P�&D# ا��S?.# و��< ا
�Zc J? ه�DOي در���.6وA5ت ;-� ;�ن "� ا�-��ل ا�,��5 ا #P6���� �KZ0�M  �" �-; �&,إن . ا

 #��9-.)5.21(ا�-�Sد 6oD��5 �&%.H لA�2�# ?�2ور ا�P�&D# ا�U J? #.?�S-.# ا�-�2ور ، وا��1 80 ا
�.6وA5ت #P6���� J/-P ا�ZS1%6 . ا���QDH #15 ا�ShA%# اX��-�� ?�2ور ا/� 7�A.1�إن أSR# ا
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��P6# ;-� "� ا�Q9ول ��9-.# ?�2ور ا�P�&D# ا��S?.# وذ�+ "� ا�ShA%# ا #Z,D�DH&� ا¨ن �5
���1�  :ا

i ωi vi 

1 (0,0,1) (-3L,0,0) 
2 (0,1,0) (0,0,0) 
3 (-1,0,0) (0,0,-3L) 
4 (-1,0,0) (0,0,-2L) 
5 (-1,0,0) (0,0,-L) 
6 (0,1,0) (0,0,0) 
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� ا�,�دس���  ا

����� �	�و��ت ا���������� �	E�M=ا���	�� �Mا� ��	وا���  

Velocity Kinematics and Statics  

  

H Aت ?� ھA56و� #H6,.� �/%0�-D%/�� ا%.21��Zرة JH إ�9Pد ا�QS? J%5 #c`S^ت ا�L1%6 إن ا
� ا�6وA5ت X��-��5�,H6# ا��اوP#، و?QSل Q-0 6%L0دي ( §DH 6ZSP ي��?QSل L0%6 دورا�� وا

#%~@��5�,H6# ا §DH 6ZSP ي���&�ا ا�6وA5ت) وا #.?�S��.P�&D# ا #%~@�و"� . وا�,H6# ا��اوP# وا
�.6و�0A5ت  �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%.21�� �Hم AKPد إ�� �m 6%a �u�1~%# و?QKSة، إ^ >%J أن ا/�5

#%~m ھ� #H6,.� �/%0�-D%/�� ا%.21��62;# : أ�Q9� �D أن ?�Sد^ت ا #%o2�m`ل أP# "61ة 
2�Aل ��.6وA5ت Z5 J/-P,�ط# أن 81P ا #.?�S��.P�&D# ا #Pاو��ا�6وA5ت، " ن ا�,H6# ا�@~%# وا

��-.� 6%L1�� 5ـ JH �&%.H طQU �P6اء �SRع ?QS^ت اX) #$%&� 45�15Configuration ا
Dependent ( �5AKS%���A"# ا-5 �-,-�وھ�ه ا�c`S# ا�@~%# Jacobian Matrix . J/-Pوا

 �/%0�-D%/�� ا%.21�� ;Z%6 "� ا�J? QPQS ا��K%Z~1ت، Q5ءاً ?Am Jارز?%�ت ا/�5 �&D? دة��1O^ا
 ��.@��%Q ا�-,�ر  Inverse Kinematics) ا�S/,�(اA0وTrajectory  8/21�إ�� ا�1@~%° وا

�5 . �5�-�DورةAKS%��5^0��ل  Jacobianو?��A"# ا #K.S1-��&� دور ?6;�ي أP!�ً "� اA?Cر ا
 �/%?�DPQ��.6وA5ت وا�Z%$# ا�-Dynamic #~%2ا�,0�1%/� وا #.?�S�  .J%5 ا�P�&D# ا

 �5AKS%�� AOف �AKم �1D1O�5ج ?��A"# ا����.6و�0A5ت ذات ا� Jacobian"� ھ�ا ا #.,.,
�Aر K�� ا�,0�1%/� و"� QPQ20 ا%.21�ا�-�A1>#، وQDOرس دورھ� "� 20.%� ا�,H6# و"� ا

�Aر ا�62;�(ا�/%D-�0%/� ) ا���وذ(K�� . Kinematic Singularities) ا���إن ?�دة ھ�ا ا
 +���� ا�6ا45، ����.7 ا�Aاردة "� ا���H6O #9ت ا�8,9 ا�S?و #Oدرا �.H �,%uر �/�5 Q-1S0

� أو^ً " �§ ?J ا���� ?6اSU# ذاك ا!"C.  

6.1.  ���>_!Jacobian ور� :ا��و��ت ا���

�ء  .6.1.1HDا� ���>_!Space Jacobian: 

 #.,.,�� ا�6وA5ت ذي اX��-� 6%L1�"� ھ�ه ا��6Kة AOف �,�1D1 ا��SR J%5 #c`Sع ?QS^ت ا
 #<A1�-��.6وA5ت  ˙θا #.?�S��.P�&D# ا #%u�!���/Q5 Jا6DO #PاVs . �S5 4Uوا�,H6# ا

@�� ا�@~�اh��1���xu ا��S? J? #%,%u6د^ت ا�6Z9 ا�@~� و?�S? Jد^ت ا:  

)i(  J%1"A��? �DPQ���A/S? J%1"Aس، " �§ A/Pن A, B ϵ Rn×nإذا ;�ن �-�: و;�ن �&�J%0 ا
(AB)-1 = B-1A-1. 

)ii(  #"A��-��.�?J، " ن 15�dθ(t)#، و;���  A ϵ Rn×nإذا ;��� ا ً�S5�0 ً�PدQH ً6ا%L1?: ��� �
¶ = ��
¶4E = �
¶�4E  
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)iii(  إن(eAθ)-1 = e-Aθ. 

 J? #�A/? #<A1�? #.,.O §� ً�0A5رو �DPQ��  nوا¨ن �D�61ض أن %�-1�وA/P *%25 ،#.Xن ا
���1�5�%QU #Lاء اOC%�ت ;� §DH ً6اZS? §� �?�?C0%/� ا�-D%/�  :ا

»�4&, … , 4<� = ���³�¶³���´�¶´ … ���µ�¶µ¡              �6.1� 

 #15����9-.# ا�-�2ور ا #Z,D��5 #.?�S��9-.# ?�2ور ا�P�&D# ا #P�&D.� #%u�!��Vs  �~S0إن ا�,H6# ا
 #%��1��5�c`S# اVs = T˙T-1*%< ،:  

»E = ª ��� ���³�¶³« … ���µ�¶µ¡ + ���³�¶³ ª ��� ���´�¶´« … ���µ�¶µ¡ + ⋯= �q&�4&E ���³�¶³ … ���µ�¶µ¡ + ���³�¶³�q
�4
E ���´�¶´ … ���µ�¶µ¡ + ⋯ 

 ً�!Pوأ:  

»W& = ¡W&�W��µ�¶µ … �W��³�¶³ 

�  :�T˙T-1 Q9و6U 5اء ا�Q9اء Ð�� = �q&�4&E + ���³�¶³�q
��W��³�¶³4E
+ ���³�¶³���´�¶´�q7��W��´�¶´�W��³�¶³47E + ⋯ 

SR رةA�5 �&DH 6%ZS1��H%# وذ�+ Q@1O�5ام WP6S0 ا�Qا�# ا�-.K2# وا�-�Sد�# ا�90�D# أH`ه J/-P ا
Adjoint map �0¨�;:  

Ð� = q&4E& + ��d�Ø³�Ù³ �q
�4E
 + ��d�Ø³�Ù³d�Ø´�Ù´ �q7�4E7 + ⋯      �6.2� 

�1��وذ�+  nھ� �ZHرة �H6O 4-U JHت "!�QH #%uدھ�  Vsو�`>Ñ أن �� ا/���5:  

Ð� = Ð�&�4�4E& + ⋯ + Ð�<�4�4E<                     �6.3� 

 �; *%<Vsi(θ) = (ωsi(θ),vsi(θ))  �X��-���c �.H Q-1S0θ ϵ Rn . J/-P �"A%8 ا? �و�5/
Q9� أن:  

Ð� = �Ð�&�4� Ð�
�4� ⋯ Ð�<�4�� l4E&⋮4E<n
= '��4�4E                                                                  �6.4� 

 #"A��-�U-.# ا�-�2ور ا���15#، أو 5�Aرة أJs(θ)  �5AKSP �-,0Jacobian  �-,0 °,5إن ا
  .�5AKS%5Space Jacobian ا��!�ء 
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 �!�_�6.1. �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%�-1��D�61ض أن ��DPQ ا  J? نA/? #<A1�? #.,.O ت ذيA56و�
n ���1�� QUاء اOC%�ت ا/�5 §DH ً6اZS? �%�-1�  :وX.#، و;�ن ھ�ا ا

» = ���³�¶³���´�¶´ … ���µ�¶µ¡                  �6.5� 

�  Js(θ) ϵ R6×n" ن �5AKSP ا��!�ء X��-.� 6%L1��5�,�SR °56Pθ˙ #H6ع ?QS^ت ا  #%u�!��ا
 #.?�S��.P�&D# اVs ���1��; :Vs = Js(θ)θ˙ . دA-S���i  #"A>%* ا-��5�J?Js(θ) .#c`S ا �~SP:  Ð�#�4� = ��d�Ø³�Ù³…dÁØÖÅ³ÂÙÖÅ³ �q#�              �6.6� 

 �Uأ J? +�  .Vs1(θ) = S1، وA/Pن ا�A-Sد اCول ھi = 2,…,n Aوذ

%L5�5 وAKS%�� ا�6اJs(θ) 45# "&8 ا�-�DS ا��%��u�P ا�/�?J "� أQ-Hة ?��A"# ا���، ".J? 6;�1D ا
 �DPQ��U �" #%Z-.# ا�-�2ور  Sa = (ωa,va)أ�§ إذا ;�ن A.��W ا�62;# اP ي��، }a{ھA ا���Sع ا

 �DPQ��U �" #%Z-.# ا�-�2ور  Sb = (ωb,vb)و;�ن A.� ،}b{ھA ا���ع ا�-JH 6ZS ��< ا�62;# ا
�1�%#  Sbو  Sa" ن �� (?Z06~�ن m J? �&!SZ5`ل ا�c`S# ا/���a:(((  q( 6.1(ا�6o ا = ���ÇÈ�q�� 

  

 �/����Z ا�-.�2 : 6.1اA.�� اPA21.� �u�P�%���AdT) :a ( �1.-9ا�1�,%6 ا #Z,D��5 �&,�� #%Z�A.�وWX ا�62;# ا
 J%1�.1@? J%1%SU6? �2ور?}a { و}b {)b (رA2?  J? 6ىmأ #��< ���1§ ا^Q15اu%# إ�< J? �K1DP #%Z�A.�ا�62;# ا

 �PA21�  .mTba`ل ا

� وذ�+ �D1O^�5د "K° إ�� U-.# ا�-�2ور PA21��&�ا ا 6mآ �u�P�%" 6%,�0 ك�Dوھ}a{ . ���5�6oD إ
 �/���D�61ض أن ا���Sع ))b( 6.1(ا ،Sa  #Z,D��5 #%Z�A.��-A2ر ا�62;# ا #%uاQ15^ا #��2��W اP

�9-.# ا�-�2ور }a{ رA2-��`���Pح ;Sb  8,9، وا 4!m أن QS5 #%Z�A.��A2? Wر ا�62;# اP
 �PA21���  :و?�1D1,� §D أن. m J? 7.XTba`ل ا = Z����                              �6.7� 
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 #~KD���P�D0 #%Zح ?J ا�-4hA ا^Q15اq  �uواA.��M  :إ�� A2? �.Hqaر ا�62;# ا = »��M� = Z��M� + ��� 

 WP6S1��7 ھ� ?QKار QHدي، ( vb = -ωb×qb+hbωb  *%<ha = hbو?m J`ل اA.�A~mة ا
#%SU6-�� ا�-�2ور ا-U 1%�رmا #KP6ط JH �K1,? A&" ���1���  :، " �Q9� �D)و�5 = −�� × M� + ℎ���= −Z���� × �Z��M� + ���� + ℎZ����= Z���−����M� + ℎ���� − Z������Z��� ���= Z���� + �����Z����                                          �6.8� 

X�@��  �D-c *%< #%R[ω]RT = [Rω] "� ا�,~JP6 اQ@1O�5 JP6%mCام اUأ J?R ϵ SO(3) 
�1��) 6.8(و ) 6.7(ا�-�Sد^ت . ω ϵ R3و �� ا/���5 �-&S-U J/-P:  

j���� k = j Z�� 0�����Z�� Z��k j���� k                     �6.9� 

°Z!��q  :وھ�ه ا�-�Sد�#  ھ� �5 = ���ÇÈ�q�� 

8 )6.2(�5�ASدة إ�� ?�Sد�# �5AKSP ا��!�ء cر Q2��&� ا�-�Sد�#  Ñ<`� ،i أن ا J-PC7��9 ا�?J ا
�/�� �#���ÖÅ³�q  :ھJ? A ا

*%<:  »#W& = ���³�¶³���´�¶´ … ���ÖÅ³�¶ÖÅ³ 

�- Siوإذا �0;��6 أن  7�A.1�� ھ�SR Aع ا��-��9-.# ا�-�2ور ا���A2i  QDH #15ر ا #Z,D��5
�ـ  #K2.-��1�� " ن ا�Qا�# ا��.6وA5ت، و�5 #P6����  Siا�ShA%# اPA21.� #K"اA-�Ti-1  J/-Pوا

 ���-��-A2ر ا 7�A.1��  iا�6oD إ�%&� H.� أ�&� �SRع اPA21.� §HA!m QS5 +�و�/J ھ�ا . Ti-1وذ
� ر8c اP620 ً�?�-0 �DSP ً�%u�P�%" 6?C+ ا��-�� >�1 اX��-�i-1  8%K���P6# إ�� ا�?J وSh%1&� ا

 #%��2��+ " ن ا�θ1,…,θi-1 A-Sا����Vsi(θ)   #"Aا��ي ھi  A، و-�ھZ5 A,�ط# ?A2ر  J?Js(θ) ا
 ���-��-A2ر ا 7�A.1��  iاX��-��-L1%6ات ا 45�0 �/R �.H #15���?6ZSاً U �" §DH-.# ا�-�2ور ا

θ1,…,θi-1.  

� QPQ20 أQ-Hة ?��A"# ا�%�5AKS و�5/� ?�UA، " ن Uأ J? �@1-�ھ� A�Js(θ)  §,ا6Ujاء ا
 7�A.1�� ا�1D1Oج أSR# اUأ J? �@1-�ھQU #L%X �"Vsi(θ)  Aاء اOC%�ت، >%* ;� A-Hد  Siا

�W ا�-A2ر P ي���7 اA.1�?6ZSاً U �" §DH-.# ا�-�2ور ا���15#، و�/�ZHi  J? Jرة �SR JHع ا
�ـ  #-%c #Pأ �Uأθ  J? >%�� وUأθ = 0 °K".  
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�لL� : �r�D� =�w� ي���! =T��D� =	M	\ ذي �~�H; ء ��و��ت�HDا� ���>_! =;�DC�
 �Tدي وا��� �CD�و =��  :RRRPدورا

� إ�9Pد �5AKSP ا��!�ء �.6وA5ت ا��!��u ذي Uأ J? �@1-�ا¨ن AKDOم hA15%¡ ا6Ujاء ا
-0 ��� دورا�%# و?�X��? #d`d �.H يA12-�ا�-QRRRP  J%Zدي وا>Q ا�,.,.# ا�-�A1># ا

 �/����A"# ا�%i  �5AKSو�DO%6 إ�� ا�A-Sد ). �5)6.2? J?Js(θ)  5ـVi = (ωi,vi).  

  

 �/��� : 6.2ا�� دورا�%# و?�X��? #d`d J? #�A/-��5AKSP ا��!�ء �.6وA5ت ا��!��u ذي ا�,.,.# ا�-�A1># ا
  .RRRPوا>Q-0 Qدي 

و1m�5%�ر . A2-ẑ  *%<ω1 = (0,0,1)ر ھ�5�d A و91P§ �90�5ه ا� Ñ<`�ω1 أن ا���Sع  •
 #~KD��A/1ن ?QZأ اQ<jاd%�ت �Q9 أن  q1اv1 = (0,0,0). 

�1�� ẑھA أ�5�d ً�!P و91P§ �90�5ه ا�-A2ر  ω2ا���Sع  •��5 ،ω2 = (0,0,1) . 1%�رm�5و
 #~KD��1�� . s1 = sinθ1و  q2 (L2c1,L2s1,0) *%< ،c1 = cosθ1ا��5v2 = -ω2×q2 

 .v2 = (L2s1,-L2c1,0)أي 

�1�� θ2و  ẑ  8%c ���; �-&?θ1ھA دا�5�d ً�-u وھA �90�5ه ا�-A2ر  ω3ا�90ه ا�-A2ر  •��5 ،
 Q9�ω3 = (0,0,1) . #~KD�>%* إن  q3 = (L2c1+L3c12,L2s1+L3s12,0)و1m�5%�ر ا

c12 = cos(θ1+θ2) ،s12 = sin(θ1+θ2) أي ،v3 = (L2s1+L3s12,-L2c1-L3c12,0). 

• %mCا ���-�� Q-0دي، " ن و5-� أن ا��? A6 ھω4 = (0,0,0) ���-�، وا�90ه ?A2ر ا
 .SPv4 = (0,0,-1)~� 5ـ 

  :و?Q9� §D أن �5AKSP ا��!�ء A/Pن
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'��4� =
BCC
CCD
0 0 0 00 0 0 01 1 1 00 3
£& 3
£& + 37£&
 00 −3
¢& −3
¢& − −37¢&
 00 0 0 −1FGG

GGH 
�لL� :! =����r دوراD� =M�
�~� ذي \	M	T��D� == !���ي H; ء ��و��ت�HDا� ���>_

 �Tدي وا��� �CD�وRRPRRR:  

 #,-m يA12P ي��AKDOم ا^ن �1D1O�5ج �5AKSP ا��!�ء �.6وA5ت ا��!��u ذي ا�,.,.# ا�-�A1># ا
 Q<دي واQ-0 ��� دورا�%# و?�X��?RRPRRR  �/��U-.# ?�2ور ). 6.3(وا�-J%Z "� ا

H�K��ا/���5 ¡hA? A1%�رھ� ;-�ھm15# 80 ا���  .Qة ا

  

 �/��� : 6.3ا�� دورا�%# و?�X��? >-m J? نA/-��5AKSP ا��!�ء �.6وA5ت ا��!��u ذي ا�,.,.# ا�-�A1># ا
  .RRPRRRو>%Q-0 Qدي 

� اCول ھA "� ا^�90ه  •��-� q1 = (0,0,L1)و1m�5%�ر ا�A2?ω1 = (0,0,1) . #~KDر ا
 �.H ��2�v1 = -ω1×q1 = (0,0,0). 

� ا����� ھA �5^�90ه  •��-� q2 = (0,0,L1)و1m�5%�ر ا�A2?ω2 = (-c1,-s1,0) . #~KDر ا
 �.H ��2�v2 = -ω2×q2 = (L1s1,-L1c1,0). 

•  ���1�� Q-0دي، �5��? Aھ *����� ا��-�� . ω3 = (0,0,0)ا��-�وا�90ه ?A2ر ھ�ه ا
 :ا�Q-1دي SP~� 5ـ
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�7 = Z��� ̂, 4&�Z���	i, −4
� l010n = l−£&¢
¢&¢
−£

n 

•  8�S-��QDرس ا¨ن ا�K,8 ا�@�ص �5Wrist .#~KD��4hA-1? 8 "� اS-� :?6;� ا

MÚ = l 003&
n + Z��� ̂, 4&�Z���	i, −4
� l 03& + 470 n

= l −�3
 + 47�£&¢
�3
 + 47�¢&¢
3& − �3
 + 47�£

n 

�S10 8.� 5ـ S-�  :، وھ�ه ا�-�2ور ھ�θ2و  θ1و�`>Ñ أن ا�90ھ�ت ?�2ور ا

�6 = Z��� ̂, 4&�Z���	i, −4
� l001n = l−£&£
¢&£
¢

n 

�· = Z��� ̂, 4&�Z���	i, −4
�Z��� ̂, 46� l−100 n = l−¢&¢6 + £&¢
£6−£&¢6 + ¢&¢
£6£
£6
n 

�� = Z��� ̂, 4&�Z���	i, −4
�Z��� ̂, 46�Z���	i, −4·� l010n
= l−¢·�£&¢
¢6 + ¢&£6� + £&£
£·¢·�¢&¢
¢6 − £&£6� − ¢&£
£·−£
¢6¢· − ¢
£·

n 

���1��; �"A���-�� ا/��  :وا¨ن " ن �5AKSP ا��!�ء J/-P أن 81P >,�5§ و;�5 §15�1

'��4� = j�& �
 0 �6 �· ��0 −�
 × M
 �7 −�6 × MÚ −�· × MÚ −�� × MÚk 

 

 



ɝس���رو�و
  ا
������ك وا
�#��ل ا
ر��$� وا
�#�م: ا
Robotics: Mechanics, Mathematical Analysis and Control 

 .��ر ����� 
�ط����) 
��رو���إ( ����
149 

6.1.2.  �MQا� ���>_!Body Jacobian: 

 #P�&D.� #%u�!��� وا�,H6# اX��-�"� ا��6Kة ا�,��1D1O�5 �D-c #K5ج ا�QS? J%5 #c`S^ت L0%6 ا
  #15���J وا¨ن AKDOم �1D1O�5ج ا�T˙T-1 .%5 #c`S = [Vs]ا�6ZS? #.?�Sاً U �" �&DH-.# ا�-�2ور ا

 #P�&D��.P�&D# ا�6ZS? #.?�Sاً U �" �&DH-.# ?�2ور ا #%u�!��� وا�,H6# اX��-�?QS^ت L0%6 ا
 #.?�S�� ˙[Vb] = T-1Tا%�-1�، و�&�ا ا�6Lض، " �§ ?J ا�-`8u أ;�6 أن �AKم �5�JH 6%ZS1 ا

�%QU #Lاء اOC%�ت� #.PQZ���M«  :ا�/%D-�0%/� اQ@1O�5 �?�?Cام ا�~KP6# ا = ¡���³�¶³���´�¶´ … ���µ�¶µ                  �6.10� 

  :˙Tو25,�ب 

»E = ¡���³�¶³ … ���µÅ³�¶µÅ³ ª ��� ���µ�¶µ«
+ ¡���³�¶³ … ª ��� ���µÅ³�¶µÅ³« ���µ�¶µ + ⋯= ¡���³�¶³ … ���µ�¶µ��<�4<E + ¡���³�¶³ … ���µÅ³�¶µÅ³��<W&����µ�¶µ4E<W&+ ⋯ + ¡���³�¶³��&����´�¶´ … ¡���µ�¶µ4E& 

  :T-1و25,�ب 

»W& = �W��µ�¶µ … �W��³�¶³¡W& 

�  :�T-1T˙ Q9و6U 5اء ا�Q9اء Ð�� = ��<�4E< + �W��µ�¶µ��<W&����µ�¶µ4E<W& + ⋯+ �W��µ�¶µ … �W��´�¶´��&����´�¶´ … ���µ�¶µ4E& 

 #%H�SR رةA�  :أو 5

Ð� = �<4E< + ��dÅ�Ûµ�Ùµ ��<W&�4E<W& + ⋯+ ��dÅ�Ûµ�Ùµ…dÅ�Û´�Ù´ ��&�4E&               �6.11� 

�1�� " ن �  :، أيJ/-Pn ا�A-9-; �&DH 6%ZS1ع �H6Oت "!�QH #%uدھ�  Vbو�5

Ð� = Ð�&�4�4E& + ⋯ + Ð�<�4�4E<                   �6.12� 

 �; *%<Vbi = (ωbi(θ),vbi(θ))  8%K5 �.S10 �X��-���θ .Q9� �"Aا-�� ا/��  :و�5
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Ð� = �Ð�&�4� Ð�
�4� ⋯ Ð�<�4�� l4E&⋮4E<n
= '��4�4E                                                                         �6.13� 

 #"A��-�، و�5/� أ;�6 )ا�P�&)8,9# ا��S?.# ھ� ?��A"# ا�%U �" �5AKS-.# ?�2ور ا�Jb(θ) Dا
8,9�  .5,�ط# �5AKS%5 �&1%-,0 J/-P ا

 �!�_�6.2 . J? نA/? #<A1�? #.,.O ت ذيA56و� �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%�-1��D�61ض أن ��DPQ ا
n #%��1���A"�ت ا-�5�%QU #Lاء ا §DH ً6اZS?و #.Xو:  » = ¡���³�¶³���´�¶´ … ���µ�¶µ                  �6.14� 

 8,9��  Jb(θ) ϵ R6×n" ن �5AKSP اX��-��5�,�SR °56Pθ˙ ϵ Rn  #H6ع ?QS^ت L0%6 ا
 #.?�S��.P�&D# ا #%u�!��  :?m J`ل ا�-�Sد�# Vb = (ωb,vb)ا

Ð� = '��4�4E                               �6.15� 

��i  #"Aوا�A-Sد -��5�J?Jb(θ) #c`S ا �~SP:  Ð�,#�4� = ��dÅ�Ûµ�Ùµ…dÅÁÛÖÜ³ÂÙÖÜ³ ��#�               �6.16� 

 �Uأ J? +�  .I = n-1, …,1 *%< ،Vbn(θ) = Bnوذ

 J? §�� Q-HCة ?���5AKS5 #"A ا��!�ء، " ن ھ�Dك ?J/-P ً�%u�P�%" �DS أن �,1@.d�-? �و�5/
#"A��ھ�ZH Aرة �SR JHع  �5AKSPVbi = (ωbi(θ),vbi(θ)) ا�8,9، >%* إن ;� A-Hد  أQ-Hة ?

 ���-��-A2ر ا 7�A.1�?6ZSاً U �" §DH-.# ?�2ور ا�P�&D# ا��S?.# و�%< "� U-.# ا�-�2ور  iا
#15���� QPQ20 أQ-Hة ?���5AKP #"A ا�8,9 ھA ��,§ ا6Ujاء ا�-J? �@1 . اUأ J? �@1-�وا6Ujاء ا

� ا�1D1Oج اUأ #�� ا�/%D-�0%/� اQ@1O�5 �?�?Cام QU #L%Xاء اOC%�ت ;-� "� ا�-�Sد%�-1�
)6.14( #-%c #Pأ �Uأ J? §U�1D1O81 اP ���? �/� 7�A.0 ع�SR �، و�/J ?4 "6ق وا>Q ھA أن ;

�ـ θ  �Uأ J? >%�  ."θ = 0 °Kو

6.1.3. �MQا� �ء و!_<���HDا� ���>_! Y�� =�w_ا�: 

#15�����راع ا�6وA5ت 5ـ }s{5ـ  إذا أ��6R إ�� U-.# ا�-�2ور ا #.?�S�، وU-.# ?�2ور ا�P�&D# ا
}b{ �/���5 §15�1; J/-P �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%�-1��Tsb(θ) . #.-9، " ن ا #%u�!��ا�,H6# ا

�9-.# ا�-�2ور ا���15# وU-.# ) ا�P�&D# ا��S?.#(?�2ور ا�~6ف  #Z,D��5 �&DH 6%ZS1�J/-P أن 81P ا
¨�; #.?�S��  :�0?�2ور ا�P�&D# اÐ�� = »E��»��W&                    �6.17� �Ð�� = »��W&»E��                    �6.18� 
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 *%<Vs  وVb #c`S��Z06?:  Ð~�1ن �5 = ���ÓÇ�Ð�� 

 J? ً`;وVs  وVb �/��  :?Z06~�1ن �5�%�5AKS ا�@�ص �5 �&5

Ð� = '��4�4E                  �6.19� 

Ð� = '��4�4E                  �6.20� 

  :و?m J`ل ا�,�J/-P §� " �5 أن �/71

���ÓÇ�Ð�� = '��4�4E              �6.21� 

 #�� ) 6.21(و5!6ب ط6"� ا�-�SدPA21��5 #X�@��5�Qا�# ا�-.K2# اTbs�@�X%# ، وQ@1O�5ام ا
AdM . AdN = AdMN�.H ��2� ،:  

���ÇÓ Ã���ÓÇ�Ð��Ä = ���ÇÓ�ÓÇ�Ð��= Ð�= ���ÇÓ@'��4�4EA 

�1�� " �Q9� �D أن ˙Vb = Jb(θ)θو�S� J2.8 أP!�ً أن ��5 ،Js(θ)  وJb(θ)  J? �-&!SZ5 ن�~Z06?
#c`S�  :m`ل ا

'��4� = ���ÓÇ@'��4�A            �6.22� 

 #K2.-���AdT  �"Aو5�1/5# ا�Qا�# ا-�� ا/���5[AdT]  QSZ�، " ن ا�-�Sد�# أH`ه J/-P 6×6ذو ا
� ا¨�0/���5 �&DH 6%ZS1�  :ا

'��4� = Á���ÓÇÂ'��4�                �6.23� 

��? �.H لA�2����5AKSP #"A ا��!�ء JH ط�P6 ا�c`S# وJ/-P ا? J? 8,9��5AKP #"A ا
#%��1�  :ا

'��4� = ���ÇÓ@'��4�A = Á���ÇÓÂ'��4�                �6.24� 

6.2. =T��Dا�� =	M	Mت ا������� ��و����Mا���ازن ا�: 

0�1O ازنA0 #��< �" 4KP 7.��%/� إذا ;�ن �c 6%aدر H.� ا��DD/-P ،#;62 أن �AKل أن ا�8,9 ا
6��.� #P8,9 ?,�و�و�8KD ا¨ن 5-6اSU# . وإذا ;��� ?2�.# ا�AKى وا��Sوم ا�-~H #KZ.� ا

إذا . �5/� ?�UA وذ�+ �5"61اض أن ھ�Dك Acة ?Moment �? 7.X 8,U �.H 6dµ0�A&م ا��Sم 
�� �SRع ا�AKة، " ن ھ�ه ا?�< �.H 4KP ^ 7.��� ا�8,9 اKd �;6? 7 دورا��ً ;�نZ,0 فAO ةAK
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�JH Q ا�AKةA1-�� ا��Sم اS�5 ��2P ورانQ��.7، وھ�ا ا��.8,9 ا f  �? #%SU6? #~K� لA<p  �"
�Uر�@�gÝÝÞ  :ا��!�ء ا��%��u�P، وھ�ا ا��Sم 6SPف H.� أ�§ ا�Q9اء ا = L × �                             �6.25� 

 *%<r  #~KD��.7 ا�H �Z~10 �1.%&� ا�AKة إ�� ا�J? #~KD ا�p ,9ھA ا���Sع ?J ا�� . 8f اUأ J?و
�-J? #HA-9 ا�AKى وا��Sوم، " ذا ;�ن ?A-9ع ھ�ه ا�AKى و?A-9ع ھ�ه  4h�m 7.X 8,U

 ً�15�d نA/P فAO 7.����6، " ن ا�8,9 ا.� ً�Pوم ?,�و�S�، وJ/-P ا�AKل Stationary §�e5ا
 �/%0�1O ازنA0 #��< �" 4cواStatic equilibrium .PQ9�6 �5��;6 أ�§ U QDH-4 ا��Sوم و?J ا

 #%SU6-��D�< ا�KD~# ا #Z,D�  .79P §� "p ا^��Z1ه أن A/0ن ا��Sوم ?Ameذه �5

 �" 4c0§ وا`X4 و%-U ���; 0�1%/� إذاO ازنA0 #��< �" 4KP تA56و�وJ/-P ا�AKل أن ذراع ا
�/P�1O ازنA0 #�� أذرع ا�6و�0A5ت ا�AاSc#(و"� ھ�ه ا��6Kة AOف �Qرس . >�Uأ J?  #��< �"

�/%0�1O ازنA0 ( ىAK�ا�J%5 #c`S ا�AKى ا�@�رU%# وا��Sوم ا�-~H #KZ.� ا�P�&D# ا��S?.#، وا
� ا�6وA5ت Torquesو�Hوم ا�Qوران X��? J? ���? �; �.H #KZ~-��2�# J/-P أن . ا�وھ�ه ا

 �5�c 6%a ًاراQU #P6< ت�Uدر �O �0 ذوA54 ذراع رو"QP �?QDH ،ل��-�� ا%ZO �.H ،e�D0
.�#;62.  

 #%u�!�� Wrenchesوا�J/-P �1 ا�Rjرة �&� H.� أ�&� ا�A1اءات (وAKDOم Q5اP# 5-6اSU# ا�AKى ا
 7�A.1�2�Aل JH �&%.H ط�P6 د?� )Screw Theoryو"� ?�&Aم �P6o# ا�، وا�J/-P �1 ا

2�Aل �ا�AKى وا��Sوم %25* �0/� ?QKاراً ;-%�ً QOا�O ا�S5Cد، وذ�+ D5�< ا�~KP6# ا�81P �1 ا
H �OاQO ع�SR �/R �.H #Pاو��.� ا�,�H6ت ا��!�JH #%u ط�P6 د?� ا�,�H6ت ا�@~%# وا

�.,�H6ت ا��!�AKDO ،#%uم Q5را%; #O�A20 #%ل ا�AKى ا��!�u%# وذ�+ . ا�S5Cد #Z,D��5 �D-c �-;و
#%SU6-�� ا�-�2ور ا-U J%5 6%%L1�  .QDH ا

 �hا^"61ا �-S��.,�H6ت  ،Virtual WorkوQS5 ذ�+ AOف �1~6ق �-QZأ ا #Z,D��5 J/�و
#%u�!��� ا^"61اH �h.� ذراع ا�6وA5ت ا��ي ا"�Dh61 . ا��!�u%# وا�AKى ا-S�إن QZ? �%Z~0أ ا

 ،#OراQ�2�Aل J? �&%.H ھ�ه ا�4 "� >��# A0ازن AK%O �/%0�1Oد�� إ�� ا�1D%9# ا�QP6� �1 اcأ�§ وا
 #.?�S�� وا�H xD0 �1.� أن أAc #Pة "!�H #KZ~? #%u.� ا�P�&D# ا/�5 #~Z06? نA/1O تA56و.�

�X��-�  .�H 4? �~mوم ا�Qوران ا�-~H #KZ.� ا

6.2.1.  =�~�HDا�<�ى ا�Spatial Forces: 

 #;621-��9-.# ا�-�2ور ا #Pاو���5�!Z° و;-� و�K5�O ��QUً أ�§ ?J ا�Q%9 د?� ا�,H6# اω ϵ R3 
 #.-9��&�ه  #%~@� �P *%25V = (ω,v)/`ن �SRع ا�,H6# ا��!�v ϵ R3  #%u?4 ا�,H6# ا

� ?�P,-� ا�AKة d�-? �ا�,Qا�O ا�S5Cد، " �§ �D�< ا�,A/%O 7Zن ?J ا�-�%Q أن �6Sف و�5/
 #%u�!��وا��ي ھ�ZH Aرة �SR JHع QOا�O ا�S5Cد ��JH �0 د?� �SRع ا�AKة  Spatial Forceا

� ا¨�SR 4?m ϵ R3 �0ع ا��Sم �d`d ا�S5Cد  �d`df ϵ R3 ا�S5Cد /���5:  

� = jg� k                      �6.26� 
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 �/��  .أF = (m,f)  ً�!PوJ/-P ;5�1# ا�-�Sد�# أH`ه �5

�9-.# ?�2ور ?Q2? #%SU6دة #Z,D��5 #%u�!��و�&�ا ا�6Lض، . و�8KD ا¨ن �9P 5د 0-�%� ھ�ه ا�AKة ا
�D�6ض أن �A56? ً�Z.X ً�-,U �DPQط�ً 95-.# ?�2ور ?621;# }b{ . ء�R �; JH 6%ZS1�وL5%# ا

,D��5 #;621-��9-.# ا�-�2ور ا #Z}b{ 61ض أن�D� ،fb ϵ R3  �.H #KZ~-��0%6 إ�� �SRع ا�AKة ا
 #~KD��.p 7ا��-QZأ . ا�-AUAدة H.� ا�8,9 ا #Z,D��5 ً�?�H Q�A0 فAO ���1�وھ�ه ا�AKة �5

�b{:  g{، وA/Pن ھ�ا ا��Sم "� U-.# ا�-�2ور ا�-b{ #;621{إ>Qاd%�ت U-.# ا�-�2ور  = L� × ��                    �6.27� 

  

 �/��  .Fsو  Fbا�J%5 #c`S : 6.4ا

 *%<rb ϵ R3  �2ور-�وAOف �AKم . pإ�� ا�b { #~KD{ھA ا���Sع ?QZ? Jأ إ>Qاd%�ت U-.# ا
� Acة "!�QO #%uاO%# ا�S5Cد  mbوا��Sم  Q5fb?� ا�AKة /R �.HFb = (mb,fb) �&%-,� فAOو ،

-9� #Z,D��5 #%u�!���58,9�AKة ا�  ..# ?�2ور ا

 #15����9-.# ا�-�2ور ا #Z,D�U-.# (و�D�61ض ا¨ن أ�QP6� �D ا�JH 6%ZS1 ھ�ه ا�AKة وھ�ا ا��Sم �5
�D�6ض أن . }s{) ?�2ور ا��!�ء +���fs ϵ R3  #~KD�?�Pp  J%6 إ�� �SRع ا�AKة ا�-~H #KZ.� ا

 #15����9-.# ا�-�2ور ا #Z,D��5 J/��.7 و��-QZأ وا��Sم ا�s{ .0�D{ا�8,9 ا #Z,D�� ?J ھ�ه ا�AKة �5
 #.-9��A/%O:  gن} s{وا�-U �" §DH 6ZS-.# ا�-�2ور } s{إ>Qاd%�ت ا = L� × ��                �6.28� 

 *%<rs ϵ R3  �2ور-��5�p . #Z,Dإ�� ا�s { #~KD{ھA ا���Sع ?QZ? Jأ إ>Qاd%�ت U-.# ا �D.S" �-;و
�ـ Fb J? �; �?Q5 8KD� ،fs  وms .H د�S5Cا #%OاQO #%u�!" ةAc �/R �Fs = (ms,fs) فAOو ،

�9-.# ?�2ور ا��!�ء #Z,D��5 #%u�!���5�AKة ا �&%-,�.  

 J%5 #c`S�� . Fs = (ms,fs)و  AKDOFb = (mb,fb)م ا¨ن QPQ215 ا/�.� 6oD��Z")6.4( J/%� ،
 �PA21��5�Tsb #c`Sا �~S?:  
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»�� = jZ�� ���0 1 k 

/-Pح أن وAhA5 Ñ<`� أن Jfb = Rbsfs���1��; 6m¨�5/.&� ا #��  :، وJ/-P أن �/71 ھ�ه ا�-�Sد� = Z��� ��                        �6.29� 

�5�mb  #c`Sا��Sم  �~SPmb = rb×fb *%< ،rb = Rbs(rs-psb) نA; J? �0e0 #9%1D�، وھ�ه ا
�-�2ور ا���6ZS? #15اً U �" §DH-.# ا rs-psbا�-QKار }s{ §DH ً6اZS? نA/P *%25 §.PA20 79Pو ،

 8,9�وأP!�ً �,1~%4 أن �/71 ا�Rbs . #c`Sوذ�+ JH ط�P6 ا�Q9اء 5ـ } U �"}b-.# ?�2ور ا
�/���5 #K5�,��L  :ا = Z��� �L� − ���� 

�#  mb = rb×fbو?D§ " ن ا��Sم ^Q5 §15�1; ا¨ن J/-Pfs  وms ���1��;:  g� = Z��� �L� − ���� × Z��� ��= �Z��� L��Z��� �� − �Z��� ����Z��� ��= Z��� �L���� − Z��� �������= Z��� g� + Z��� ��������                        �6.30� 

 #%��1�[psb]>%* أ�§ "� ا�,~6 اQ@1O�5 �D-c 6%mCام ا�@�X%# ا
T = -[psb] . J? � mbو#5�1/5 ;

�#  fbو ^Q5ms  وfs J%1�  ):6.30(و ) Q9� �D� " ،)6.29 و?m J`ل ا�-�Sد

jg��� k =  j Z�� 0�����Z�� Z��k� jg��� k               �6.31�     
#K2.-��# ا�AKى ا��!�u%# وQ@1O�5ام X�m%# ا�Qا�# ا^Q5 أو:  �� = Ad�ÓÇ� ���� = �Ad�ÓÇ����                  �6.32� 

�� ا-U 6%%L0 أ�§ "� >�ل Ñ<`� أن J/-P #K5�,�-�2ور، " ن ا�,�H6ت ا��!�u%# و?J ا�-�Sد�# ا
JH �&.PA20 81P ط? �P6�A&م ا�Qا�# ا�-.J%< �" ،#K2 أن ا�AKى ا��!�Q@1O�5 �&.PA20 81P #%uام 

#��1�%#. ?AKDل ھ�ه ا�Qا�  :وJ/-P إ�9Pز ھ�ه ا�m J? #9%1D`ل ا�@�X%# ا

 =�r�Wة ?� . 6.1ا�Ac �DPQ��D�61ض أن f J/1� ،m  ةAK��JH Q اA1-��f �5 �? #~KDا��Sم ا #Z,D�p 
�u�P�%���U �DPQ-.# ?�2ور ?SU6%# . "� ا��!�ء ا �~S? و;�ن}a{ *%< ،fa ϵ R3  وma ϵ R3 

 #c`S��5 �~S0وma = ra×fa ةAK�، و>%* إن }U �"}a-.# ا�-�2ور  mوا��Sم  f، وھ-� 0-�%� ا
ra ϵ R3  �2ور-�6ZS? #.-U �" §Dاً p Hإ�� ا�a { #~KD{ھA ا���Sع ?QZ? Jأ إ>Qاd%�ت U-.# ا
��D أU ً�!P-.# ?�2ور ?SU6%# أ6mى . }a{ا�-�2ور  �~S? و;�ن}b { نA/P *%25fb ϵ R3  و

mb = rb×fb ϵ R3  ةAK�ھU �"}b{ *%< ،rb ϵ R3  A-.# ا�-�2ور  mو ا��Sم  fھ-� 0-�%� ا
 .}6ZS?}bاً U �" §DH-.# ا�-�2ور  pإ�� ا�b { #~KD{ا���Sع ?QZ? Jأ إ>Qاd%�ت U-.# ا�-�2ور 
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 #%u�!��?Z06~�1ن Fb  �-&!SZ5و  Fa، " ن Fb = (mb,fb)و  Fa = (ma,fa)وWP6S15 ا�AKى ا
#%��1���  :?m J`ل ا��c`Sت ا = Ad�ÈÇ� ���� = �Ad�ÈÇ����                 �6.33� 

�� = Ad�ÇÈ� ���� = �Ad�ÇÈ����                �6.34� 

����� و��cأ ا�_�� ا{;��ا �  .6.2.2�Mا� ��	ا���Virtual Work: 

 �%�-1�A/P �?QDHن ا�6وA5ت "� >��# A0ازن �D� " ،�/%0�1O �,1~%4 أن �Q9 أن �5AKSP ا
�.6وA5ت �S5وم ا�Qوران  #.?�S�ا�/%56P �/%0�-D° أP!�ً ا�AKى وا��Sوم ا�-~H #KZ.� ا�P�&D# ا

-�� ا�6وA5توا�AKى اX��? �.H #KZ~ . �-S�وھ�ه ا�J/-P #K%K2 ا�AXAل إ�%&� Q@1O�5ام ?QZأ ا
 �hا^"61اVirtual Workا¨ن §DH ثQ21DO ي��إذا 1m�5 �D-c%�ر U-.# ?�2ور ?SU6%# . ، وا

 #%~m #H6,5 621كP ً�Z.X ً�-,U �DPQ�، و;�ن ھ�ا ا�ω 8,9وH6O# زاو15�dv  #P#، وا"�Dh61 أ�§ 
.�2-� ً�Sh�m ىAc #f  وم�H #.��.m 7`ل "61ة mو?2�� ا�8,9 اZc J? �9D-�� ا-S�، " ن ا

 �? #%D?ز[t0,t1] ���1�� ا?�/1��5 �~SP:  

Work = á ��� + g�� ��Q³
QÊ                       �6.35� 

 #��# ا�AKى وا�,�H6ت ا��!�u%# " ن ا�-�Sد^Q56.35(و (��5 �&15�1; ً�!Pأ J/-P�/�:  

Work = á ��Ð ��Q³
QÊ                             �6.36� 

 *%<F = (m,f)  وV = (ω,v) . Aھ #Z.X م�,Uأ J? نA/? م�o� �Zc J? �9D-�� ا-S�إن ا
#Z.��� ?J ھ�ه اUC,�م ا; �Zc J? �9ةD-�  .Z5,�ط# �ZHرة A-9? JHع اHC-�ل ا

�D�61ض أن ا ،Q<7 وا.X 8,U �Uأ J?و �.H �-&K%Z~0 81P ��2-�2�.# وا��Sم ا-��AKة ا
 6L���.m 7`ل "61ة ز?�D1? #%Dھ%# "� ا�، µ0 *%25دي إ�� ا���Pح Infinitesimal δtا�8,9 ا

7.���.8,9 ا 6L��7 "� >��# A0ازن 0�1O%/�، " ن ا�A/P 8,9ن . ?�1Dهٍ "� ا.��إذا ;�ن ا�8,9 ا
�-H م أيQKP ^ §� " ا�&� ً�15�d .^61ة وھ�ا ا���m 6L`ل ا�J/-P أن  �P��δtح ا�-�D1ھ� "� ا

 �hح ا"61ا�Pأ�§ ا�� �.H §h61��Virtual Displacement . xDP �hا^"61ا �-S�و?QZأ ا
 8,9�� أAc #Pى أو �Hوم �mرH #KZ~? #%U.� ا-H 0�1%/�، " ن,�H.� أ�§ "� >��# ا�A1ازن ا

� أP# ا���P>�ت اUأ J? 6����.7 ھA داP ً�-u,�وي ا��.7ا�. "61اA-,? #%hح 5&� �.8,9 ا
� أ;�H ،6.� أي ��oم ?/Aن -Rأ �وھ�ا ا�-QZأ J/-P أH §-%-S0 ً�!P.� اCذرع ا�6و0A5%#، و�5/

�SZ�1�.# ?S5 4!&� ا? #Z.X م�,Uأ J? . م�oD.�� أP# ا���P>�ت ا"61اA-,? #%hح 5&� Uأ J-"
) �S5 �" �.m §%" ثQ2P^ ي��� ا�-��ل، ذاك ا��oDم ا%ZO �.H#%;62�� )?Q%Kا0§ ا-S�، " ن ا

6��.� �Pن ?,�وA/%O 8,9��.AKى ا�@�رU%# وا��Sوم ا�@�رU%# ا�-~H #KZ.� ا �./�  .ا^"61ا�h ا
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 J? ً��A/? ً�%0A5رو ً�Hذرا �DPQ��# A0ازن  nوا¨ن �D�61ض أن �< �" ً�Scن واA/P *%25 #.Xو
�~6ف 0�1O%/�، و5�6ض أن ھ�Dك Acة ?� و�Hم ?� H �-&K%Z~0 81P.� ا)#.?�S�و?J ). ا�P�&D# ا

 #.?�S��9-.# ?�2ور ا�P�&D# ا #Z,D��5 �&�P6S0 81%O #%-/��%/J ): ا�8,9(ا¨ن " ن U-%4 ا�-�Kد6P ا
 �DPQ�Fb = (mb,fb)  #%ھ�D1? #%D?ل "61ة ز`m #KZ~-�ھ� �ZHرة JH ا�AKة ا��!�u%# ا�@�رU%# ا

 6L���.P�&D# ا��S?.# ) ا�.)#%o2�u�!%# ھ� ا�,H6# ا� Vb = (ωb,vb)، و [t0,t0+δt]"� ا
 #��5�-�Sد �~SP تA56و�� ھ�ا اZc J? �9D-�� ا^"61ا�h ا-S��1�� " ن ا��.6وA5ت، �5)6.35 .(

� ا�-�D1ھ� -S�� ا^"61ا�h " ن ھ�ا ا-S�و5�6ض QHم وAUد �H�%hت "� ا�6وA5ت، "-QZ? Jأ ا
-��79P 6L أن A/Pن ھA ��,§ ا��H J? �0�Dوم ا�Qوران ا��"� اX��-�  :~H #KZ.� ا

Virtual Work =  á ���Ð�QÊãäQ
QÊ �� = á a�4EQÊãäQ

QÊ �� 

 *%<θ˙ ϵ Rn  و ،�X��-�� τ ϵ Rnھ�SR Aع �H6Oت اX��-.�و;-� . ھ�SR Aع �Hوم ا�Qوران 
  :، " �S�Vb = Jb(θ)θ˙Q9� �D.8 " ن 

á ���'��4�4EQÊãäQ
QÊ �� = á a�4EQÊãäQ

QÊ �� 

 `; �" 6L��� U-%4 ا��61ات ا��?D%# ا�-�D1ھ%# "� اUأ J? #KK2? نA/0 79 أنP #�وCن ا�-�Sد
#Pن ?1,�وA/0 79 أنP �&1.?�/? 810 �1�  :ط6"� ا�-�Sد�#، " ن ا�-�Kد6P ا

���'��4�4E = a�4E  
#"�hj�5  �Uأ J? #KK2? مA/0 79 أنP ه`Hأ #-%/�إ�� ذ�+، " �§ وA; 7Z,5ن U-%4 ا�-�Kد6P ا

" �J/-P ( �D أن A/Pن �&� A�H 8%cاθ˙#%uوھUθ˙δt ) �D-%4 ا^���P>�ت ا^"61اh%# ا�-,-Aح 5&� 
�.P �? Q9�:  a = '���4���                           �6.37� 

�8KD ا¨ن 6/15ار ��<  #�، و�/J ھ�ه ا�-6ة AKDOم �5�U JH 6%ZS1-%4 )6.37(طKP6# ا�1D1Oج ا�-�Sد
 #15����9-.# ا�-�2ور ا #Z,D��5 #%-/��J/1  ).ا��!�ء(ا�-�Kد6P اVs = (ωs,vs)  #H6,��0%6 إ�� ا

�.P�&D# ا��S?.#، و  #%u�!��أو (ھ� ا�AKة ا��!�u%# ا�-~H #KZ.� ا�P�&D# ا�Fs = (ms,fs)  #.?�Sا
�AKل QZ? �.H #KZ~? �&�e5أ إ>Qاd%�ت U-.# ?�2ور ا�P�&D# ا�J/-P#.?�S ا( 81P 6Pد�K-�، و;� ھ�ه ا

#15����9-.# ا�-�2ور ا #Z,D��5 �&DH 6%ZS1�ھ� ا�AKة ا�@�رU%# ا�-~6ZS? #KZاً fs  �" �&DHوھ�D . ا
 J%< �" ،#15���ا�-�2ور  ھA ا��Sم ا�@�ر�U ا�-~A< �Zل ?QZأ إ>Qاd%�ت Ums #.-U-.# ا�-�2ور ا

#15�����  :Z06P~�ن m J? �-&!SZ5`ل ا�Fs #c`Sو  Fb" ذا J? ��6;�0 ا��6Kة ا�,�K5# أن . ا = �Ad�ÓÇ����   
  :Z06P~�ن m J? �-&!SZ5`ل ا�Js(θ) #c`Sو  Jb(θ)وأن 
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'��4� = Á���ÇÓÂ'��4�   
 #��J/-P ;15�1) 6.37(" ن ا�-�Sد/���5 �&:  

a = '���4��� = ÃÁ���ÇÓÂ'��4�Ä� �Ad�ÓÇ����= '���4�@ÁAd�ÓÇÂÁ���ÇÓÂA���= '���4���                                                                �6.38� 

���1�� ا/���5 #?�H #L%�5 #%/%0�1,�a  :و�5�+ " �§ J/-P أن �/71 ا�c`S# ا = '��4��                           �6.39� 

�5��Z,2ن أن  �mC4 ا?J(θ)  وF �2ور-��D�U >-.# ا #Z,D��5 �-&DH 6%ZS1��81P . 81&� �? ً�Z ا�aو
 >/%0A56و��%Q ا�AKة �H 8%c QPQ215وم ا�H �"Robotics Q.8 اA1�� ا�`ز?# X��-�وران "� ا

�.-�Sد�# ا�,F  #%/%0�1ا�-S~�ة  J/-P0�1%/�، وO ازنA0 #��< �" 4cت واA56و�وذ�+ �5"61اض أن ا
  .ا�,�K5# أن �D%~S0 أ6R�Z? #5AUة �&�ا ا�,µال

�Qة QDH ط6ف A1-�و�/J/-P J أن 81P ط6ح ا�,µال 5�%�S? #L;,#، أي، ?�ھ� ا�AKى ا��!�u%# ا
�؟ " ذا ;��� ) ا�P�&D# ا�A5)#.?�Sت ا�6وX��-.�ھ�  JTا��H �%Z~0 JH #90�Dوم ا�Qوران ا�-S~�ة 

��S56? #"A# و;�ن �&� ?A/Sس، " �§ ?J ا�Aاh¡ أن ? JH رة�ZHF = J-T(θ)τ . #Pأ �.Hو
 �X��-���A"# )وP,�وي F )#1Oأ;QS5 J? 6Z ا�AKة  n>�ل، إذا ;�ن �SR QS5ع ا-�، " ن ?A/Sس ا

JT نA/%O  ًداAUA? 6%a .#!u�" #P6< ت�Uدر §PQ�. وھ�ا ?� u�P�%" �DSP%�ً أن ذراع ا�6وA5ت 
 A���SZ وX`ت ا�6وA5ت أن 6210ك >�1  J/-P §� " ،ھ�ه #!u���و7Z,5 ا�Qر�Uت ا�P62# ا

 #15�d تA56و.� #.?�S�� ا�-��ل، ا�-%/��%�م ر�H�5 ا�XA`ت ا�-,A1ي (;��� ا�P�&D# ا%ZO �.H
.H ره�Z1Hا J/-P #%دورا� �X��? #d`d J? نA/? #<A1�? #.,.O �3 أ�§ ?%/��%�م ذوR  *%25

� H.� ا�QH�Kة��-5 #1Z�? #.?�S�وھ�ه ا�621;�ت ا�Qاm.%# ا��H JH #-U�Dوم ). A/0ن �&�1P§ ا
 ً�KK2? 6%a �/%0�1,�� ?6R Jط ا�A1ازن اS91O �X��-�وH �.~P.� . ا�Qوران ا�-~H #KZ.� ا

� ا�6و�0A5ت ا�A/P �1ن "%&-S��-��X.&� أ;QS5 J? 6Z "!�ء ا�-&-# أو ا #P62�� ?A-9ع در�Uت ا
 ً�%;6< #!u���� ا�/%D%;( �/%0�-D-�0%/%�ً (ا8O ا�6و�0A5ت ا%.21�� ا��Kدم Q5راO# ا���، وAKDOم "� ا

 ��.@�  .Cذرع ا�6و�0A5ت ا���Inverse Kinematics  ً�%;6< #!u) ا�S/,�(ا

 :Kinematic Singularitiesا���S� ) ا�|­وذ(ا�<�Cر  .6.3

 �1��QPQ215 �D ا�ShA%�ت ا ¡-,0 �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%.21�إن ?��A"# ا�%�5AKS ا�J? #90�D ا
��o2 "� ا�90ه ?Q2د، أو 5�c.%# ا�Qوران  �/�5 #;62��.6وA5ت 5�c.%# ا #.?�S�0@,6 "%&� ا�P�&D# ا

��Aر اK� 62Kinematic;� ا�.A< �o2ل ?A2ر أو ?�2ور ?Q2دة، وھ�ه ا�ShA%�ت �5 �-,0
Singularities . �K0 �1�رh�P%�ً، إن ا�ShA%# ا�A/P �1ن "%&� ا�6وA5ت 6X�c >6;%�ً ھ� 0.+ ا

 #Z06? �&%"Rank تA56و.� �5AKS%���A"# ا? . �5AKSP #"A��? �DPQ��D�61ض أن  ،7Z,�و�D�&8 ا
 8,9��1��Vbi  *%<i = 1,…n، وا���P �1ر إ�� أ0Q-H&� 5ـ Jb(θ)ا��5 ،:  
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Ð� = �Ð�&�4� Ð�
�4� ⋯ Ð�<�4�� l4E&⋮4E<n
= Ð�&�4�4E& + ⋯ + Ð�<�4�4E< 

 #P�&D��9-.# ?�2ور ا #D/--�و?J ھ�ه ا�-�Sد�# �Q9 أن ?HA-9# ا�,�H6ت ا��!�u%# ا�.o2%# ا
�ـ  #%~m #Z%;60 ل`m J? �~S0 تA56و.� #.?�S��-� أن وط�. Vbiا n ≥ 0 #Z06-�، " ن ا

 8,9����5AKSP #"A ا? �&KK20 أن J/-P �1��Aر . ھJb(θ) #1O AاoHC-%# اK�و?Aا4h ا
� ?�5AKSP #Z06 ا�θ  8,9ا�Q20 �;62ث Q2? 8%c QDHدة �ـ S90 �1�D0@�� إ�� ?Jb(θ)  #Z06وا

1� #%.5�K��.6وA5ت ا #.?�S�� ?1O J#، وQDH ھ�ه ا�-Aا4h 0@,6 ا�P�&D# اcأ #%u�!���%Q ا�,�H6ت اA
  .ا�.o2%# "� ا�90ه وا>Q أو أ;�6

 �1��Aر ا�62;� ا¨�W ا��;AD5 �.S1P^ 6ع ?��A"# ا�%�5AKS اK.� �h�P6�إن ا�WP6S1 ا
��1D;6 . �@�1رھ� AOاء ;��� ?���5AKSP #"A ا�8,9 أو ?���5AKSP #"A ا��!�ء ،7Z,�و�-6S"# ا

 J%5 #c`S�  :c#ا�-S~�ة �5�Jb(θ) `Sو  Js(θ)ا

'��4� = j Z�� 0�����Z�� Z��k  '��4� 

 �5AKS%���A"# ا? #Z06? ن " ���1��5Js(θ) #K5�,�. 0,�وي ?Z06# ا�~6ف ا�%-%J? �D ا�-�Sد�# ا
 #K2.-��  [AdT]و�,1~%4 أن �Q;µ أن ?��A"# ا�-HA-9# اPA21.�Tsb سA/S? ً�?دو �&� . J/-Pو

+��1�%# 65ھD# ذ�  :?m J`ل دراO# ا�-�Sد�# ا�@~%# ا

j Z�� 0�����Z�� Z��k j	�k = 0 

 Aھ Q%<و �< �&�، ?-� QPل H.� أن ?��A"# ا�-HA-9# ا�-.K2# ا�,�x = y = 0 #K5و�`>Ñ أن 
�&� دو?�ً ?A/Sس .Z06? J? 6%LP ^ سA/S? �&���A"# أ6mى -5 #"A��1&�، "&�ا و5-� أن QUاء ?

�µP:  rank '��4دي إ�� أن = rank '��4� 

���5AKSP #"A ا�8,9 ھ� ��< ? JH #90�D��Aر ا�62;� اK�أي J/-P ا�AKل أن وSh%�ت ا
���5AKSP #"A ا��!�ء? JH #90�D��Aر ا�62;� اK�  .وSh%�ت ا

.-U 1%�رm%# ا�5/% �.S10 ^ �;62��Aر اK�. # ا�-�2ور ا���15#وJ/-P ا�AKل أe5 ً�!Pن وSh%�ت ا
 ،ً`�? �Zc J? ��61ھ�m�1 ا��DS-5 أ�§ إذا 1m�5 �D-c%�ر U-.# ?�2ور .1@? #15�d�a #%6 ا�9-.# ا
6 �5�~4Z "%-� إذا dµP J� +�� ذراع ا�6وA5ت ;�?`ً ?J ?/�ن ¨6m، " ن ذK� À"�/P ي��اC?6 ا

�.6وA5ت 6X�cة >6;%�ً أم ^ #OروQ-�K# ا�AاJ/-P #2h 65ھ1D&� وھ�ه ا�K2%. ;��� ا�ShA%# ا
 �/���m J?)6.5 )a .(( #.-9`ل ا�6oD إ�� ا #Z,D��5 �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%�-1�>%* إن ا
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�5�T(θ) #Z,Dا�-�2ور ا���15# ا��P #%.XCر إ�%§ 5ـ  �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%�-1�، "� >%J أن ا
 #�AKD-��9-.# ا�-�2ور ا���15# ا)�&��/? 6%%L0 QS5 ر إ) أي��P 5ـ §%�Tˋ(θ) = PT نA/P *%< ،

 �PA21��ـ . ھQK? Aار P ϵ SE(3) �5�dا 8,9��1�� " ن �5AKSP ا��5Tˋ(θ) 5ـ §�، وا�-��ر 
Jbˋ(θ)�.1��; §%.H لA�2�  :، 81P ا

» ˋW&»E ˋ = �»W&�W&�@�»E A = »W&»E  
�.6وJbˋ(θ) = Jb(θ)وھ�ا �DSP أن  �;62��Aر اK�A5ت اXC.� وا�6وA5ت ، أي أن وSh%�ت ا

  .ا��ي L0 80%%6 ?/��§ ھ� ��,&�

  

 �/��� ?�2ور ا�8,9: 6.5ا-U15# و���� ا�-�2ور ا-U 1%�رmا #%�%; JH #.K1,? �;62��Aر اK�) a. (وSh%�ت ا
ا1m%�ر U-.# ?�2ور ) b(ا1m%�ر U-.# ?�2ور 15�d# ?@1.�#، وا��ي L0 À"�/P%%6 ?/�ن QH�cة ذراع ا�6وA5ت  

9.� #�.1@?8,.  

 �;62��Aر اK�� وAh>�ً إ�� >Q ?�، وھ� 0.+ ا�AK0 �1ل أن وSh%�ت اc6ى أmأ #K%K< ك�Dوھ
8,9�� . ھ� أJH #.K1,? ً�!P ;%�%# ا1m%�ر U-.# ?�2ور ا/��6.5(�5�ASدة إ�� ا )b(( 61ض�D� ،

�9-.# ?�2ور ا�8,9 اS? #%.XC~� 5ـ  �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%�-1�� ، "� >%J أن ا�T(θ)-1أن ا%�
 #�AKD-��9-.# ?�2ور ا�8,9 ا �?�?C0%/� ا�-D%/��1�%#) أي L0 QS5%%6 ?/��&�(ا��5�c`S# ا �~S? :

Tˋ(θ) = T(θ)Q *%< ،Q ϵ SE(3) �5�d ارQK? ھ� . #"A���5��Z,2ن ? �me� فAO �Dوھ
�Aر ا�62;� ا��5AKSP JH #90�D ا��!�ء ھ� ��,&� (�5AKSP ا��!�ء K�و�S� J2.8 أن وSh%�ت ا

D�و6U 5اء >,�ب . �0Tˋ(θ)%6 إ�� �5AKSP ا��!�ء �ـ  Jsˋ(θ)، و��5AKP JH #90�( J/1 ا�8,9ا
Q9� أن J/-P °%,5:  

»E ˋ» ˋW& = @»E �A��W&»W&� = »E »W& 

�Aر ا��KZ0 �;62 ��,&� "� >�ل Jsˋ(θ) = Js(θ) 6%%L0وھ�ا �DSP أن K�، أي أن وSh%�ت ا
�S�  .?.#U-.# ?�2ور ا�P�&D# ا
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 #Su����Aر ا�62;� اK�"� ا��9ء ا�-J? �KZ1 ھ�ه ا��6Kة AOف �AKم Q5را�S5 #O >�^ت ا
 J? #�A/-�وا�Q20 �1ث "� رو�0A5ت ا�,.,.# ا�-�A1># ا��O +.1-0 �1 در�Uت ?J ا�P62# وا

#PدQ-0 دروا�%# أو �X��? . �5AKSP ء أو�!��و�S� J2.8 ا¨ن أ�§ J/-P اQ@1Oام إ?� �5AKSP ا
 8,9��، وAOف �,Q@1م �5AKSP ا��!�ء "� دراO# اC?�.# أد��ها%.21�� إ6Uاء اUأ J?.  

 =��
® واI : �Tا�� §	E ن�>c��� ��ن ���راھ���  :wCD�Collinearن دورا

 J%KZ~D? J%دورا� J%.��2�# اCو�� ا�AKDO �1م Q5را1O&� ھ� 0.+ ا�A/P �1ن "%&� ?A2را ?��ا
 �/��واQ-HCة . 2و  1ھ�JP ا�-A2رc60 J/-P JP%-&-� 5ـ و). m �.H)6.6° وا>Q ;-� "� ا

���1���A"# ا�%A/0 �5AKSن ;�? �" J%.��-��&�JP ا #K"اA-�  :ا

Ð�&�4� = j �&−�& × M&k,       Ð�
�4� = j �
−�
 × M
k 

  

 �/���Aر >6;� وذ�+ A/P �?QDHن ?A2را ?��.%H J%KZ~D? J.: 6.6اc #��<Q<وا °m �.  

�.%m �.H J%KZ~D? J° وا>Q9� �D� " ،Q أن �-��5��Z,2ن ω1 = ± ω2وCن ?A2ري ا �meD�، و
°K" #Z��,��  ωi×(q1-q2) = 0وأP!�ً . ھ�D ا�Rjرة اUأ J?i = 1,2 . ن " ���1��5Vs1-Vs2 = 0 ،

�+، . �SKPن H.� ��< ا�@° "� ا��!�ء QOا�O ا�S5Cد Vs2و  QP �-?Vs1ل H.� أن ��" ن و
 #HA-9-���A"# ا�%Vs1,Vs2,…,Vs6 { �5AKS{ا? #Z06?و ،ً�%~m #.K1,? نA/0 أن J/-P ^

Js(θ) #1O J? �cن أA/1O.  

 =����r ���از!= ووا�_= ;� �II : ٍ��Mا��D� =�w� ور�� ���ن �����E  �TواCoplanar:  

d ن "%&� ?�2ورA/0 �1��2�# ا��2�# ا����%# ا�AKDO �1م Q5را1O&� ھ� 0.+ ا�� ?A1ازP# اX��? #d`
 �/��� ھ�ه 5ـ ). 6.7(وواAٍ1,? �" #Sc ?�61ك ;-� "� اX��-�و  2و  1" ذا c615 �D-c%8 ?�2ور ا

3Q9� �D� " ،�/��  :، و1m�5%�ر U-.# ?�2ور 15�d# ;-� "� ا
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 �/��� ?A1ازP# وواAٍ1,? �" #Sc وا>Q: 6.7اX��? #d`d ن ?�2ورA/0 �?QDH +��Aر >6;� وذc #��<.  

'��4� = j�& �& �& ⋯0 −�& × M
 −�& × M7 ⋯k 

ھ-� �K~�1ن � �.H�A2? >ر �SRع ا�Aا>Qة، " �§ �%< �ZSXً أن �Q9 أن اq3  #SRCو  q2و5-� أن 
 ً�%~m #.K1,? �,%�  .ا��`d# أH`ه 

 =���ط_= ;� �<�= وا: IIIا��>�� =����r دوراD� =_ور أر��� ���ن �����Eة�T:  

  

 �/��� دورا�%# ?�K1طK� �" #S~# وا>Qة: 6.8اX��? #S5ن ?�2ور أرA/0 �?QDH #%;6< رA�c #��<.  

 #~K� �" #Sط�K1? #%دورا� �X��? #S5ن "%&� ?�2ور أرA/0 �1��2�# ا�ھAO �Dف �AKم Q5راO# ا
 �/���ه و"� ھ. 4إ��  1و?6ة أ6mى �c615 8KD%8 ھ�ه ا�-�2ور ?J ). 6.8(?�61;# ;-� "� ا

 #;61�-��2�# AKDOم 1m�5%�ر U-.# ا�-�2ور ا���A/P *%25 #15ن ?QZأ إ>Qاd%�0&� ھK� A~# ا��K1ط4 ا�ا
�1��. J%5q1 = …= q4 ا�-�2ور اCرS5# 0.+، و�5�+ �Q9 أن �  :و�5



  ا
� �دس را�� ���ل: ��
�ف

.��ر ����� 
�ط����) 
��رو���إ(����    
162 

'��4� = J�& �
 �7 �6 ⋯0 0 0 0 ⋯K 

~m #.K1,? �,%� ��%�ً، وذ�+ Cن وا>Qاً ?J/-P �&D أن Ñ<`� �.H 71/P أن اCرS5# أQ-Hة اCو
�# ا��`d# أQ-Hة ا6mCى^Q5 #%~m #Z%;60 �/R . رA�K��2�# ?J ا�وJ/-P أن Q20ث ?�� ھ�ه ا

��راع روA5ت ?6R�Z? 4KP �K"6ة "Aق  8�S-�� ا�-��ل، A/P �?QDHن ?6;� ا%ZO �.H ،�;62�ا
W1/�  .ا

 =����r دورا��= �<; O� �IV :�Mا��D� =_أر��Tوا �ٍ:  

� Aٍ1,? �" 4K0 ?�61كX��? #S5ن "%&� ?�2ور أرA/0 �1��2�# ا��AO . 8%c615 8KDف �Qرس ا¨ن ا
 J? �2ور-�� 4إ��  1ھ�ه اX��-�، و�1m�5 8KD%�ر U-.# ?�2ور A/0 *%25 #15�dن U-%4 ?�2ور ا

�2�# إن �SRع ا�Aا>Qة . ShA1?x-y# "� ا�-,A1ي �Aر ا�-91§ �90�5ه ?ωi ϵ R3 2"� ھ�ه ا
 ���-�� iا/��  :A/%Oن ?J ا

�# = å�#��#�0 æ 

 #%SU6? #~K� 5§، " ن أي��? ��  qi ϵ R3و�5/��-�� A2? �.H 4K0iر ا/��  :A/1Oن ?J ا

M# = åM#�M#�0 æ 

Q9� �D� " ���1�  :و�5

�# = −�# × M# = l 00�#�M#� − �#�M#�
n 

���5AKSP #"A ا��!�ء ? J? ��  :ھ� Js(θ)وA/1Oن اQ-HCة اCر45 اCو

BCC
CCD

�&� �
� �7� �6��&� �
� �7� �6�0 0 0 00 0 0 00 0 0 0�&�M&� − �&�M&� �
�M
� − �
�M#� �7�M7� − �7�M7� �6�M6� − �6�M6�FGG
GGH 

 ً�%~m #.K1,? �,%�  .وا�J? �1 ا�Aاh¡ أ�&� 
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 =��
® �|��ك: Vا�� O� =ط�>�� =����r دوراD� =�\ ور�� ���ن �����E:  

 4? #Sط�K1? #%دورا� �X��? #1O ن "%&� ?�2روA/0 �1��2�# اmC%6ة ا�QDO �1رO&� ھ� 0.+ ا�ا
1m�5 8K%�ر U-.# ?�2ور A/P *%25 #15�dن ا�@° ا�-�61ك H Q1-P.� طAل ا�-A2ر �m .D° ?�61ك

ẑ ���-� i  #%SU6? #~KD;qi ϵ R3، و�1m�5 8KD%�ر �K~# ا��K1طJ%5 4 ھ�ا ا�@° ا�-�61ك و?A2ر ا
�.-A2ر i ��1�� " ن ;��5 ،qi  �/��  :، وA/Pنqi = (0,0,qiz)ھ� ?J ا

�# = −�# × M# = @�#�M#^, −�#�M#^, 0A 

 *%<i = 1,…,6 . ء�!��� Js(θ)و�5AKSP ا/���5 ¡Z�P ���1��5:  

'��4� =
BC
CC
CC
CD �&� �
� �7� �6� �·� ����&� �
� �7� �6� �·� ����&^ �
^ �7^ �6^ �·^ ��^�&�M&^ �
�M
^ �7�M7^ �6�M6^ �·�M·^ ���M�^−�&�M&^ −�
�M
^ −�7&�M7^ −�6�M6^ −�·�M·^ −���M�^0 0 0 0 0 0 FG

GG
GG
GH
 

�Aر >6;� وا�J? �1 ا�Aاh¡ أ�&�c #��<.  

��	�= ا����ورة  .6.4�Manipulability: 

�.6وA5ت ا�QKرة  #.?�S��Aر ا�62;�، 0@,6 ا�P�&D# اK�"� ا��6Kة ا�,�K5# رأ�DP أ�§ "� وSh%# ا
�Aر ا�62;� ھ� �ZHرة JH ط6ح . H.� ا�62;# أو ا�Qوران "� ا�90ه وا>Q أو أ;�6K�إن "/6ة ا

&��Aر >6;� أم ^، ذي وQ20 �&" ،J%&Uد "%-� إذا ;��� اc #��< ��.6وA5ت �0/ #OرQ-�%$# ا
 #OروQ-�وھ� أH #5�Uj�5 #%DS? ً�!P.� ا�,µال "%-� إذا ;�ن j�5?/�ن c%�س ?Qى �K0رب ا�&%$# ا

�;62��Aر اK��# ا�< J? . س�%c ن�/?j�5 °K" >%� ،#K%K2�وAUاب ھ�ا ا�,µال ھ8S� A؛ "� ا
�K��# ا�< J? #OروQ-�Aر ا�62;�، إ�-� أQPQ20 ً�!P ا^�90ھ�ت ا�Q? �1ى �K0رب ا�&%$# ا

� ھ�ا ا�1!�ؤل�P ىQ? أي ���.6وA5ت H.� ا�62;#، وإ #.?�S�إن . 10!�ءل "%&� 5�c.%# ا�P�&D# ا
��D ھ5�cThe Manipulability Ellipsoid  ً�%OQD.%# ا�-�Dورة ) xc�� 4~c(إھ.%.�  ¡-,P

�S�15�6PA ا^�90ھ�ت ا��1 1,0~%4 "%&� ا�P�&D# ا �ce5 #;62��.6وA5ت ا #.?"Q&U) " 6ح�DO
5�، " ن ا^�90ھ�ت ا�A?�SدH #P.� ھ�ه ا^�90ھ�ت �DS?( 7.~11O ذ�+ "� ھ�ه ا��6Kة�K-�، و"� ا

 ً�%-oHاً أQ&U �&K"62;# و�  .ا

 #<A1�-�? ¡hADO�A&م إھ.%.� 5�c.%# ا�-�Dورة ?m J`ل ا�-��ل ا��ي QPرس ?%/��%�م ا�,.,.# ا
.H �2وي��.%J دورا�%%J ا�-,A1ي وا�? �2R  �/���5��Z,2ن ). 6.9(;-� ھJ%Z? A "� ا �mC�5و

 J? نA/%O #H6,.� �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%.%21�� "K°، " ن ا?�S�اQ<jاd%�ت ا�PQ/�ر#%0 �.~6ف ا
 �/�� :˙x˙ = J(θ)θا
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 �/���.%J دو: 6.9ا�? J? نA/-�  .2Rرا�%%J إھ.%.� 5�c.%# ا�-�Dورة �-%/��%�م ا�,.,.# ا�-�A1># ا

j	E&	E
k = j3& cos 4& 3& cos 4& + 3
 cos�4& + 4
�3& sin 4& 3& sin 4& + 3
 sin�4& + 4
� k j4E&4E
k    �6.40� 

�ـ  #K"اA-��D�61ض أن ھ%$# ا�6وA5ت اθ 6< رA�c #��< QS0 ^ ن " ���1��5 ،�;J(θ)  �&�A/%Oن 
� إ�� �H6Oت ا�P�&D# ا�J(θ)  #.?�Sو5-� أن . ?A/SسX��-�0-�� �H6O J? ً�%~m ً`PA20ت ا

  #PQ<اA��.6وA5ت، "m J? 4%~1,D`ل ذ�+ أن �,�1D1 أن ا�Qا6uة اUnit Circle  ء�!" �"
.� #.?�S�� إھ.%� "� "!�ء �H6Oت ا�P�&D# ا/R �.H ھ� �X��-�و�-6S"# . 6وA5ت�H6Oت ا

 Q%K��5 �&�%@�0 J/-P #PQ<اA�، وھ�ا ا�� Q%K�J/-P §, ا�θ˙||2 = 1 6%ZS1||ا�,7Z، " ن ا�Qا6uة ا
�.6وA5ت 5ـ  �?�S��# �H6Oت ا�~6ف ا^Q5 §DH||J-1(θ)x˙||2 = 1 . #"A��-�" ذا ;��� 6X�DH ا

J-1(θ) ھ�:  

'W&�4� = jp o¢ �k 

#P�&D�
&E	T  :ا�A/%O #.?�Sن " ن ا��H6O �.H Q%Kت ا + ¦	E&	E
 + c	E

 = 1 

 *%<α = a2+b2  وβ = 2(ab+cd)  وγ = b2+d2 . #�و;-� �S.8 " ن ھ�ه ا�-�Sد�# ھ� ?�Sد
  ).?�K2 دو?�ً  β2-4αγ < 0>%* إن (?6;�ه ھQZ? Aأ اQ<jاd%�ت ) xc�� 4~c(إھ.%� 

�&�ا اjھ.%.� Q2Pد ا^�90 �,%u6��.6وA5ت أن 6210ك ا�-A2ر ا #.?�S�ه ا��ي و"K§ 1,0~%4 ا�P�&D# ا
��H6O Qت(A0 أو أن ( Q&9�� Qcر ?-/J? J اce5)#.mQ-��# ا�,�H6ت ا^Q5 �Dھ Q&9�و"� ). ا

Q&9�5�، " ن ا�-A2ر ا����Aي Q2Pد ا^�90ه ا�62;# ا��ي 1P~.7 ا�QKر اJ? �-oHC ا�K-�وQDH?� . ا
 #%Shت ھ� وA56و��A21%ل إ�� A/0ن ھ%$# ذراع ا �Z~DP �.%.ھjر >6;�، " ن ھ�ا اA�c

#<A-,-��Aر . ?,91P 8%K1§ �90�5ه ا�62;# اK��2�# ا� #OروQ-�و?Qى �K0رب ھ%$# ا�6وA5ت ا
 �,%u6�ا�QS5 �&O�%c J/-P �;62ة ط6ق، ?�`ً، JH طZ,� �P6# اCطAال A2? J%5ري اjھ.%.� ا

�6Lى �&�ه ا�Z,D# ھ� ��.6وA5ت وا� 1وا����Aي، وا�K%-# ا #.?�S��1 �0%6 إ�� أن ا�P�&D# ا
� ا^�90ھ�ت ، و?�� ھ�ه ا�&%$�ت H �.~P.%&� أ>%���ً ; �" #�A&,58 وo1D? �/�5 #;62�1,0~%4 ا

 �<�D-��1�� " �§ و"� ا�&%$�ت ا�L0 �1%7 "%&� ا�QKرة Isotropic . �.Hا8O ا�&%$# ?d�-1.# ا�و�5
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S��62;# ا�P�&D# ا �.�-��2�# ا�&%$# ?�-�d.# ا�-A/0 ،�<�Dن ھ� ا�@%�ر ?6S"# ا^�90ھ�ت ا; ،#.?�
#?�S�� أداء ا�-&-�ت اUأ J? 7O�D-�  .ا

�%�a# ا�,�H �&-%-S0 J/-P #K5.� >�^ت ا�6و�0A5ت ا��!�u%# ذات ا�,.,.# ا�-�A1>#، ودون �ا
� ا^�1D1Oج %X��0 �" ضA@�وا��S5 7.~0 �1 ا�S-.%�ت ا�h�P6%# "� ا�6Z9 ا�@~� (ا

 #9?6Z��وا�?Cا �2�� O.,.# ) ا�@~%# �9Pjد اUأ J? +�AKDOم 5�%�a# إھ.%.� 5�c.%# ا�-�Dورة وذ
�n ≥ 6 .( J/1(در?n  #P6< #U�A1># ذات  +���^ (ھ� ?���5AKSP #"A ا�Jb(θ) ϵ R6×n  8,9و

P&8 "%-� إذا ا�5AKSP ��61m ا�8,9 أو �5AKSP ا��!�ء، و�/J "� ا��Sدة 81P ا1m%�ر �5AKSP ا��!�ء 
< ً�<Ahر أ5,° وأ;�6 وA?Cا �S9� �1( #%~@�، وا�J/-P �1 20.%.&� إ�� ?Z;6# ا�,H6# ا

 #Pاو���1�� Jω(θ) ϵ R3و  Jb(θ) ϵ R3و?Z;6# ا�,H6# ا��;:  

�� = '��4�4E                          �6.41� 

�� = 'ç�4�4E                          �6.42� 

<C J/-P �Dوھ#KP6~�� ا�%�5AKS 5&�ه ا%.215 �D-c ذا�-�وا�,7Z ھA أن ?�&Aم إھ.%.� . Qھ8 أن e,Pل 
 #%u�!��QOا�O ا�S5Cد A/%Oن a%6 د�K%cً، وذ�+ Cن  5�c(ω,v).%# ا�-�Dورة "� "!�ء ا�,�H6ت ا

#%~@��.,�H6ت ا #%u�P�%���.,�H6ت ا��اوJH W.1@0 #P ا�Aا>Qات ا #%u�P�%��;-� أن . ا�Aا>Qات ا
;�1m`ف وا>Qات ا�,H6# ا�@~%# (ي إھ.%.� �K? J%5 4-9Pد.1@? 6P�J? ً�%u�P�%" # >%* ا�/-%�ت أ

#%u�P�%��� AUھ6ي K? �.H%�س ا�~Aل �.�!�ء ا��%��u�P، وا1m%�ر ) ?J ا��D>%# ا/�5 Q-1SP فAO
#%OQD&��.6PQK1ات وا�-S~%�ت ا 4U6P §D/�U&#  و?J. ھ�ا ا�-K%�س ^J/-P أن �AKل A�H §�e5ا�u و

 #%~@��5�,�H6ت ا °K" دQ2-�و;��+ اA/%O) 6?Cن �§ ?vb ϵ R3  8&? �DSأ6mى، " ن اjھ.%.� ا
 #Pاو���5�,�H6ت ا °K" دQ2-��Èھ.%.� ا #Z,D��5ω ϵ R3.(  

5 #~Z06-�� ا�,H6# ا�@~%# اUأ J? +�، Jv(θ)ـ AKDOم ا¨ن 5�%�a# إھ.%.� 5�c.%# ا�-�Dورة وذ
%.5�c �.%.غ إھ��P أن J/-Pو ً�!P�5 أ�~? �/�5 #Pاو��� ا�,H6# اUأ J? +�" ذا . # ا�-�Dروة وذ

�%,� �Rذة  Jv(θ)ا"�Dh61 أن Nonsingular  ـ� #K"اA-�AK1Oد�� ?Jv(θ)  J، " ن QDHθ ا�&%$# ا
 #PQ<6ة وا;Unit Sphare  ء�!���# ?m J`ل ا�Rn Q%K"� ا@�? ،||θ˙||2 = 1 �.%.إھ ��، إ

�&�ا اjھ.%.� �d`dR3 . �&�A/5 ا�S5Cد "� ا��!�ء  #%,%u6�2�Aل H.� ا�-�2ور ا�وJ/-P ا
�ـ  EigenvectorsاSRC# ا��ا#%0 JvJv

T ϵ R3×3 ل`m J? �~SP �,%uر رA2? �، وطAل ;
#K"اA-�  .ا�K%-# ا��ا0%# ا

���1��; �X��-�أو^ً، �AKم �1D1O�5ج : وJ/-P ر8O اjھ.%.� �d`d ا�S5Cد "� "!�ء �H6Oت ا
Jvا�Q9اء 

TJv ϵ Rn×n  1&� ھ�Z0أن ( 3>%* ر �D1%h6�� ً�K"و +�ذات ?Z06# أoH%-# ھ�  Jv(θ)وذ
3 .( 8%K��1�� " ن J? °K" #d`d ا�K%8 ا��ا#%0 �&�ا ا�Q9اء �%,� أX��راً، وھ� "� ا�Aا4c، ا�و�5

�ـ  #d`��JvJvا��ا0%# ا
T .��1�� أH6O #SR# ا��&�ه ا�K%8 ا��ا0%# ھ� �5 #K"اA-�� واSRC# ا��ا0%# اX��-

#%~@��Èھ.%.� "� "!�ء ا�,�H6ت ا #%,%u6�  .ا�8O60 �1 ا�-�2ور ا

�.6وA5ت، " �§ J/-P ا�AKل e5ن اjھ.%.�  #.?�S�و"� >��# a%�ب أP# ا�90ھ�ت ?�!.# �.P�&D# ا
وا�&%$�ت ا�A/P �1ن "%&� اjھ.%.� . ا�-Aا"� ھA أ6cب ?� A/Pن إ�� ;6ة وA/%Oن ھA ا�-Aa6ب "%§
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&%.H �.~P ً�Pا"� ;6وA0 �1�� ا�&%$�ت ?d�-1.# ا�-�D>�، وا�K5 �%-10 �1%-&� ا��ا0%# ا�-K5�~1# وا
#%,%u6� .أطAال ?�2ور اjھ.%.� ا
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45�,�� ا���  ا

=T��Dا�� =	M	Mت ا��  ا���	�� ا���������� ا�W	D� ��و���

Inverse Kinematics of Open Chain Robots  

  

? �Uأ J?م، و�H �/�5 +.1-0 �1�درn  J? #U%/��%�?�ت ا�6و�0A5ت ذات ا�,.,.# ا�-�A1># وا
�&� ?S~� 5ـ  �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%�-1�، " ن T(θ) *%< ،θ ϵ R3 #%!cا�A/P *%25 #P62ن ا

 ��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%.21�� ا¨�0) ا�S/,� أو ا�6R�Z? 6%L(ا/��إذا ;�ن �J/-P : �DPQ أن 0��غ �5
� اPA21��-A.S? >��91?�ً اX ϵ SE(3) لA.2��-~.Aب ?�D ھA إ�9Pد ا�" ،θ   #c`S�ا��K2� �1 ا

T(θ) = X.  �DPQ��D�61ض أن  ،��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%.21��# اe,-� #%O�OCت ا�-,�و�Z1%�ن ا
 �/��. ;-��ل hA0%�2) 7.1(?%/��%�م ا�,.,.# ا�-��u�Dd #<A1 ا�XA`ت ا�-,A1ي ا�-J%Z "� ا

�5��Z,2ن أ �mC�5ت و5 ھ-�ل ا^�90ھ�ت وA56و.� #.?�S�ن ا��ي K" �D-&P° ھ4cA? A ا�P�&D# ا
�/���5 §DH 6%ZS1�� ا�/%D-�0%/� اJ/-P �?�?C ا%�-1�  :ا�@�X# 5§، " ن ا

j	�k = j3& cos 4& + 3
 cos�4& + 4
�3& sin 4& + 3
 sin�4& + 4
� k                    �7.1� 

�، ھ5L1 > L2 A�6ض أن -S��1�� " ن ?HA-9# ا��KDط ا�--/J ا�AXAل �&�، أو "!�ء ا��5 ،
 �.mاQ��W ا�K~6 ا� J%5 رA�2-�و��W ا�K~6 ا�@�ر�ZHL1–L2  �Uرة JH ا�~Aق ا

L1+L2 . #.?�S��4cA? �DPQ ا�P�&D# ا ً�?A.S? ذا ;�ن ")x,y( د "%-� إذاQ2� 7 أنS���%< ?J ا §� " ،
; #c`S.��.-/�ن ا��ي 4K0 "%§ ) 7.1(�ن ھ�Dك >`ً وا>Qاً أو >.%J أو ^ A.< QUAPل  ً�SZ0 +�وذ
)x,y ( §~%2? �.H أو §.mق أو داA~��2�# ا�AO) J? �~S0 J%.< �&%" QUAP �1اء ;�ن �mرج ا�ا

 �/���5 #2hA-�� ا�Ow� �"6-��Hw.� وھ%$# ا �"6-�  ))).m)7.1 )a`ل ھ%$# ا

2��P6¡ إن إ�9Pد ا�� ا)θ1,θ2 ( �Uأ J?)x,y ( ً�ZSX >%� ً�!Pأ Aة ھ�~S-�� . ا/���5�6oD إ�� ا
)7.1 )b(( 6ض أن�و5 ،)x,y ( J? �ذو y  #ZUA? #-%cو  4K0x "� ا�456 اCول، أي أن ;
)�2�� K5%# اCر�5ع 6R�Z? 4Z10ة �D�< اUأ J? لA.2��1�� " ن ا��اوP# )ا��5 ،β  J-h رةA�2-�ا

2�Aل m J? �&%.H`ل A��cن ا�P ، 7%91-[π,0]ا�-�9ل �
&J/Law of Cosines:  3 ا + 3

 − 23&3& cos ¦ = 	
 + �
 

  :و?�1D1,� §D أن

¦ = cosW& ¬3&
 + 3

 − 	
 − �
23&3
 ® 

4
 = 8 − ¦ 
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 �/���6وA5ت ا�,.,.# : 7.1ا ��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%�-1��.%J دورا�%%J ا�? J? نA/-�"!�ء ) 2R) .aا�-�A1># ا
  ��Ow� �"6-��Hw.� وھ%$# ا �"6-�� وھ%$# ا-S�2� ا�&b (�OQD(ا�  .ا

Q9� 7%91�  :وأm J? ً�!P`ل A��cن ا

T = cosW& ¬	
 + �
 + 3&
 + 3

23&�	
 + �
 ® 

  :، " �tan(θ1+α) = y/xQ9� �Dو5-� أن 

4& = tanW& �	 − T 

�ـ  #K5�,��θ2  #%ShAو  θ1ا�K%8 ا #K"اA-��، أ?� ا�A.2ل ا�Ow� �"6-��&%$# ا #K"اA-�ھ� ا�A.2ل ا
�/���5 �~S1" �.Hw� �"6-�  :ا

4& = tanW& �	 + T,           4
 = 8 + ¦ 

و?6ة . " �§ ^ وAUد A.< #PCل ،�m 4K0[L1-L2, L1+L2]رج ا�-�9ل  x2+y2إذا ;��� ا�Qا6uة 
�2�# ا�A/0 �1ن ��.(x,y)  456أ6mى، " ن ا #Z,D��5 �2.�4K0 "� اCر�5ع ا6mCى 6R�Z? 4Z10ة 

  .اCول

 �%�-1��# اe,-�� ا�-�A/0 ،#<A1ن O`,�� رو�0A5ت اUأ J? §أ� J%ZP �2%hA1�إن ھ�ا ا�-��ل ا
�&� >.QS1? ً^Aدة، وھ�ا H.� ا ��.@�� ا�/%D-�0%/� اC?�?�، ا�/%D-�0%/� ا%�-1��# اe,? J? �%KD�
�.6وA5ت  #.?�S�� ا�-S~�ة  QUAP *%<T ا���Pح ?Q2د �.P�&D# اX��-�� c%8 اUأ J?θ . ،#K%K2�"� ا

�6وA5ت ?,Aٍ1 ذي  ��.@�� ا�/%D-��0 ا%�-1��# اe,? x@P �-%" لA.2�" ن ھ�Dك QHد ^ �&�J? �u ا
�� اUأ J? ت`Xو #d`�5 #<A1�? #.,.O ط�KD)x,y ( �" ،�-S�� "!�ء اmدا #ScاA�ا�-S~�ة وا

 �u����5 §%.H �.~P �? ة، وھ�اQuزا #P6< #U0-1.+ در #.,.,��2�# " �§ J/-P ا�AKل أن ا�ھ�ه ا
 �;62�  .Kinematically Redundantا
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 #.,.,��.6و�0A5ت ا��!�u%# ذات ا ��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%.21�� AKDOم Q5ارO# ا���"� ھ�ا ا
1�-��2�#، . A># ا��O +.1-0 �1 در�Uت ?J ا�P62#ا�وA/%Oن ھ�Dك QHد ?J? §ٍ1D ا�A.2ل "� ھ�ه ا

 ��وAKDOم أو^ً 6U 5اء �S5 ا��h6%�ت ا�A< #%~%,Z1ل ا�DZ%# ا�/%D-�0%/%# ا�µ1O �1دي إ
� ?8oS . ا�AXAل �A.2ل 20.%.%#-�0 �&D/�و;-� 6DOى، " ن ھ�ه ا��h6%�ت �%,� PQ%%K0#، و

,�وQS5 ذ�+ AKDOم . .,.# ا�-�A1># ذات ا�,� در�Uت ?J ا�P62#  وا�AاSO# ا^Q@1Oامرو�0A5ت ا
 J0A%� #KP6ط #OراQ5-  نA,"راNewton - Raphson  6%a #KP6~5 لA.2�� إ�9Pد اUأ J?

� H.%&� 5&�ه ا�~KP6# ھ� �ZHرة �2DO �1�� ا�/%D-�0%/� ا�@.��، وا�1D%9# ا%.21�� اu�,-� #%~m
� �K0رQ5 �5ءاً ?JH �uQZ? J%-@0 J 6/0ار �@Aارز?%< ��# رAK0 #-%cد�� "� �&�P# ا�-~�ف إ

�K%K2�2� ا.� . J? لA.2�� J-!1P أP!�ً ?4 ا�-�c�D# طKP6# ?�2و�# ا�AXAل إ�� ا���وھ�ا ا
 ً�%;6< #!u���� ا�-�A1># اO`,�� اUأ.  

7.1.  �D	Wا� ������^�(ا���	�� ا�����cأو ��� ا�� �M�_ا�(: 

#5�1/5 #PاQ5 مAKDO  +.1-0 �1��6و�0A5ت ا�,.,# ا�-�A1># ا��!�u%# ا �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%�-1�ا
  :1O# در�Uت ?J ا�Q@1O�5 #P62ام QU #L%Xاء اOC%�ت ;�¨�0

»�4� = ���³�¶³���´�¶´���Ô�¶Ô���è�¶è���é�¶é���ê�¶ê¡ 

��DPQ " ذ ً�?A.S? ا ;�نX ϵ SE(3) �9دP 5 �DS0 ��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%.21��# اe,? ن " ���1��5 ،
و"%-� AO �.Pف �AKم �SZ5 ا��h6%�ت ا�T(θ) = X . �-%" #%~%,Z1وا�θ ϵ R6  �K20 �1ا�A.2ل 

#��.-,�أ #%.%.21��.,.,.# ا�-�AK0 *%25 #<A1د�� إ�� ا�A.2ل ا #%/%0�-D%/��5�DZ%# ا �.S1P.  

��ع  .7.1.1 Y� �ذج ا�­راع ا��و������PUMA  �r�D� =�\ §	E ا�����ي
=��  :دورا

� دورا�%#  AKDOPUMAم Q5اQ5 #PراA-� #Oذج X��? #1O يA12P �0A5ذراع رو A6وھR 
 �/��?�2ور ) i: (إن ?�� ھ�ه ا�D-�ذج ?J اCذرع ا�6و0A5%# 10-%� 5ـ). 7.2(;-�ھJ%Z? A "� ا

� ا��`d# اmC%6ة �K10ط4X��-�� ?K� �" Q?�S1~# ?�61;#  ا/8(�5�S-�� ?� ) ?6;� ا/%25* �0
 Q?�S1-��8 اS-��.%J اCو�%�K1P Jط�Sن �5/� ) POrthogonal Wrist ،)ii,-� ا�-�?A2ري ا

 ،W1/�� ا�� ) �P *%25 Q?�S1?)iii/`ن ?���-A2ر ?� ً�PازA? نA/P �"6-�� ا�?A2ر ?�
�K"Cا W1/�ا�QDH) 6o ا�/JOffset  W1 أن A/Pن �&� QH�Z0 و?�� ھ�ا ا�ADع ?J اCذرع P-/. ا

 �/���wذرع ا�6وA� J? #%0A5ع )). 7.3(ا ��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%.21��# اe,? إنPUMA  J/-P
�5�-4cA وا����%# S10.� �5^�90ه، وا��c�DDO �1&-� ا¨ن �.S10 ��  .1u�90&� إ�� J%-,c، اCو

6���راع ا #~%,Z��2�# ا�A/P *%25ن ا�PUMA  QDH QH�Z1وA5ت ?A� Jع AKDOم ا¨ن Q5راO# ا
6��.� ً�Pو�,? W1/�� . ا/��9-.# ) 7.2(�5�6oD إ�� ا� #Z,D��5 #SRC4 ا%-U JH 6%ZS1�و�5

 8�S-� p، " ذا أ�D~KO ا�px,py,pz( #~KD(5ـ  p ϵ R3ا�-�2ور ا���15#، و�Z;6? #%-,15ت ?6;� ا
  :، " �Hx-yQ9� �D.� ا�-,A1ي 

4& = tanW& ����  
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 �/��� دورا�%# : 7.2اX��? �O يA2P تA5راع رو�� 4cA-.� #Z,D��5 ��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%.21�?A� Jع  6Rا
PUMA.  

  

 �/��  .ا�-@~° ا�/%)b (�/%0�-Dذراع ?�K"6 ?4 وAUد a (   QH�Z0: (7.3ا

 45�1� θ1>`ً آ6mاً ?�1>�ً �ـ و�`>Ñ أن ھ�Dك . J/-P *%<atan2(.)  J? ً^Q5tan-1 أن �,Q@1م ا
�/���5 �~SP:  

4& = tanW& ���� + 8 

�ـ  A/P *%25π-θ2ن  �.XCا �2�� JH اPQZ�، " ن ;` ا�px,py ≠ 0 J%.2وط.-� أن . θ2ھA ا
>�R ( ً�%;6ذة(" ن ااذراع A/%Oن "� ھ%$# 6X�cة  px = py = 0و�/A/P �?QDH Jن . ?�1>�ن

) �/���ـ ))7.4(ا�6o ا #D/--�  .θ2، وA/%Oن ھ�Dك QHد ^ �&�J? �u ا�A.2ل ا

 �? QH�Z0 ك�D0 أ?� إذا ;�ن ھ≠ d1  �/���2�# ا�A/%O #?�Sن ھ�Dك )7.3(;-�"� ا�، " �§ و"� ا
�# ا��راع ا�%-%�D أو ا��راع ا�%,�ري  θ1>`ن �ـ �< JH 6انZSP) �/��و;-� ھb .((( A( 7.3(ا

� " �Q9� �D أن /��  :، >%*θ1 = ϕ-αواJ? ¡h ا

� = tanW& ���� 
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T = tanW& ë�L
 − �&
�& ì = tanW&
í
î\��
 + ��
 − �&
�& ï

ð 

  

 �/���Aر >6;� وذ�+ A/P ^ �?QDHن ھ�Dك QH�Z0 : 7.4اc #$%ھOffset  عA� J? تA56و� PUMA"� ذراع ا
 �X��? #1O �.H يA12-�  .دورا�%#ا

#c`S��5 �~S5 �����2� ا�  :وا

4& = tanW& ¬����® − tanW&
í
î−\��
 + ��
 − �&
�& ï

ð 

 J%1Pوا����راع ا�6وA5ت ?J ا�A-Dذج  θ3و  QPQ20θ2 اPUMA  #�e,-� �&�J/-P ا¨ن ا�1mا
%u�Dd #PA1,? #<A1�? #,.,� ��.m �/%0�-D%; �  :# ا�XA`ت20.%

cos 47 = L
 + £
 − p&
 − p

2p&p
= ��
 + ��
 + ��
̂ − �&
� − p&
 − p

2p&p
  

 *%<a1 ،a2 �"6-�  :S0~� 5ـ θ3، " ن cosθ3 = Dوإذا �D.SU . ھ-� أطAال وX.�1 ا

47 = tanW& ¬± √1 − ±
± ® 

 #Pاو���1�� θ2وا��; #&5��? #KP6~5 �&%.H لA�2�  :J/-P ا
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4
 = tanW& Ã£LÄ − tanW& ª p
 sin 47p& + p
 cos 47«
= tanW& ¬ �^ − �&���
 + ��
® − tanW& ª p
 sin 47p& + p
 cos 47« 

 #Pاو�.� J%90�D�� ا�-,A1ي θ3  QDHإن ا�J%.2 اX��-��K"APن ھ%$�1 ذراع ا�6وA5ت �u�Dd ا
��Ow� �"6-��Hw.� وا �"6-��2�# ا��S?#، " ن أذرع ا�6و�0A5ت ?J ا�ADع . وSh%�1 ا�"� ا

PUMA  �/%0�-D%/�� ا%.21�?4 وAUد QDH �? QH�Z0 ا�/A/%O W1ن �&� أرA.< #S5ل ?-/QDH #D ا
; ��.@�� ا/���.�راع )7.5(-� ھJ%Z? A "� ا 6,PC4 اhA�، ا�J%1%ShA ا�J%1PA.S 0,-%�ن >.Aل ا

)��Ow� �"6-��Hw.� وا �"6-�، "� >%J أن ا�J%1%ShA ا�,�.J%1% 0,-%�ن >.Aل )"� >���1 ا
�.�راع  J-PC4 اhA��(ا�Ow� �"6-��Hw.� و ا �"6-���1 ا�< �".(  

  

 �/����راع روA5ت ?A� Jع ا�A.2ل اCرS5# ا�--: 7.5ا ��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%.21.� #D/PUMA  دAU4 و?
W1/�  .QDH QH�SZ0 ا

 J? �; 8%c �9دPا^�90ه، أي إ #%!K5 �.S1P �-%" ��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%.21��# اe,? �AKDOم ا¨ن 25
 �Pوا���.AP �-5 .�Lا"� ا�90ه ا�P�&D# ا��S?.# ا�-S~�ة) θ4,θ5,θ6(ا #.&O #�e,-�"P : 7Z,Z#وھ�ه ا

 J/-P �X��-��-�ً 5-�2ور ?Q?�S1ة، " ن c%8 اS? �� ا�Qورا�%# ا��`d# اmC%6ة �0/X��-�;Aن ا
 6.Pأو �Pزوا #HA-9? 1@�دمOا �P6ط JH ھ�QPQ20Euler  ����ا��K5�O �&1�c�D? �-0 �1ً "� ا

� ا�-��ل، ا��Z%;61ت (ا�6اJ? 45 ھ�ه ا�/�1ب %ZO �.HZYX  وZYZ0 #%�%; 7,< +�9-%4 ، وذ
#P6���� QDH ا�ShA%# اX��-�  ).?�2ور ھ�ه ا
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�PUMA  �rأذرع ا��و��ت �Y ا���ع  .7.1.2D� =�\ Y� =�ا��_��= ا����
 =�� :6Rدورا

 PUMAا¨ن AKDOم �5�@1��S5 J? W% ا��h6%�ت ا�-AUAد "� أذرع ا�6وA5ت ?J ا�ADع 
� دورا�%#X��? #1O �.H يA120 �1��§ ا�,-�ت ا�- PUMAا��راع ا�6وJ? �0A5 ا�ADع . وا 8-S

#%��1��.%J اCو�%�K1P Jط�Sن �5/� ?i ( ،Q?�S1: (ا�-�� ا��`A2?)ii ( #dرا اX��-�?�2ور ا
#;61�? #~K� �" Q?�S1? �� . اmC%6ة �K10ط�5 4//��7.6(�5�6oD إ�� ا( #.-U 1%�رm�5 8KD� ،

J%.��-�، و�J/1 2و  1 ?�2ور A/0 *%25 #15�dن �K~# ا�-QZأ �&� ھ� ��,&� ��K0 #~KطA2? 4ري ا
rw ϵ R3  #.-9� #Z,D�� ا��`d# اmC%6ة �5X��-�� ��K0 #~Kط4 ?�2ور ا%�-0 JH رة�ZH ھ�

#15����1�%# J%5 أSR# . ا�-�2ور ا�� AOف AK0د�� إ�� ا��c`Sت اX��-�ا��h6%�ت ا�-K.S1# 5-�2ور ا
 �X��-.� 7�A.1��-H #%SU6.� �0%6 إ�� ا�KD~# ا ri، و Si = (ωi,-ωi×ri)  *%<i = 1,…,6ا

 ���-�  :A2?iر ا

  

 �/��� دورا�%# : 7.6اX��? #1O J? #�A/? #<A1�? #.,.O ذو �u�!" تA56ذراع روR  عAD� J?PUMA ا
8-S-�  .ا

• ω1
Tω2 = 0. 

• ω4
Tω5 = 0  وω5

Tω6 = 0. 

� ا�/%D-�0%/� ا�@.�� J/-P أن 0��غ H.� أ�&� إ�9Pد ا�A.2ل %.21��# اe,?وθ #��.-�Sد:  

���³�¶³���´�¶´���Ô�¶Ô���è�¶è���é�¶é���ê�¶ê = ñ¡W&          �7.2� 

*%<:  q& = ��&, 0� q
 = ��
, 0� q7 = ��7, −�7 × L7� q6 = ��6, −�6 × LÚ� 
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q· = ��·, −�· × LÚ� q� = ���, −�� × LÚ� 

�&�ا ا�-QKار ا�-A.Sم 5ـ  6%�DOو ،�DPQ��1�� . X1 = XM-1وا�~6ف اJ? J-PC ا�-�Sد�# ?A.Sم �و�5
��`ث A~mات ً�K"81 و%O ��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%.21��# اe,? �  :" ن >

�د : 1ا���Wة Q!أ`� إ Y� ا���θ3:  

 #�� ?5rw >��91ـ ) AKDO)7.2م أو^ً 5!6ب ط6"� ا�-�SدPA20 #"A��، وھQU �Dاء �SRع 5-
���1��; #Pد�S��2�# ا��5 8&�P أن J/-P:  

»LÚ = ZLÚ + �,      » = jZ �0 1k 

�ـ  #K"اA-��Z%# ا��`ث اA.�ھ� >6;�ت ذات A~mة X�S4  #P6و  S5و  S4و5-� أن ا�62;�ت ا
� دورا�%#(X��-��&�ه ھ� �K~# واrw  #Sc، و )>%* ;� ا #K"اA-�� اX��-�U �.H-%4 ?�2ور ا

��  ، "-J ذ�+ �,�1D1 أن)>%* إ�&� ��K0 #~Kط4 ?�61;#(ا�62;�ت �è�¶è���é�¶é���ê�¶êLÚ = LÚ 

Q9� �D� " ���1�  :و�5

���³�¶³���´�¶´���Ô�¶ÔLÚ = ñ&LÚ = �&                  �7.3� 

  .ھQK? Aار ?A.Sم p1 = X1rw>%* إن ا���Sع 

 #��J%Z )7.3(وا¨ن �me5 ط�Z��U #.PA ا�-�SدA.1�ھ-� دورا��ن �X"%�ن،  S2و  S1، و5-� أن ا
 #%X�@�� أي دوران  ||Rv||=||v||و1O^�5��دة ?J اUأ J? ً�?دو #KK2-�، " ن vوأي �SRع  Rوا

�0�Z¡) 7.3(# ا�-�Sد:  

ò���Ô�¶ÔLÚò = ‖�&‖ 

� ا��Sم/���# ?J اe,? JH رة�ZH وھ�:  

ò����¶�ò = ¢ 

 *%<S = (ω,-ω×r)  وp ϵ R3  ديQS��1�� " ن  c > 0وا�-QKار ا�;.&� ?�KدA.S? 6P?#، و�5
 8%c �2� ھ�ه ا�-�Sد�. وا��K20 �1 ا�-�Sد�# θ ϵ [0,π]ا�&Qف ھA إ�9Pد ;�� و/��#، و�5�6oD إ�� ا

)7.7( #SRCا WP6S0 4%~1,� �D� " ،z,u,v ϵ R3 ���1��;:  

  = ����¶� ô = � − L 
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� =   − L 

  

 �/��� ا�-�Sد�# : 7.7ا<||e[S]θp|| = c  8%c �9دPjθ.  

 *%<||z|| = c مA.S? ارQK? Aوھ . #SRCط ا�KO 5 م ا¨نAKDOp,u,v,r,z  ديA-S�H.� ا�-,A1ي ا
A2? �.H #~KD��Z%# وا��2وي H.� اA.�÷�õºö  :وQS5 ا�KOjط AOف �Q9 أن. pر ا�62;# ا = � − ������ 

ôõºö÷ = ô − �ô���� 

�õºö÷ = � − ������ 

Lõºö÷ = L − �L���� 

 õºö÷ =   − � ���� 

� " �§ ?J . ھ� ?�Kدrproj #?A.S? 6Pو  uprojو5�Aرة J/-P #%&PQ5 أن �`>Ñ أن /��و?J ا
‖���� �‖  :ا�--/J أن �`>Ñ أن = ‖������‖ = |���| 

  :، " �§ J/-P أن �z||2 = c2Q9||و  zproj = z-(zTω)ωو5-� أن 

ò õºö÷ò
 = ¢
 − ����� 
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�8KD ا¨. و5�Aرة PQ5&%# أP!�ً " ن ھ�ا ا�-QKار ?A.Sم #Pاو��?ψ = θ+ϕ *%< ،ϕ  #"6Sن �U 5د ا
�/���5 J%Z? Aھ �-; . ً�!Pأ �DPQ�  :و

ôõºö÷� @−Lõºö÷A = òôõºö÷ò ∙ òLõºö÷ò cos�4 + ��            �7.4� 

ôõºö÷ × @−Lõºö÷A = �Ì@òôõºö÷ò ∙ òLõºö÷ò sin�4 + ��A      �7.5� 

Q9� 6ة%mCا #�  :و?J ا�-�Sد

�� Ãôõºö÷ × @−Lõºö÷AÄ = òôõºö÷ò ∙ òLõºö÷ò sin�4 + ��      �7.6� 

 J%1�  :�Q9 أن) 7.6(و ) 7.4(و?J ا�-�Sد

� = tanW& ¬��@ôõºö÷ × Lõºö÷Aôõºö÷� Lõºö÷ ®                   �7.7� 

 #Pاو���  ϕوا¨ن J/-P أن �Q2د ا/���6oD إ�� ا�Z" ،7%91�  :J/-P أن �/A��c J?)7.7 (71ن ا

òLõºö÷ò
 + ò�õºö÷ò
 − 2òLõºö÷ò ∙ ò�õºö÷ò cos � = ò õºö÷ò

 

||zproj||و5-� أن 
2 = c2-(pTω)2  م، وA.S? ارQK? Aھ||vproj|| = ||uproj||  ،مA.S? ارQK? ً�!Pأ Aھ

 #Pاو���1�� ϕ" ن ا��; �&%.H لA�2�  :J/-P ا

� = cosW& ëòLõºö÷ò
 + ò�õºö÷ò
 − ò õºö÷ò

2òLõºö÷ò ∙ ò�õºö÷ò ì             �6.8� 

 �/��� " �§ ?J ا�Aاh¡ أ�§ ?J ا�--/J أن ) 7.7(و?J اUأ J? ك >`ن�Dن ھA/Pθ:  4 = � ± � 

" ن ا��KZ~D%O J%.2ن "� >� وا>J%< �" ،Q أ�§ ^ A/0ن �.-�Sد�# >.Aل "%-� إذا  ϕ = 0إذا ;��� 
 #Pاو����9PÈد ھAUA? 6%a) ً�%OQDدة  ϕ;��� ا #.5�c 6%a أي.(  

�د : 2ا���Wة Q!أ`� إ Y� ا���θ1  وθ2:  

�1��J/-P ) 7.3(، " ن ا�-�Sد�# QS5θ3 إ�9Pد �� ا/���5 �&15�1;:  

���³�¶³���´�¶´�
 = �&                      �7.9� 

 *%<p1  ً�!Pم، وأA.S? ارQK? Aھ:  

�
 = ���Ô�¶ÔLÚ 
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�S2 = (ω2,v)  7و  S1 = (ω1,v)و?J ا�Aاh¡ أن . ھQK? Aار ?A.SمA.0 #SRأ JH رة�ZH �-ھ
�1�� " ن ?Z;6# ا�Qوران "� . ?Q?�S1ان ?ω2 �-&!S5 4و  ω1ن �Xفٍ "K°، و 0-�� دورا��5

 #�³¶��³��  :ھ� ا�AO �1ف 81P أ�mھ� �5��Z,2ن) 6.9(ا�-�Sد���´�¶´�
 = �&                    �7.10� 

 �/��7.8(�5�6oD إ�� ا(��ـ ، ?J ا�Aاh¡ أ�§ ;�6ط 6hوري >A/P �1ن ا �2)θ1,θ2 ( ًداAUA?
�1�� Q20د �K15طp1|| = ||p2|| . 4||ھA أن A/Pن �و5�6ض أن ھ�ا ا��6ط ?�K2، " ن ا�A.2ل �5

 �/���5 �-&%��2�# ا�J/-P ،#?�S أن A/Pن ھ�Dك H.� اC;�6 ). 7.8(ا�QاJ%06u ا�-��ر إ�و"� ا
  .>.%J، ?4 ا>1-��%# وAUد >� وا>Q أو QHم وAUد أA.< #Pل

  

 �/��� إ�9Pد ) 7.10(>� ا�-�Sد�# : 7.8اUأ J?θ1  وθ2.  

 J/%� ،#�QK-5ار  ω1ا��ي QPور >Aل  p2ھA ا���Sع  z ϵ R3و5�6ض أ�§ A.< QUAPل �.-�Sد
 #Pاو��2�Aل أH ً�!P.� ا���Sع . θ2ا�QK-5ار ا��اوA<ω1  #Pل  JHp1 طQ0 �P6وz  6PوJ/-P ا

θ1 .71/� أن J/-P �h�Pر �  :و�5/

  = ���´�¶´�
 = �W��³�¶³ 

� U-.# ?�2ور ?Q?�S1ة Q20 *%25د ا��!�ء } ω1,ω2,ω1×ω2{و?J ا�Aاh¡ أن /�0R3 .
، و أن ?p1  �.Hω1 #Z;6ھ� ��,&� ?Z;6# ا���Sع  z  �.Hω1و�`>Ñ أP!�ً أن ?Z;6# ا���Sع 

�1�� " ن ا���Sع . p2  �.Hω2ھ� ��,&� ?Z;6# ا���Sع  z  �.Hω2ا���Sع ��5z -P ً6اZS? §15�1; J/
�0^�; #K5�,�  :U �" §DH-.# ا�-�2ور ا�-Q?�S1ة ا
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  = ��&��&��& + ��
��
��
 ± ¢��& × �
� 

 *%<c ≥ 0 ديQH �5�d Aع . ھ�S���1�� طAل ا��5z #c`S��5 �~SP:  ‖ ‖ = ��&��&�
 + ��
��
�
 + ¢
 

وأP!�ً ھJH �0�� A دوران ا���Sع ( J/-Pp2 ا�Z1Hره ��JH ً�90 دوران ا���Sع  zا���Sع و5-� أن 
p1( أن Q9� �D� " ،||z|| = ||p2|| = ||p1|| . ارQK? �9دPإ J/-P +�، و?D§ " ن c2و1O^�5��دة ?J ذ

� zا���Sع /���5 71/P:  

  = ��&��&��& + ��
��
��
 ± \‖�
‖
 − ��&��&�
 − ��
��
�
��& × �
� 

��9PÈد ھc  §� " ،ً�%OQD، و"� >�ل ;Aن )θ1,θ2(، " ن ھ�Dك >`ً و>%Qاً �ـ c = 0إذا ;�ن  �5�c 6%a
)�%,� ھ�Dك أA.< #Pل �ـ θ1,θ2(.  

�  θ2و  θ1، " ن ا��ي �KZ0 ا¨ن ھA إ�9Pد zو>%* أ�§ QUAP >`ن ?12-`ن �ـ < �; �Uأ J?
�ـ  �-12?z . ً�%Z,� ً`&O 6Z1SP وھ�ا : �S9Z"u1  وz1  °c�,? �-ھp1  وz  �.H 7%061�H.� ا

&�1D1,� �D� " ،:  4 أنH2.� ا�Qا6uة  z و p2ھ-� ?,�z  °cو  u2، و 1ا�Qا6uة  = cosW&�ô&� &� 4
 = cosW&�ô
� 
� 

�د ا��� �: 3ا���Wة Q!θ4  وθ5  وθ6:  

  :و�θ6 .�DPQو  θ5و  θ4، " ن ا�-�KZ1 ا¨ن ھA إ�9Pد >.Aل θ2و  θ1وQS5 إ�9Pد >.Aل 

���è�¶è���é�¶é���ê�¶ê = �W��³�¶³�W��´�¶´�W��Ô�¶Ôñ¡W&= ñ
                                                                                      �7.11� 

 J-PC6ف ا~�ω4وإذا �0;��6 أن . ھQK? Aار ?A.Sم X2>%* ا
Tω5 = 0  وω5

Tω6 = 0  Q9� �D� "
�2�� أن . إ?� أن JPQ?�S1? ��A/P أو ?A1ازω6 J%Pو  ω4أن � ω6و  ω4و�D�61ض "� ا��cA ا

�2�# ا���A/P �1ن "%&� ?A1ازQDO J%PرQ?�S1?ω6 = ω4×ω5 )QS5 �-%" �&Oان، و�5/� أدق �). ا
�PA21�  :وWP6S15 ا

»Ú = jZÚ LÚ0 1 k,     ZÚ = ��6 −�· �6� ∈ SO�3� 

 #�5Twـ ) 7.11(و5!6ب ط6"� ا�-�Sد
-1 Q9�:  »ÚW&���è�¶è���é�¶é���ê�¶ê = »ÚW&ñ
 

��ûÅ³��è��û¶è��ûÅ³��é��û¶é��ûÅ³��ê��û¶ê = »ÚW&ñ
»Ú 
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Twو�`>Ñ أن 
-1[Si]Tw  د�S5Cذات ا �"A��-�� ا%�-1��.Qا�# ا�-.K2# و"�Kً  4×4ھ� �ZHرة JH ا

 �PA21.�Tw
  :وQS5 ا�2,�ب �,�1D1 أن ،1-

���ûÅ³�q�� =
BC
CC
D0 0 0 00 0 −1 00 1 0 00 0 0 0FG

GG
H
 

���ûÅ³�q·� =
BC
CC
D 0 0 1 00 0 0 0−1 0 0 00 0 0 0FG

GG
H
 

���ûÅ³�q6� =
BC
CC
D0 −1 0 01 0 0 00 0 0 00 0 0 0FG

GG
H
 

Twوط��-� أن 
-1X1Tw  لA.2���6، " ن ا��ـ 0,�وي اθ4  وθ5  وθ6  ا¨ن �&%.H لA�2�J/-P ا

�0¨�;:  Z��� ̂, 4&� ∙ Z����i, 4
� ∙ Z���	̂, 47� = Z 

 *%<R  �PA21.�Twھ� ا�-Z;6# ا�Qورا�%# 
-1X1Tw . ـ��1�� " ن ا�A.2ل �ھ�  θ6و  θ5و  θ4و�5

 6.Pأو �Pوا�� #K"اA-���A"# ا�x@�0 �1 ا�- ZYXذات ا��Euler  7%;61�,&� اR:  

4· = atan2 ¬−L7&, ±\L&&
 + L
&
 ® 

46 = atan2�L
&, L&&� 4� = atan2�L7
, L77� 

 *%<rij  6�DS���ij  #"AھA ا-��.�او�DS? 6? �-; ( #P(وھJ?R . Q9� �D ا J%.< ك�Dأن ھθ5  ً�K"و
#Pاو��  .^1m%�ر إ�Rرة ھ�ه ا

Hإ J/-P �5�,��2�# ا�A/P �1ن "%&� ا^�1D1Oج ا�� دراO# اUأ J? §0د�ω4  وω6  �Dوھ ،J%PازA1?
��وا�P أوθ6  6.Pو  θ5و  AOθ4ف A/0ن ا�A.2ل �ـ  #K"اA?Euler  7%;61�  .ZYZذات ا
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� دورا�%#  PUMAو;-� ھA ا��2ل "� ذراع ا�6وA5ت ?A� Jع X��? #1O �.H يA12P ي��ا
6RPاو�.� 6�;Cا �.H J%.-12? J%.< ك�Dن ھ " ، #θ3 ـ� #Z,D�و ) θ1,θ2(، و;��+ ا��2ل �5

)θ4,θ5,θ6( عAD�� أذرع ا�6وA5ت ?J اUأ J?و §� " ���1�ا�-A/P #--Sن ?A-9ع  PUMA، و�5
 Aھ ��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%.21��# اe,-� #.-12-�  .H.� اC;�6 8 = 2×2×2ا�A.2ل ا

��ع  .7.1.3 Y� =ذرع ا��و����BاStanford: 

�� ا�-6"� ا��? JH �%S1Oدورا�%# إذا ا �X��? #1,�?Q6R  Jورا�� "� ذراع ا�6وA5ت ذي ا
�  A�PUMAع /��� Q-0دي ;-� "� ا�� H.� ذراع ا�6وA5ت ?A� Jع )5)7.9-��2� �D� " ،

Stanford . �" �-; °K" 4cA-��5 �.S1P �-%" ��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%.21�وھAO �Dف �AKم Q5راO# ا
 �/��� ا�/%D-�0%/)7.9(ا%.21.� #Z,D��2�# ، و�5�� ا�@.�� "%-� x@P ا^�90ه " �§ ?~�0 �5-�?�ً 

  .و�AK� Jم �H 5د0§ ھPUMA �Dذراع ا�6وA5ت ?A� Jع 

  

 �/��� ا��`d# اCو�� "� ا��راع ا�6وA� J? �0A5ع : 7.9اX��-�  .Stanfordا

� اCول ��-��1 "� >��#  ذراع ا�6وA5ت ?A� Jع  L1?θ1%6 ا��1.+ ا #.d�-? #KP6~P �9دهPإ J/-P
PUMA :θ1 = tan-1(py/px) ) *%<py  وpx  ً6ا�X �,%�� ). ?S~�ة ��D و;`ھ-� ��-�و?L1%6 ا

 �/���1�� J/-P إ�9Pده ?J ا��5 ������1��) 7.9(ا��;:  

4
 = tanW& Ã£LÄ 

 *%<r2 = px
2+py

� θ2و  θ1وھ�Dك >� �dنٍ �ـ . s = pz-d1، و 2/���5 �~SP:  

4& = 8 + tanW& ª����« 

4
 = 8 − tanW& Ã£LÄ 



�

  ا
������ك وا
�#��ل ا
ر��$� وا
�#�م: ا
رو�و���س
Robotics: Mechanics, Mathematical Analysis and Control 

 .��ر ����� 
�ط����) 
��رو���إ( ����
181 

� ا�Q-1دي ��-.�J/-P:  ��7 إ�9Pدھ� ?J ا�d3 #c`Sو?,�"# ا^�,�2ب  + p&�
 = L
 + £
 

�7 = �L
 + £
 − p&=  \��
 + ��
 + ��^ − �&�
 − p& 

561�2� ا�JH �0�D ا�Q9ر ا��ـ و5 ھ-�ل ا 7��,�� �S%d3 ا%.21.� J%.< �.H ��2� �D� " ،
 8�S-�وإذا . �9-.# ا�-�2ور ا����K1P ^z #15ط4 ?4 ا�-A2ر  pا�/%D-�0%/� ا�@.�� ط��-� أن ?6;� ا

A/%Oن  PUMA;�ن ھ�Dك QDH �? QH�Z0 ا�/W1، " �§ و;-� "� >��# ذراع ا�6وA5ت ?A� Jع 
%D%-P رع��  .�ً أو P,�ر�Pً ھ�Dك >`ن آ6mان "%-� إذا ;�ن ا

�  PUMA"� أذرع ا�6وA5ت ?A� Jع �� ا�-6"� ا�Qورا�� 5-���? �PQZ0 80 إذا ،#--S-�ا
  Q-0Stanfordدي، " ن ذراع ا�6وA5ت ا��0�D ھA/%O �Dن وا>Qاً ?J أذرع ا�6وA5ت ?A� Jع 

#--S-��D�< ا�-6ا>� ا�-�6و># �5�C #Z,Dذرع. ا ً�K"81 و%O ��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%.21� وا
ا�-S--#، وا^1m`ف ا�Q%<A ا��ي Q2Pث A/%Oن "� ا�@~Aة اCو��  PUMAا�6وA5ت ?A� Jع 

�θ3 .( ¡Zا�-�9P 5 #K.S1د (%O *����� ا��-.� #%Z�A.�، >%* A/Pن S3 = (0,v3)و?A2ر ا�62;# ا
||v3|| = 1 #Pاو���1�%# θ3، و81P إ�9Pد ا�  :?m J`ل >� ا�-�Sد�# ا

ò���Ô�¶Ô�ò = ¢ 

 �D� �~S? �? ع�SR �Uأ J? +�� ا�-�Sد�# أH`ه c . J/-Pو?QKار QHدي ?p ϵ R3  7UAوذ<
�ـ  #Z,D��5 #%��1�2� ا�-�Sد�# ?J ا�QرU# ا����%# ا� �&�
θ3:  47ا�1mا + 2����7�47 + �‖�‖
 − ¢
� = 0 

H 7��,�2� ا�  .ا�-�Sد�# ھ�ه >� QDو?J ا�~�S%Z ھ�D أن �,�D�1 ا

 :�	�� ا���������� ا�W	D� ا�����ا�� .7.2

2�Aل A.< �.Hل 20.%.%#، ��5 ��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%.21��2�# ا��S? �&%" ¡-,0 ^ �1د^ت ا�"� ا
#%-c6�2�Aل "%&� A.< �.Hل . " �§ 81P ا�.A9ء إ�� إ>Qى ا�~6ق ا�و>�1 "� ا��2^ت ا�J/-P �1 ا

,21��Q@1,0 �? ً�Zم �a #%-c6�� ا�-��ل، �5�J% . #Z,D دc# ھ�ه ا�A.2ل20.%.%#، " ن ا�~6ق ا%ZO �.H
�wذرع ا�6وA� J? #%0A5ع PUMA 4ط�K10 ^ 6ة%mCا #d`��� اX��-�، "� >�ل ;Aن ?�2ور ا

 °Z!��%,� ?Q?�S1ة �5 W1/�� اX��? ن ?�2ورA; 61;#، أو "� >�ل�? Q<وا #~K� �" °Z!��5
�&!S5 4? .ل اA.2�� ا�/%D-�0%/� ا�@.��، "�� ھ�ه ا��2^ت، وJ? ً^Q5 إھ-�ل ا%.21��JH #90�D ا

 #�e,-� �-c6�2� ا.�" �§ J/-P اQ@1Oام ھ�ه ا�A.2ل ;Q5 #~KDاH �" #P-.%# ا6Ujاء ا�6/1اري 
��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%.21�  .ا

 �D1P�aو ،#%~m 6%L�وھ�Dك ا�J? QPQS ا�~6ق ا�6/1ارQ&0 #Pف إ�� إ�9Pد >.Aل �Uور ا�-�Sد^ت ا
,%�� "� ھ�ه ا��6Kة %��1�� (� ?�c�D# ھ�ه ا�~6ق �5%.21�J/-P ا�AU6ع إ�� أي ?4U6 "� ا
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�%`ت أ;�6�0 �.H لA�2�� اUأ J? �-c6��&� �,1~%4 ) ا`m J? �1�وإ�-� 6PA~0 ا�~6ق ا
� ا�-Q@1O�5 �&.< 4%~1,� *%25 7O�Dام /��� ا�/%D-�0%/� ا�@.�� إ�� ا%.21�� ?�Sد^ت اPA20

#%-c6�  .ا�~6ا�u ا

  

 �/��� إ�9Pد �Uور ا�-�Sد^ت a%6 ا�@~%# Newton – Raphsonرا",Aن  –طJ0A%� #KP6 : 7.10اUأ J?.  

� H.� إ>Qى ا�~6ق اO�OC%# "� ھ�ا cCا �.H ءA!�وH.� أP# >�ل، " �§ ?J ا�-�%Q أن �.�K ا
 J0A%� #KP6ھ� ط #KP6~��Aص، وھ�ه ا@��D�61ض أ�Newton - Raphson . �Dرا",Aن  -ا

�61ض أن ھ�ا ا�45�1 5وf(x) = 0  *%< f : Rn → Rnا�-�Sد�# ا�L%6 ا�@~%# �QP6 إ�9Pد �Uور 
J%06? ق�K1R`� �5�c . 45�1��`�K1Rق، " ن ا ���.-Z06# اCو #Z,D�J/-P أن �K1Pرب >Aل  f(x)و�5

 #~KD��1�� x0 ϵ Rnا��;:  

��	� ≈ ��	¥� + ���	 �	¥��	 − 	¥�                 �7.12� 

%<*:  

���	 �	¥� =
BC
CCC
D��&�	& �	¥� ⋯ ��&�	< �	¥�

⋮ ⋱ ⋮��<�	& �	¥� ⋯ ��<�	< �	¥�FG
GGG
H

∈ Z<×<            �7.13� 

 �S95وf(x) = 0  #���A"# ا�Aاردة "� ا�-�Sد-��&� ?A/Sس، " �) 7.13(و5�6ض أن اQ9� �D:  

	 = 	¥ − ë���	 �	¥�ìW& ��	¥�                       �7.14� 
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 45�1��m 45�1~�، " ن ا��9ر m J? �~SP`ل ا�-�Sد�#  �K1Px0رب A95ار  f(x)" ذا ;�ن ا ً�K"و
  .أH`ه

 J0A%� #KP6وراء ط J-/0 �1�اء ھ� إNewton - Raphson 6Uرا",Aن  -إن ا��/6ة اO�%OC%# ا
 45�1.� #%��11? #%~m ر�5ت�K0f(x) ) �/��2� )). 7.10(ا�6o ا.�، " �H Z"x0 �D~�ء QZ? J%-@0أي 

 45�1�و?AK� 8d Jم . m J?x1`ل m 45�0~� و?8d J إ�9Pد ا��9ر  A95x0ار  AK�f(x)م �K-5ر5# ا
 45�1�P,1-6  وھ�ا ا�6/1ار. x2و?8d J إ�9Pد ا��9ر  x1و�/A95 Jار  f(x)?6ة أ6mى �K-5ر5# ا

� ?S? �%K20 81P �1< 45�11%�ر ا��K1رب /�5Convergence Criterion.  

 J0A%� #KP6ط �.H 6اؤھ�U�1 80 إ�را",Aن  - QUAP ھ�Dك ا�J? QPQS ا��D%,21ت وا�6PA~1ات ا
Newton - Raphson Aھ �O�OCا �DHAhA? �KZPو ،�D1&� ھ�c�D? ���J �1~6ق إ �DD/�، و

D%/�� ا%.21�� ?�Sد^ت اPA20 رةA�5 �2.� #.5�c ¡Z�0 *%25 7O�D-�� ا/��-�0%/� ا�@.�� إ�� ا
#%-cم . رAKDO ً^أو �D� " ،#P62�� روA5ت ذي ? #.,.O�A1># و�O +.1-P در�Uت ?J اUأ J-"

 �/��� . �H 5f : R6 → R6دة a�%X# ا�-�Sد^ت ا�/%D-�0%/%# إ�� اS��وھ�Dك ا�/�J? 6% ا�~6ق 
+�  .ذ

 45�1�� ا�/%T(.)  �/%0�-Dو  T(θ) = X *%< ،θ ϵ R6إذا ;�ن ��DPQ ا%�-1�ھ�ZH Aرة JH ا
� ھ�ه  X ϵ SE(3)اC?�?�، و PA215 مAK� ً^أو �D� " ،�D�ھ4hA? A ا�P�&D# ا��S?.# ا�-S~�ة 

 �/���  T(θ)X-1 = Iا�-�Sد^ت إ�� ا/��وQ&5ف 0@�%� ا�-�Sد^ت . X-1T(θ) = Iأو إ�� ا
���aAر81P ا�~J%"6، أيإ�� �S? �Oد^ت ?,K1.# " ن إ>Qى ا �me5 6ق ھ�~:  logñW&»�4� = ½�4� = 0                         �7.15� 

�H6,5 �D# أن  ¡!1P �DوھG(θ)  ةQKS? نA/1O 81Pر�aA.�2�Aل JH �&%.H ط�P6 ا�ا��1 80 ا
6%Z; �/�5 .< �" Q%KS1��Ñ<`� J أي A2.? J,20ظ L5%# ا�@1�J? W% ھ�ا ا �D� " ،#K%K2��ل و"� ا

 6.Pأو �Pط# زوا�OA5 �%�-1�� ا�-��ل Q@1O�5 �D-cEulerام 0-�%� آQ@1O�; ،6mام ا%ZO �.H .
 45�1.� �h��0 6اءUف 10~.7 "� إAO #-%cر #KP6ط #Pام أQ@1Oن ا " +�، وG(θ) Qcوإ�h"# إ�� ذ

45�1.� �ZP6K0 x%@�0 ��� ا�AXAل إUأ J? ت`h��0 ةQH 6اءUإ ��  .1KP!� اC?6 إ�� ا�.A9ء إ

 #.,.,��6و�0A5ت ا �/%0�-D%/�� ا%�-1���5ASت ھA ?�2و�# a�%X# ا�وإ>Qى ا�~6ق ��91وز ھ�ه ا
 J0A%� #KP6~5 #<A1�-�. وذ�+ Q@1O�5ام ?��A"# ا�%Newton - Raphson �5AKSرا",Aن  - ا

8,9�2�Aل J? §%.H ا�c`S# . وAKDOم �5�+ Q@1O�5ام �5AKSP ا�و�S� J2.8 أن �5AKSP ا�81P 8,9 ا
�1��%#ا:  �Ð�� = »W&»E = Á'��4�4E Â 

 *%<Jb ϵ R6×6 .���1�� ا�1��h.� ا/���5 #��  :و�8KD 5�1/5# ھ�ه ا�-�SدÐ��∆� = »W&∆» = �'��4�∆4�                    �7.16� 
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 �2.� ��ا�θ  �1وCن ھ�D"Q ا�O�OC ھA إ�9Pد ا�A.2ل . θ0 ϵ Rnو�D�61ض e5ن �J%-@0 �DPQ أو
 �K20T(θ) = X  �Uأ J?X  4hA5 مAKDO �D� " ،�D�"� ا�-�Sد�# ا�,�X-1  ً^Q5T-1  ،#K5ا�-S~�ة 

�) 7.16(، و6U 5اء ا�PQS1`ت H.� ا�-�Sد�# X-T(θ)  J? ً^Q5∆Tو /���5 �&15�1; J/-P §� ":  �Ð��∆� = ñW&@ñ − »�4¥�A = � − ñW&»�4¥�              �7.17� 

�ـ  ��� اX-1T(θ) �OCو�8KD ا¨ن 6U 5اء ا��K1رب ?J ا�-Z06# اCو/���# ا^Q5:  

ñW&»�4¥� = ����
= � + �q� + �q�
2! + ⋯ 

 *%<[S] = log X-1T(θ) .Q9� �.HCا #Z06-��ñW&»�4¥  :و5 ھ-�ل ا�Q2 ا����� وا�Q2ود ا6mCى ذات ا ≈ � + �q� 
��1D1,�:  '��4�∆4) 7.17(# و�5��PAS1 "� ا�-�Sد = q,          �q� = logñW&»�4� 

 �< �Uأ J? #%��1�  :T(θ) = Xا�1D%9# ا�,�K5# 0~6ح ��D ا�@Aارز?%# ا

)i( ت�%~S-���DPQ و;��+ ا�J%-@1 ا^Q15اX ϵ SE(3)  �u: ا #?A.S?θ ϵ R6. 

)ii(  أن �-�Qه A/0ن ا�1D%9# ا�u�&D%# ا�Q2 ا��ي DH(ھ1ZH A# ا��K1رب  X-T(θ)|| > σ *%< ،σ||ط�
#�AZK? رب�K1��S-.%�ت ا(���1� :، �AKم �5

• 7,2�[S] = log X-1T(θ) . 

•  �2�Jb(θ)∆θ = S  �9دPإ �Uأ J?∆θ. 

•  7,2�θ+∆θ  Aار ھQK-�� ھ�ا اS9و�θ #K5�,� .و?8d J �/6ر ا�@~Aات ا

� �5AKSP ا��!�ء Uأ J? �&1a�%X ً�!Pأ J/-P #K5�,�Amراز?%# ، وA/1Oن Js(θ)ا�@Aارز?%# ا
���1��; ��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%.21��# اe,? �2� #%-c6�  :ا�~KP6# ا

)i( ت�%~S-���DPQ و;��+ ا�J%-@1 ا^Q15اX ϵ SE(3)  �u: ا #?A.S?θ ϵ R6. 

)ii(  أن �-��1�� X-T(θ)|| > σ *%< ،σ||ط�� :ھ1ZH A# ا��K1رب، �AKم �5

•  7,2�[S] = log T(θ)X-1. 

•  �2�Jb(θ)∆θ = S  �9دPإ �Uأ J?∆θ. 

• � 7,2θ+∆θ  Aار ھQK-�� ھ�ا اS9و�θ #K5�,� .و?8d J �/6ر ا�@~Aات ا
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7.3.  ً��S�T =H~�Dا� =T��Dا�� =	M	Mت ا�� :ا���	�� ا���������� ا�W	D� ��و���

 +�� ا�/%D-�0%/� ا�@.�� وذ%.21�� اu�,? �< #%�%; ��� 6oD5ة SP6O# إ���DDO&� ھ�ا ا
�;62��6و�0A5ت ا�,.,.# ا�-�A1># ذات ا����u ا .Pذي و �u�!��-/J ا�AKل أن ا�6وA5ت ا

�2�# " ن �ا�,.,.# ا�-�A1># ھ�u�" A >6;%�ً "� >�ل ;�ن P-1.+ >6;%# أ;�1O J? 6#، "� ھ�ه ا
 ��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%.21��# اe,?X = T(θ)  *%<dim(θ) > 6 ًداQH #?�S��2�# ا�، 0-1.+ "� ا

� أS? #-%c #P~�ة �ـ Uأ J? لA.2��9-%4 ا�A.2ل ا�--/D# ھA وا. J? ً�%u�&� ^X ا �.%.21��x%@�1 ا
�.6وA5ت #%;62��+ A/%Oن . QU 7SXاً، >�1 ?4 وAUد "h6%�ت �.H °%,Z1.� ا�DZ%# ا��و

��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%.21��# اe,-� #%.h��1��%L# ا�� ا< �.H ����ا�,H6# : 60;%��� "� ھ�ا ا
،�D��.6وA5ت ?S~�ة  #.?�S��.P�&D# ا #5Aa6-��  ا��!�u%# اX��-�وا�-~.Aب ھA إ�9Pد �H6Oت ا

 #%O�D-��9-.# ?�2ور ( ˙V = J(θ)θوا�θ˙  �K20 �1ا #Z,D��5 �&DH 6%ZS1�ھ�ه ا�-�Sد�# J/-P ا
�9-.# ?�2ور ا��!�ء #Z,D�) n-6(، " ن ھ�Dك J(θ) ϵ R6×n  *%<n > 6وCن ). ا�8,9 أو �5

  .˙J? #.u�Hθ ا�A.2ل �ـ 

 �Uأ J? لA.2��& ˙θإن إ>Qى ا �1�2� ا�-Aا"� �.~PA.# وا�� ?4DK? �u�P�%" �DS إ�� >Q ?�، ھA ا
 #P6LXCت >6;# (اA56و�� اP6LXC# اC?6 ا��ي P/,7 اX��-�2� ا�-Aا"� �,�H6ت ا�أي ا

#,.O #%5�%,1§ ا¨ن) ا�OراQ5 مAKDO ي��، ˙HA-9? J-h J-"V = J(θ)θ# ا�A.2ل �ـ . وا
 �2��D�61ض أ�JH *2Z� �D اθ˙ A~�A/0 *%25ن ا�-�Sد�#   ||˙P||θ.# اP6LXC# وا��ي P-1.+ ا

 #.PA~��1�%# ||.||ا�,�6S0 *%< ،#KK2? #K5ف ا�  :�5/.&� ا��Sم ?m J`ل ا�c`S# ا

ò4Eò = \4E ��4E  
 #%&1D?و #ZUA?و #.d�-1? �? #"A��? �Uأ J? +�� ا�-��ل، إذا ;��� . Q ϵ Rn×nوذ%ZO �.S"

� ?K5�~1#، " نX��-���U  #"A-%4 ?62;�ت ا-���A"# ا�Aا>Q #PQا-�وإذا ;��� . A/1Oن ھ� ا
� ?�O�%c Jت ?@1.�# X��-�� ا�-��ل، أن A/0ن ا�-62;�ت ?@.1�J? # >%* (?62;�ت ا%ZO �.H

��QK?( #"Aار ا�,�H6ت ا�--/J إ>6ازھ�-��1�� " ن ا��5 ،Q  #"A��81P ا1m%�رھ� A/0 *%25ن ?
A1? رھ��~c6 أX�DH J? 6�DH �ا"c 4? ً�K%�س ا�-62ك ا�-Aا"� �5/� �,P6~c �Z#، وA/Pن ;

  .?K5 4%# ا�-62;�ت

 #%��1��5�c`S# ا �~SP #P6LXCا #.PA~�2� ا�-H Q-1S.� ا�J/-P ا�AU6ع إ�� أي ?4U6 "� (إن ا
+��.J? �K21 ذ �~@�  ):ا�6Z9 ا

4E = �'��'�'��W&Ð 

 *%<θ˙  #��+ ?m J`ل ا��PAS1 ا�-6R�ZوJ/-P ا�J? Q;e1 ذ ˙�K20V = J(θ)θ ا�-�Sد . Ñ<`و�
��JQJ-1 ϵ Rn×n #"Aأن -�ا�-,�وP# (ھ� ا�Z06# اJ(θ)  #%-oHC، و?D§ " �§ ط��-� ;��� رZ0# ا
�Aر >6;�) (6�ـ c #��< �&%" �/�10 ^ �1�ھ�  JQJ-1، " ن )وا�À"�/0 �1 ھ%$# ذراع ا�6وA5ت ا

���R 6%a #"Aذة دو?�ً ? . �X��-�ھ� ا�-~.J/-P §� " ،#5A اQ@1Oام ا�θ(t)  #c`Sوإذا ;��� c%8 ا
#%��1�  :ا



�

  ا
� �دس را�� ���ل: ��
�ف

.��ر ����� 
�ط����) 
��رو���إ(����    
186 

4�� + ∆�� = 4��� + ∆� ª�'@4���A� Ã'@4���A�'@4���A�ÄW&« Ð��� 

 *%<V(t) تA56و.� #.?�S��.P�&D# ا �&K%K20 بAa6-��# . ھ� ا�,H6# ا��!�u%# اe,-� �2�وھ�ا ا
QDH ًاQU Q%�? ��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%.21�?� A/Pن ا�-~.Aب ھK20 A%� ?,�رات ?Q2دة �9-.# ا

�.6وA5ت، أي أن  #.?�S��m �D`ل "61ة ز?Q2? #%Dدة  X ϵ SE(3)?�2ور ا�P�&D# ا �~SP[t0,t] ،
 �X��-�  .ا�-Aا"θ(t) #Kوا�-~.Aب ھQPQ20 A ?,�رات ا

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



  ا
������ك وا
�#��ل ا
ر��$� وا
�#�م: ا
رو�و���س
Robotics: Mechanics, Mathematical Analysis and Control 

 .��ر ����� 
�ط����) 
��رو���إ( ����
187 

J?���� ا���  ا

=>	Zا�� =	M	Mت ا��  ا���	�� ا���������� ��و���

Kinematics of Closed Chain Robots  

  

 #.,.,��-J? #HA-9 ا�XA`ت A20ي >.K# وا>Qة أو أ;�H �.~P 6.%&� ا8O ا #%;6< #.,.O #Pإن أ
 #K.L-�� ا�-Closed Chain . ���; #K.LاO`,�� ھ�ا ا�ADع ?J ا�-� #.�?Cا J? QPQS�وھ�Dك ا

� ا����� ?J ھ�ا ا�/�1ب، Q5ءاً ?��� JFour ?%/��%�م ا�XA`ت ا�Qc �H�56ر ?6ت ?�DS "� ا
Bar Linkage  #�D? ��? #K.L-�� اO`,�ا�-,A1ي وAX^ً إ�� ا�-%/��%�?�ت ا��!�u%# ذات ا

� ا�/%AUStewart - Gough . �/%0�-Dف  -A%1Oارت %.21�� AOف �AKم Q5راO# ا���و"� ھ�ا ا
� ا�-K.L# ?4 ا�J? WDX �.H �%;61 ھ�ه ا�6و�0A5ت O`,��6و�0A5ت ا §%.H �.~P �? دة�H ي��وا

 #PازA1-�، وھ� رو�0A5ت ذات Parallel Robots #K.L? #.,.O) ا�1�H6%#(ا8O ا�6و�0A5ت ا
 J? #HA-9? ل`m J? �-&!S5 4? J%1.��QH�c J? Wة 15�d# وأ6mى ?1? #;621e10"�UرCا" ،

 �S5 �" J/�� ا�-�A1>#، وO`,��A/0 �? ً�Zن ?QDرWDX J-h #U ا�a �UرCن وھ�ه ا�%<Cا
#K.L-�� اO`,�� ?QDرWDX J-h #U اUرCن ھ�ه اA/0.  

 J? ل�/RC8.1(ا ( ����SZ ا�6و�0A5ت ا�-A1ازP# وا�-6Sو"# H.� ) 8.3(إ #.�?Cا �S5 ¡hA0
�# A%1Oرات . �~�ق واJ? 4O ا��K%Z~1تD? ف  -إنAUStewart - Gough  JH رة�ZH ھ�

@1,P Aوھ ،#P62�Qم �5/� وا�K%Z%~0 �" 4Oت ?�2;�ة ا�62;# ?%/��%�م �O +.1-P در�Uت ?J ا
� �Hم A/0ن Q@1,P �-; .J%~-� �.Hم ;2,�س QOا�O ا�-�2ور �.AKة وا��Sم/�5 #�D-�: وھ�ه ا

 Aول ھCا °-D�� �Hم وا>UPS Q×6ا��? J? نA/? �&D? �; #1,�� اUرCن اA/0 §%" ،U 
 Q<دي واQ-0 ��� ;6وي  Pو?��� ا�,1# ، و"%SPS×6ا�D-° ا����� ھS . Aو?�UرCن اA/0 §

� Q-0دي وا>D%5 Q&-�، و�`>Ñ أ�§ "� ��.%J ;6وH JP.� اCط6اف و?��? J? نA/? �&D? �;
 �uاA1�� ا�,1#(ا�D-° ا����� " ن ا�Qوران ا^UرCل ?�2ور اA< ( #;6< �.H 6%de0 أي §� >%�

#;621-��# A%1Oات . ا�QH�Kة اD? مQ@1,0 �?QDH-  فAUStewart - Gough  ة ;2,�سAK.�
� ?6ة Z~0 �&%" 81P%� أي ; �" #%.mدا #%~m ىAc §UاA1O #1,�� ا�Q-1دP# اX��-�وا��Sم، " ن ا
Acة �mرH #%U.� ا�QH�Kة ا�-621;#، وK5%�س ھ�ه ا�AKى ا�@~%# ا�Qاc 6PQK0 �DD/-P  #%.m%-# ا�AKة 

#KZ~-�?J ا�P62#، ھ�ZH Aرة JH ?%/��%�م ذي d`ث در�Uت  Deltaإن روA5ت د��1 . ا�@�رU%# ا
�.6وA5ت #15����.QH�Kة ا #PازA? �KZ0 §� #;621-�وA; 7Z,5ن . و1P-%� ھ�ا ا�6وA5ت e5ن ا�QH�Kة ا

� ا�Qورا�%# ا�-AUAدة "� ا�QH�Kة ا���15# ا�PA.S#، " ن ا�UCاء X��-�1�.# ?4 ا? #d`��ا�-62;�ت ا
 �1��6وA5ت د 4-,P ي��. D15�%� >6;�ت QU #SP6Oاً  Deltaا�-A/1O #;621ن m�%�Z,� #%�ً، اC?6 ا

 >Z%./Pت إA5إن روEclipse  #P62�ھ�ZH Aرة JH ?%/��%�م آ�O +.1-P 6m در�Uت ?J ا
 6%L0 #%.5�c +.1-0 #;621-��J-h WD ا�6و�0A5ت ا�-A1ازP#، و"� ھ�ا ا�6وA5ت " ن ا�QH�Kة اPو

�wرض، وأ5�c �!P.%# ا�Qوران QK-5ار  ˚90±ا^�90ه QK-5ار  #Z,D�Aل ا�-A2ر > ˚�5360
��Ac���  .ا
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8% �5�-�Kر�# ?4 ?��1�� ا�-K.L# 10%¡ ا�-�9ل �AUAد QHد J? 8@h اO`,�إن ?%/��%�?�ت ا
�&� 6Z1SP أ;�6  �/%0�-D%/�� ا%.21�� ا�-K.L#، و�%< ?J ا�-��ÀU أن �S.8 أن اO`,�?%/��%�?�ت ا

�,-J%1  وھ�ا.  4Z1P Q%KS1�ا
 �D2D-�� ا�-��ل، ا�,~¡ ("!�ء ا�&%$# ا%ZO �.H
�.Hأ #PQSُ5 #Z06? J? �H�SR 1§ "� "!�ءa�%X J/-P د�S5Cد اQS1?( ،)ii ( �X��-�� ا; �,%�

Non )Passive .( دAUإن و
 #; َّ62-�� اX��-�;#  ?A; #K%K< 4ن QHد ا َّ62-�� a%6 اX��-�� ھ�ه ا�?Actuated  �91وزP Qc

 +P621�� ھ�ه ا�-%/��%�?�ت H �.~P.%&� ا8O ا�-%/��%�?�ت ذات ا�?
� ا�/%D-�0%/� أ?6اً h��1��# اe,? °K" �S9P ^  �5 ،ً�ZSX

�.6و�0A5ت ذات  �D1Oدرا QDH �D� 6&o0 8� �;62��Aر اK�إن ذ�+ QKPم أ�Aاع QPQUة ?J >�^ت ا

  

Stewart .  

  

  ا
� �دس را�� ���ل

  ����  

8% �5�-�Kر�# ?4 ?��1�� ا�-K.L# 10%¡ ا�-�9ل �AUAد QHد J? 8@h اO`,�إن ?%/��%�?�ت ا
�&� 6Z1SP أ;�6  �/%0�-D%/�� ا%.21�� ا�-K.L#، و�%< ?J ا�-��ÀU أن �S.8 أن اO`,�?%/��%�?�ت ا

#<A1�-�� اO`,��-%/��%�?�ت ا �/%0�-D%/�� ا%.21�. Q%KS0اً ?J ا
#K.L-�"!�ء ا�&%$# ا�-AUA?) :i ( �D2DدJ%0 "� ?%/��%�?�ت ا�,.,.# ا

�.Hأ #PQSُ5 #Z06? J? �H�SR 1§ "� "!�ءa�%X J/-P د�S5Cد اQS1?
 #; َّ62? �,%�Non-actuated?�ودة 5-62;�ت، أي J/-P ا�AKل أ�&� 

 #; َّ62-�� اX��-�;#  ?A; #K%K< 4ن QHد ا َّ62-�� a%6 اX��-�� ھ�ه ا�?
� ھ�ه ا�-%/��%�?�ت H �.~P.%&� ا8O ا�-%/��%�?�ت ذات ا�P621+ (درP6< #U# ا�-%/��%�م �?

Redundantly Actuated ( ً0%/� أ?6ا�-D%/�� اh��1��# اe,? °K" �S9P ^
�.6و�0A5ت ذات  �D1Oدرا QDH �D� 6&o0 8� �;62��Aر اK�إن ذ�+ QKPم أ�Aاع QPQUة ?J >�^ت ا

#<A1�-�  .?%/��%�?�ت ا�,.,.# ا

 �/���# A%1Oارت : 8.1اD?–  فAUStewart – Gough

 �/��  .DeltaروA5ت د��1 : 8.2ا

ا
� �دس را�� ���ل: ��
�ف

8% �5�-�Kر�# ?4 ?��1�� ا�-K.L# 10%¡ ا�-�9ل �AUAد QHد J? 8@h اO`,�إن ?%/��%�?�ت ا
�&� 6Z1SP أ;�6  �/%0�-D%/�� ا%.21�� ا�-K.L#، و�%< ?J ا�-��ÀU أن �S.8 أن اO`,�?%/��%�?�ت ا

#<A1�-�� اO`,��-%/��%�?�ت ا �/%0�-D%/�� ا%.21�Q%KS0اً ?J ا
#K.L-�?AUAدJ%0 "� ?%/��%�?�ت ا�,.,.# ا

�.Hأ #PQSُ5 #Z06? J? �H�SR 1§ "� "!�ءa�%X J/-P د�S5Cد اQS1?
 #; َّ62? �,%�?�ودة 5-62;�ت، أي J/-P ا�AKل أ�&� 

 #; َّ62-�� اX��-�;#  ?A; #K%K< 4ن QHد ا َّ62-�� a%6 اX��-�� ھ�ه ا�?
درP6< #U# ا�-%/��%�م 

 �u���Redundantly Actuatedا
�.6و�0A5ت ذات  �D1Oدرا QDH �D� 6&o0 8� �;62��Aر اK�إن ذ�+ QKPم أ�Aاع QPQUة ?J >�^ت ا

#<A1�-�?%/��%�?�ت ا�,.,.# ا
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 >Z%./Pم إ�%��/%?Eclipse.  

� ا�/J/-P �/%0�-%D أن 81P و��1D;6 أP!�ً أ�§ QDH د%.21�� ا�-�A1>#، " ن اO`,�راO# رو�0A5ت ا
 �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%.21�� ا�-��ل، Q@1O�5) JHام ط6اx@P �-%" �? ً�HA� #.&O �u ا%ZO �.H

� ا�/%D-�0%/� ا�@.��) طQU #L%X #KP6اء اOC%�ت%.21��6و�0A5ت . و?� A.1P ذ�+ ?J ا #Z,D�أ?� �5
L-�2�Aل �S? #HA-9? �.Hد^ت ا�,.,.# ا��7S ا�� �Hم، " �§ �Hدة A/Pن ?J ا/�5 #K.

 �/���5 �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%.21�ھ�  2P6XX = T(θ) *%< ،X ϵ SE(3)# و?6R�Zة 0-�� ا
� Uθ ϵ Rn-.# ?�2ور ا�P�&D# ا��S?.#، و X��-�وا�OA%.# ا���Sل اC;�6 . ھ� �ZHرة L1? JH%6ات ا

� إ6Uاء اUأ J? ً�H�Z0ا J? #HA-9? �.H QD1,0 #K.L-��6و�0A5ت ا�,.,.# ا �/%0�-D%/�� ا%.21�
� وأX #P��ت d�-0 ظ6 أو�D0 #�X #Pل أ`L1O�5 ن�/?jر اQc مAK0 �1�اCدوات وا�-D&9%�ت ا

  .X�m# أ6mى �-%/��%�م ا�6وA5ت

 �S5 لA< رةA2-1-�� AOف �,6S1ض J? #.,.O ا��P�!K ا�QراO%# ا����+ " �§ و"� ھ�ا ا��و
�P�&� �" �DPQ# ا�-~�ف  ¡Z�%O4، وOق وا�~� �.H #Su���?%/��%�?�ت ا�6و�0A5ت ا�-A1ازP# ا
 �Uأ J? �&�%ظA0 J/-P �1�� ا�/%D-�0%/� وا%.21�?J? #HA-9 اC"/�ر JH أدوات و?D&9%�ت ا

�-R8 وأHأ #K.L? #.,.O ت ذات�?�%��/%? #O�0ت . دراA56و�وAKDOم Q5راO# ?%/��%�?�ت ا
�.-%/��%�ما�-A1ازP#  و #%/%0�-D%/�;# ?,�وٍ �.62;%# ا َّ62-�. ا�A/0 �1ن "%&� QHد در�Uت ا�P62# ا

�&�ه ا�6و�0A5ت  ��.@�� ا�/D%-�0%/� اC?�?� وا%.21�وAKDOم أQ5 ُ�!PراO# و?�c�D# ط6ا�u ا
 #��< �" �5AKS%.� #Z,D��5 6?Cا +�?x%@�15 #HAZ1 وا�1D1Oج ?��A"# ا�%�5AKS ا�-Qِ%Kة، و;�

21�� ا�/%D-�0%/� اC?�?� وا�@.��ا%. . J? #HAD1? ت^�< #Oدرا ��� "� ا�P�&D# إ���وx.@%O ا
#K.L-��Aر ا�62;� وا�J? �1 ا�--/J أن Q20ث "� رو�0A5ت ا�,.,.# اK�  .ا
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8.1. �D	Wوا� ����Bا ����� :ا���	�� ا�����

 �/%0�-D%/�� ا%.21�� إ6Uاء اUأ J? �u6ا~�ا�@.�� واC?�?� "� ھ�ه ا��6Kة AKDOم Q5راO# ا
#K.L-��.U �.H �%Z~1-%4 أ�Aاع . �6و�0A5ت ا�,.,.# ا #.5�c #?�H #%9&D? #a�%X #�وJ? ً^Q5 ?�2و

J%1��< #�c�D-5 مAKDO ،#K.L-� RPR×3ا�-%/��%�م ا�-,A1ي ا�-A1ازي : رو�0A5ت ا�,.,.# ا
)#KP6~��§ QPرس D5�< ا 6%oD��# A%1Oارت )ا�-%/��%�م ا��!��u اD?ف -، وAU Stewart - 

Gough  °-D��&�JP ا�-%/��%�?%QD1,0 J إ�� DK0 �S5%�ت . SPS×3ذات ا �%.21�وآ�%# ا
#%;62�� ?@�1ل �-�Sد^ت ا�8/21 ا/R ��1�6 . ا^�1mال ا�µ0 �1دي إ@? �وAOف ��6ح �5/

4Oق أو�~� �.H #PازA1-�� ا�-%/��%�?�ت ا%.20 �Uأ J? 8-S0 6ق أن~��&�ه ا J/-P W%;.  

��uم .8.1.1� :RPR×3ا����ازي ا����Mي  ا����

  

 �/��  .ا��ي d +.1-P`ث در�Uت ?J ا�RPR #P62×3ا�-%/��%�م ا�-A1ازي ا�-,A1ي : 8.4ا

�  RPR×3ا�-��ل اCول ا��ي AKDOم Q5را1O§ ھA ا�-%/��%�م ا�-A1ازي ا�-,A1ي /��ا�-J%Z "� ا
� QUاً أن �m J? Q9`ل 6U #L%Xو6.5 ). 8.4(&,��2�# ا Grueblerو?J ا.��-,PA1# أن ھ�ا 

 #P62��U J%%S15 8KD-.# ?�2ور ). أو d`ث در�Uت >6;%#(ا�-%/��%�م d +.1-P`ث در�Uت ?J ا
 #15�d}s { #.?�S��} b{وU-.# ?�2ور �.P�&D# ا/��� . ;-� ھJ%Z? A "� اX��-�� �Hم، إن ا/�5

#; ��Rj�5 8KDرة إ. ا�Q-1دP# ا��`d# "� ھ�ا ا�-%/��%�م ھ� ا�A/0 �1ن ?62َّ �UرCا J? ��� طAل ;
 �?6��5 #d`��� ا�/%D-�0%/� اsi  *%<i = 1,2,3 . 4cA? QPQ215 �DS0 �?�?Cا%.21��# اe,? إن

  .s = (s1,s2,s3)وا�90ه U-.# ?�2ور ا�P�&D# ا�m J? #.?�S`ل ا�-S~%�ت 

�%/J ا���Sع p  #15���ت U-.# إ�� ?QZأ إ>Qاs {�%d{ھA ا���Sع ?QZ? Jأ إ>Qاd%�ت U-.# ا�-�2ور ا
 #.?�S��9-.# ا�-�2ور  x̂ھ� ا��اوP# ا�-J? #,%K ا�-A2ر  ϕو�J/1 ا��اوb{ . #P{?�2ور ا�P�&D# ا

 #15����9-.# ?�2ور ا�P�&D# ا�x̂  #.?�Sإ�� ا�-A2ر } s{ا}b{ . #SRCا WP6S15 8KD� +�وQS5 ذ
 #%��1�� ai,bi,di  *%<i = 1,2,3ا/���5 ¡hA? Aھ �-; .J/-P ت��P6S1�  :أن �Q9 و?J ھ�ه ا
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�Þ# = �Þ + oÝÞ# − pÞ#                         �8.1� 

 *%<i = 1,2,3 .J/%�  :و

�Þ = j����k,   pÞ# = jp#�p#�k,   �Þ# = j�#��#�k 

 #SRCت ا�%dاQ<إ JH رة�ZH وھ�p,ai,di  ،#15���  :و�%/U �"J-.# ا�-�2ور ا

oÝÞ# = jo#�o#�k 

  ."� U-.# ?�2ور ا�P�&D# ا�bi #.?�Sھ� إ>Qاd%�ت ا���Sع 

 #SRCأن ا Ñ<`و�ai  وbi  *%<i = 1,2,3  ع�S��، " ن bi 4%-Uھ� أ15�d #SR#، وأ�§ �D�1O�5ء ا
 #15����9-.# ا�-�2ور ا #Z,D��5 �&DH 6%ZS1�� . }s{اSRC# ا6mCى 81P اUأ J?و JH 6%ZS1�ا

 #��9-.# ا�-�2ور ا���15# ) 8.1(ا�-�Sد #Z,D��5}s{ �%�-0 QUA� 6وري أو^ً أن!�، " ن ?J ا
�9-.# ا�-�2ور ا���bi  #15ا���Sع  #Z,D��5}s{ورانQ���A"# ا? WP6S1Z" ،�&O وھ�ا ،:  

Z�� = jcos � − sin �sin � cos � k 

  :" �Q9� �D أن

J�#��#�K = j����k + jcos � − sin �sin � cos � k jo#�o#�k − jp#�p#�k 

 *%<i = 1,2,3 و5-� أن ،si
2 = dix

2+diy
  :، �,�1D1 أن2

£#
 = @�� + o#� cos � − o#� sin � − p#�A

+ @�� + o#� sin � + o#� cos � − p#�A
  

 *%<i = 1,2,3.  

��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%�-1�� QUاً ا1O@`ص ا&,�H 5~�ء c%8 : و�`>J? Ñ ا�-�Sد�# ا�,�K5# أ�§ ?J ا
 J? �;)px,py,ϕ( �UرCال اAن أط " ،)s1,s2,s3 ( د^ت�S-�� ?6R�Z إ�9Pدھ� ?J ا/�5 J/-P
 #K5�,��ـ(ا #Z��,�و8oS? �" .( �.H ا��2^ت ^ u�P�%" �&K%K20 J/-P%�ً وJ/-P إھ-��&� si ا�K%8 ا

�2�# " ن ��#، و"� ھ�ه اA&,��%,� 5&�ه ا �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%�-1��# اe,? ن " ،�%KD�ا
 #.?�S�). m J?)s1,s2,s3`ل c%8 ا�-S~%�ت ) px,py,ϕ(ا�-~.Aب ھ4cA? QPQ20 A وا�90ه ا�P�&D# ا

H�c امQ@1Oا J/-Pو �%.21�� واH �" 4O-.%�ت ا/�5 #?Q@1,-��W ا��اوP# وا� �Qة ظ
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ا�/%D-�0%/� وU �" �&!PAS0-.# ا�-�Sد^ت ا��`ث ا�,�K5# وذ�+ ?m J`ل WP6S0 ا�-L1%6 ا�QSدي 
t ���1��;:  

� = tan �2  

sin � = 2�1 + �
 

cos � = 1 − �
1 + �
 

�P6Z9#، " ن U-.# ;�%6ات ا�Q2ود ا�,�J/-P #K5 "� ا�P�&D# وQS5 إ6Uاء J? #.,.O ا�S.-%�ت ا
 #�^Q5 #Oد�,��1 0�6ح أن tا�1mا�&� إ�� ?�Sد�# ;�%6ات >Qود وا>Qة ?J ا�QرU# ا�، وا

� ا�/%RPR  �/%0�-D×3ا�-%/��%�م ا�-A1ازي ا�-,A1ي %�-1�� اUأ J? لA.< #1O 6�;Cا �.H §�
 �?�?C1# ھ� (ا,��.1P �%K21~.7 إ6Uاء H-.%�ت رh�P%# أ;�6 إ�Zdت أن ھ�ه ا�A.2ل ا #.5�c لA.<

�Dھ �&�  ).و�J �1~6ق 

 :Stewart - Gough`�ف  - ��C= \���ارت  .8.1.2

�# A%1Oارت D-� �?�?Cا +�� ا�/%D-�0%/� ا�@.�� و;�%.21� - AKDOم ا¨ن "� ھ�ه ا��6Kة Q5راO# ا
�  SPS×6ذات ا�AUStewart - Gough  °-Dف /��1�-%8، ). 8.1(وا�-D%Z# "� ا�"� ھ�ا ا

#15 ?1�.m J? �-&!S5 4? J%1`ل �D5 �O 0,.,.%# ذات ���A/0ن ا�QH�Kة ا�-621;# وا�QH�Kة ا
 #%Z061ا�� Q-0دي( SPSا��? �-&D%5ط6اف وCا �.H J%P6و; J%.�، A/0 *%25ن )أي ?�

#; َّ62-�� اX��-�� ا�Q-1دP# ھ� اX��-�;# وا َّ62-�� a%6 اX��-�� ا�/6وP# ھ� اX��-�إن . ا
0.+ "� >��# ا�-%/��%�م ا�-A1ازي  J? �? Q< ��طKP6# ا�1D1Oج ا�-�Sد^ت ا�/%ZP6c #%/%0�-D# إ

�RPR . �DPQ×3ا�-,A1ي  J/%�}s { و}b { #.-U15# و���ھ-� �ZHرة U JH-.# ا�-�2ور ا
��DPQ ا���Sع  J/%��5�061%7، و #.?�S��  di?�2ورا�P�&D# ا��-��  AiوھA ا���Sع ?J ا��-�إ�� ا

Bi . �/���1�%#) 8.1(و�5�6oD إ�� ا�  :" �6S� �Dف اSRC# ا

 .}6ZS?}sاً U �" §DH-.# ا�-�2ور ا���p ϵ R3  #15ا���Sع  •

 .}6ZS?}sاً U �" §DH-.# ا�-�2ور ا���ai ϵ R3  #15ا���Sع  •

 .}6ZS?}bاً U �" §DH-.# ?�2ور ا�P�&D# ا�bi ϵ R3  #.?�Sا���Sع  •

 .}s{# ا�-�2ور ا���6ZS? #15اً di ϵ R3 .-U �" §DHا���Sع  •

��A"# ا�Qوران   •?R ϵ SO(3)  6oD��5 #.?�S�وھ� 0-�� ا�90ه U-.# ?�2ور ا�P�&D# ا
 #15��� .}s{إ�%&� ?U J-.# ا�-�2ور ا

#%H�SR رةA�  :وQ&5ف ا�1D1Oج ا�-�Sد^ت ا�/%D-�0%/%# ا�-Q%Kة، " �§ J/-P أن �/5 71
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�Þ# = �Þ + oÝÞ# − pÞ# ,         u = 1, … ,6 

 #15����9-.# ا�-�2ور ا #Z,D�#�  :}s{و5�1/5# ا�-�Sد�# أH`ه A/0 *%25ن U-%4 ا�Q2ود ?-�.# �5 = � + Zo# − p# ,          u = 1, … ,6 

 �?6�� ا�6وA5ت �5Uأر J? �Uر �
#£  :�,1~%4 أن �/si 71و�Rj�5رة إ�� طAل ; = �#��# = �� + Zo# − p#���� + Zo# − p#� 

 *%<i = 1,…,6 . ه`H6"# أS-�. ھ� �ZHرة JH أbi #15�d #?A.S? #SRو  aiو�` >Ñ أن اSRC# ا
#.&O ¡Z�0 ��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%.21��# اe,? ن " ،#KP6~�: و5�1/5# ا�-�Sد�# ا�/%D-�0%/%# 5&�ه ا

 J? �; �DPQ��1�� " ن أطAال اCرRو  A.S?pم ��5 ، #1,�� اUsi  J? 6ةR�Z? �&5�,< J/-P
�ـ (ا�-�Sد^ت أH`ه  #Z��,��.u�P�%" �K21%�ً وsi  J/-Pا�K%8 ا #.5�c 6%a نA/1O �2^ت�"� ?8oS ا

�&�  ).إھ-�

#�A&,��%,� 5&�ه ا �" Ñ<`� �-; �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%.21��# اe,?و . �DPQ� ً�?A.S? نA/P �Dوھ
 #1,�� اUرCل اAأطsiA.~-�وھ�ه ا�-�Sد^ت ا�/%R ϵ SO(3) . #%/%0�-Dو  p ϵ R3ب إ�9Pد ، وا

��A"# ا�Qوران ? Q%c ��� ?J? #HA-9 ا6�H �1Ddة ?�Sد�# RTR = Iا�,�hj�5 #1"# إ/�1O ،
 ً^A&9? 6�H �Dd�5 . 6ات%�; #HA-9? ��-�� إ�9Pد U-%4 ا�A.2ل Uأ J? 6ق~�وھ�Dك ا�J? QPQS ا

� ا�-��ل، ا�~6ا%ZO �.H ،ود ھ�هQ2��`�1mال  �uSylevester ا�-,QD1ة إ�� طO �P6%.�,61 ا
 ���PQ�6 �5��;6 أن �ADه . وa%6ھ� Sylvester Dialytic Elimination MethodاPQ9�و?J ا

� ا��ي �cم 5§ ;� ?J را�a"�ن -S�، >%* أ�1Zd أن ھ�Dك Roth �.Hو روث  Raghavanإ�� ا
C0%/� ا�-D%/�� ا%.21��# اe,-� ً`< J%S56 أر�;C�1 اOھ� ً�!Pوأ ،�?�?Husty QUي أو��، ا

 ً�%.%.20 J%S5رCل اA.2�� إ�9Pد U-%4 اUأ J? �&1ZOA< J/-P #%?ارزAm.  

8.1.3. =���ت ا����از!= ا�_�u��� :ا����

�.-%/��%�م ا�-A1ازي ا�-,A1ي  �D1Oدرا QDH3×RPR  ارتA%1O #�D-� - AUStewartف  -و
Gough%��/%-�� ?QH Jد ا�-�Sد^ت ، ا�DS~1O أن �,1�O �S5 J? Q%-�ت ا%.K1�� اUأ J? J%?�

�# A%1Oارت D? #�� ا�-��ل، "�� >�%ZO �.H ،#%/%0�-D%/�، AUStewart - Gough �D-cف  -ا
� ا�-%/��%�م H §1U�-� J/-P.� ھ%$# A~mط Uأر J? �Uر �� H.� ا�Z1Hر أن ;%.21�Z15,%° ا

#-%K1,? .*%< ،6�;أ #?�H #�� "%&� �D5 +.1-0  و"� ھ�ه ا��6Kة ا�-�UAة QDOرس >�UرCن اA/1O
J%%S1�� ?�H ^ #<A1.� اO`O J?.  

 �/��و"� ھ�ا ا�-%/��%�م �`>Ñ أن ). 8.5(�D�61ض أن ��DPQ ا�-%/��%�م ا�-A1ازي ا�-J%Z "� ا
 #<A1�? �O`O ث`d �P6ط JH �-&!S5 4? �1ن.�1? #15���" ذا أ��6R . ا�J%0QH�K ا�-621;# وا

�/%0�-D%/�� ا%�-1�� ا��`ث 5ـ  إ�� اO`,��&�ه ا �?�?CاT1(θ)  وT2(ϕ)  وT3(ψ)  ،7%061��5
 *%<θ ϵ Rm  وϕ ϵ Rn  وψ ϵ Rp .���1�� ا/���5 71/0 #K.L-���4&«  :" ن 6Rوط ا�K.2# ا = »
���                 �8.2� 
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»&��� = »
���                 �8.3� 

 J%1�� ?D) 8.3(و ) 8.2(ا�-�Sد; J? #��µ? �-&12  #��-�Z;6ت  3�-�Z;6ت ا�Qوران و  �S?)9د
4cA-��-�Z;6ت (، و J? #1O ھ�ه ا�-�Sد^ت ھ� ?�Sد^ت ?,K1.# )ا 4,1�>%* إن ا�-�Sد^ت ا

 ���1���A"# ا�Qوران ا? Q%c ���d J? #.-9`ث ?�Sد^ت ?,K1.# ا�D1Oداً إ �&�ا�Qوران J/-P ا�1mا
RTR = I( ك�Dن ھ " ���1�?A&9? 6%L1ل،  �S?n + m +pد�# ?,K1.# 5ـ  �S?12د�# ?D&8  24، و�5

  .d = 12 – (n + m + p)و>6;%# ھ�ا ا�-%/��%�م ھ� 

  

 �/��  .?%/��%�م ?A1ازي "!��H �uم: 8.5ا

 J? �/��QH �DPQد ا�-L1%6ات  ً�?A.S? ذا ;�ن " ،�?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%.21��# اe,? �")θ,ϕ,ψ( ،
J%1�� ا�-�Sد< J/-P §� " )8.2 8.3(و ) ( J? QPQS��QPQ21 ھ�ه ا�-L1%6ات، وÑ<`DO أن ھ�Dك ا
J%1�� ا��`ث . ا�A.2ل �&�J%0 ا�-�SدO`,�� أي J? #.,.O اX��? 6ات%L1? ¡Z�0 �?QDHو

 QPQ21��&�ه ا�,.,.# J/-P أن A/Pن ?/�"$�ً  �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%�-1���DPQ، " ن ا #?A.S? #<A1�-�ا
/%0�-D%/�� ا%�-1��.,.,.# ا�-K.L#ا �?�?Cا �.  

 �DPQ� ً�?A.S? نA/P #.?�S�� ا�/%D-��0 ا�@.��، " ن ا���Pح ا�P�&D# ا%�-1��# اe,? �"T ϵ SE(3) .
 �S95وT = T1 = T2 = T3  د^ت�S-�� ا< Aب ھA.~-�� U-%4 ) 8.3(و ) 8.2(" ن اUأ J?

أa.7 ا�-%/��%�?�ت ا�-A1ازP#  و;-� �D%5 "� اC?�.# ا�-Qرو" ،ً�K5�O #O��θ,ϕ,ψ .((ا�-L1%6ات 
� إ��Lء �S5 ا�-�Sد^ت، Uأ J? م���/%-�1�W 5&� اP �1�J/-P ا^1O��دة ?�S5 J ا�,-�ت ا

� ?@�1ل/�5 �&-PQK0 �Uأ J? �&~%,Z0و.  
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8.2. �	 �Dا�� ����� :ا���	�� ا�����

A1-��.6و�0A5ت ذات ا�-%/��%�?�ت ا �.h��1�� ا�/%D-�0%/� ا%.21�وH.� . ازAKDO#Pم ا¨ن Q5راO# ا
� ا�/%D-�0%/� ا�1��h.� "� ا�6و�0A5ت ذات ا�,.,.# ا�-�A1>#، وا��ي A/Pن ا�&Qف %.21�H/< ا
�.P�&D# ا��S?.#، " ن  #%u�!��� ا�6وA5ت �5�,H6# اX��-�?D? J§ ھA ر5° ا�,�H6ت ا�-S~�ة 

7Z,5 +�� ا�-K.L# ھQKS? A أ;�6، وذO`,��6و�0A5ت ا �.h��1�� ا�/%D-�0%/� ا%.21�>A; #K%Kن  ا
#; َّ62? �&.; �,%�� ا�6وA5ت X��? . ت�H6,; 6Z1S0 �1�;#  ھ� ا َّ62-�� اX��-�و"�H6O °Kت ا

;# " �§ 79P إ�9Pدھ� ?�S? Jد^ت ا�A%Kد  َّ62-�� ا6mCى a%6 اX��-��، أ?� �H6Oت اmد
#%/%0�-D%/�� QPQ20. اUأ J? #P�&D�;# ھ�ه �H �D?�.0دة "� ا َّ62? 6%L�� اX��-�ا�,H6#  و�H6Oت ا

�A56ت ا�,.,.# ا�-Qروس #.?�S��9-.# ?�2ور ا�P�&D# ا #%u�!��  .ا

� ا�/%D-�0%/� اC?�?� دور "� %�-1���A"# ا�%�5AKS "� ا-�"� رو�0A5ت ا�,.,.# ا�-�A/P ،#<A1ن 
� ا�,0�1%/� و20.%� ا�,�H6ت%.21��AUAد . ا #"�hj�5 §� " ،#K.L-�أ?� "� رو�0A5ت ا�,.,.# ا

AKS%���A"# ا? J? �0e0 6ىm�5 أAKSP #"A��� ا�/%D-�0%/� اC?�?�، " ن ھ�Dك ?%�-1��5 "� ا
 #%/%0�-D%/����S?) #"Aد^ت ا�A%Kد ا? 8O�5 ھ�ه اAKS%���A"# ا? �.H �.~� �D� " 7Z,�و�&�ا ا

 Q%K��&� دور أ�5AKSPConstraint Jacobian ( �" �O�O ا ً�!P�5 ھ�ه أAKS%�و?��A"# ا
� ا�,0�1%/� و0%.21�� ا�,�H6تا%.2 . �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%.21�و;-� ھA ا��2ل "� H-.%# ا

�O �S5 J? ً�Z-�ت �a Q%�1,� أن J/-P §� " ،#PازA1-��-%/��%�?�ت ا�6و�0A5ت ا ��.@�وا
��A"�ت ? �.H لA�2�� اUأ J? زم`�ا�-%/��%�?�ت Z0 J/-P *%25,%° أو ا�1mال ا6Ujاء ا

�5AKS%��+ " �AO �Dف �QZأ . ا���# A%1Oرات وD? #OراQ5-  فAUStewart - Gough فAOو ،
 �%.21��# JH ط�P6 اA&,5 §%.H لA�2�� ا�/%D-�0%/� ا�@.�� J/-P ا%�-1��6ى أن �5AKSP ا

�/%0�1,�� �Hم. ا/�5 #PازA1-�� ا�-%/��%�?�ت اUأ J? ت�H6,�  .وQS5 ذ�+ AOف �Qرس 20.%� ا

 :Stewart – Gough`�ف  –��C= \���ارت  .8.2.1

 ،ً�K5�O ارتA%1O #�D-� �/%0�-D%/�� ا%.21�J/-P إ�9Pده  AUStewart - Goughف  -رأ�DP أن ا
�.6وA5ت  #.?�S�� ?J ا�90ه ا�P�&D# ا; �DPQ� ً�?A.S? نA/P *%< ،#%.%.20 رةA�5R ϵ SO(3) 

 �&ScA?وp ϵ R3 �UرCال اAن أط " ���1�J/-P إ�9Pدھ� Q@1O�5 ً�%.%.20ام s ϵ R6  J? 45�0، و�5
 �/��و?uQZ%�ً، " ن ھ�ه ا�-�Sد�# J/-P اc�K1R&� وا�K%�م �SZ5 ا�S-.%�ت ا�s = g(R,p) . #%h�P6ا

�%L# ا�1��h.%#، أي�� "� �&�P# اH 6?C.� ا�2D�:  £E = ½�Z, ��Ð�                       �8.4� 

 *%<s˙ ϵ R6  و ،�UرCت ا�H6O ���.�0Vs ϵ R6 D%6 إ #%u�!��&�P# ھ� �ZHرة JH ا�,H6# ا
#15����9-.# ا�-�2ور ا #Z,D��5 #.?�S��  G(R,p)و . ا%�-1����5AKSP #"A ا? JH رة�ZH ھ�

��.@�و�`>Ñ ھ�D أن H-.%# ا^�K1Rق ھ�ه Q@1O�5 �-0ام �S5 ا�S-.%�ت ا�P6Z9# . ا�/%D-�0%/� ا
7,2".  

�/%0�1,�� ا%.21�� وا�D1Oداً إ�� ا. وھAKDO �Dم Q5را.1@? #%9&D? #O�H Q-1S0 #.� ا-S��Z1Hرات ا
 �hا^"61اVirtual Work  �" #%/%0�1,�� QPQ20 ا�c`S# اUأ J? �Zc J? �&?اQ@1O�5 �D-c �1�وا
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 #K.L-�?6ZSاً (ا�6و�0A5ت ذات ا�,.,.# ا�-�A1>#، " ن ا�c`S# ا�,0�1%/%# "� رو�0A5ت ا�,.,.# ا
#15���� ) U �" �&DH-.# ا�-�2ور ا/���5 �~S0 ً�!Pھ� أτ = Js

TFs*%< ، τ  وم�H ع�SR Aھ
?6ZSاً DH&� "� (ھ� ا�AKة ا��!�u%# ا�@�رU%# ا�-~H #KZ.� ا�P�&D# ا�Fs  #.?�Sا�Qوران ا�-mQ.#، و 

#15���� ا�/%Js  �/%0�-D، و )U-.# ا�-�2ور ا%�-1���A"# ا�%�5AKS ا�J? #90�D ا? JH رة�ZH ھ�
�?�?Cا.  

��# A%1Oات D? #�أن ا�AKى ا�Q%<Aة ا�AUStewart - GoughÑ<`D" ،  81P �1ف  -و"� >�
#P6و/�� اX��-��  :" ذا ;���. H �&K%Z~0.� ا�QH�Kة ا�-Q20 #;621ث QDH ا# = �#a# 

 �U6ِ�� اZc J? �&K%Z~0 81P �1�ھ�  i *%< ،ωi ϵ R3ھ� �ZHرة JH ا�AKة ا�@~%# d`d%# ا�S5Cد ا
وھ�ZH Aرة c JH%-# ھ�ه  τi ϵ R، و �ZHرة �SR JHع ا�Aا>Qة ا�-Q2د ^�90ه Z~0%� ھ�ه ا�AKة

�JH Q ا�AKة . ?U �" �&DH 6ZS-.# ا�-�2ور ا���fi #15ا�AKة ا�@~%#، ?4 ا�Q%;e1 أن ا�AKة A1-�وا��Sم ا
fi  �?6��5 §��5�m#c`Sوا�-��ر  �~SP ،:  g# = L# × �# 

 *%<ri ϵ R3 15��� fi# إ�� �de0 #~K%6 ا�AKة �0%6 إ�� ا���Sع ?QZ? Jأ إ>Qاd%�ت U-.# ا�-�2ور ا
� ا�/6وي (��-��2�# iا��5�mi  #Z,Dو  ri، و?6ة أ6mى، إن ;`ً ?J )"� ھ�ه ا �-&DH 6%ZS1�81P ا

#15����9-.# ا�-�2ور ا .�/���5 §DH 6%ZS1��7S أن �Q9 أن ��< ھ�ا ا��Sم J/-P ا�#g  :و�%< ?J ا = M# × �# 
 *%<qi ϵ R3  J? ع�S��� �0%6 إ�� اU6ِ�، أي QZ?iأ إ>Qاd%�ت U-.# ا�-�2ور ا���15# إ�� QH�cة ا

 �U6ِ�� ھ�ه ا�P ي��� ا��-��# iاD-.� #15����5 . �5�QH�Kة ا�,�� ا/��إن ا�JH 6%ZS1 ھ�ا ا��Sم �5
� أ;�6، وذ�+ A; 7Z,5ن ا���Sع !�?qi §�P6S0 80 �-; ً�15�d ًاراQK?.  

 J? �; �?Q5وfi  وmi %OاQO #%u�!" ةAc �2�.# Fi = (mi,fi)# ا�S5Cد �5/-�، " ن ا�AKة ا
 #%u�!���1�%# Fsا��5�c`S# ا �~S0 #;621-�  :ا�-6dµة H.� ا�QH�Kة ا�PA.S# ا

�� = " �#
�

#%& = " jL# × �#�# k�
#%& a#

= j−�& × M& ⋯ −�� × M��& ⋯ �� k la&⋮a�
n 

��# A%1Oارت و;D? #��< �" #%/%0�1,� AUStewart - Goughف  - -� e5 ً�K5�O �D%5ن ا�c`S# ا
 �/��τ = Jsھ� ?J ا

TFs ��.@��`�1D1Oج ا�,��DD/-P �5 أن �Q9 أن ا�%�5AKS ا ً�K"و §� " ،Js
أو ( 1-

��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%.21�� ?/�"À، ا�%�5AKS ا�JH �0�D ا/�5 (#c`S��5 �~SP:  
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'�W& = j−�& × M& ⋯ −�� × M��& ⋯ �� k�
 

8.2.2. =���ت ا����از!= ا�_�u��� :ا����

�# A%1Oارت D? �" �DS~1Oف  -اAUStewart - Gough  �/%0�1,�� ا%.21�أن �AKم 6U 5اء ا
 §910 #1,�� اX��-��#، >%* أن Acى اD-��&�ه ا #%/%0�-D%/�5�Aرة O.,# وذ�+ 7Z,5 ا�DZ%# ا

5�&� #K"اA-�� اU6ِ�و�5/� أدق ?��A"# (و�&�ا ا�DS~1O ا�1D1Oج ?��A"# ا�%�5AKS . ��90ه ا
��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%�-1.� �5AKS%�� m° ) ا/5 #~Z06-��7 اA.1��# أSR# ا^Q5)�Uِو"� ھ�ه ). ر

&%" �/%0�1,�� ا%.21�5�Aرة أ8H أ;�A/P ^ *%< ،6ن ا #PازA1? رس ?%/��%�?�تQ� فAO 6ةK��� ا
#�A&,�� �d`d در�Uت ا�P62# ا�,��5 . 5&�ه اUرCا �d`d �u�!��وQ5راO# ا�-%/��%�م ا�-A1ازي ا

 �/���.-%/��%�?�ت ا�-A1ازAKDO �D� " ،#Pم hA15%¡ ) 8.5(وا�-J%Z "� ا #?�H #��< JH ل��-;
+�� ا�/%D-�0%/� ا�-6R�Z، وQS5 ذ%�-1.� �5AKS%���A"# ا? QPQ20 �Uأ J? م�S�A/%Oن  ا6Ujاء ا

 ً`&O ً6 أ?6اmازي آA1? أي ?%/��%�م �.H 6اءUC8 ھ�ا ا%-S0.  

 �/���5 ¡hA-�1�.m J? �-&!S5 4? J%1`ل d`ث ) 8.5(ا�-%/��%�م ا? J%0QH�c J? W�e1P
 J? ت�Uدر #,-m +.1-0 #<A1�? #.,.O JH رة�ZH ھ� �UرCھ�ه ا J? ةQ<وا ��، و;Uأر

#P62�� U-.# ا�-�2ور ا���15# . اUأ J?د وQ2? Aھ �-; �D�وU-.# ?�2ور ا�P�&D# ا��S?.# ا�-S~�ة 
� ا�-�A1># ا��`ث O`,�� ?J ا/� �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%�-1��، " �AKDO �Dم Q5اP# 5�1/5# ا/���5

���1��;:  »&�4&, 4
, … , 4·� = ���³�¶³���´�¶´ … ���é�¶é¡& »
��&, �
, … , �·� = ��É³��³��É́ ��´ … ��Éé��é¡
 »7��&, �
, … , �·� = ���³��³���´��´ … ���é��é¡7 

� ا¨�0/���5 �&DH 6%ZS1��.K.2# ا�-J/-P #K.L ا #%/%0�-D%/���4&«  :وA%cد ا = »
���                     �8.5� »7��� = »7���                     �8.6� 

� T˙T-1 �.Hو6U 5اء ا�Q9اء �2� �D� " J%1K5�,���Z��9 ا�-�Sد�J%1 ا:  »E&»&W& = »E
»
W&                         �8.7� »E
»
W& = »E7»7W&                         �8.8� 

 *%<[Vi] = Ti˙Ti
-1  +��9-.# ?�2ور ا�P�&D# ا��S?.# وذ #%u�!��ھ� �ZHرة JH ا�,H6# ا
 #.,.,.�i �%�-1���A"�ت ا�%�5AKS ا�JH #90�D ا? #�^Q5 �&DH 6%ZS1�، وا�-�Sد^ت ا�,�J/-P #K5 ا

���1�� O.,.# ;�ا/� �/%0�-D%/�  :ا
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'&�4�4E = '
����E                        �8.9� 

'
����E = '7����E                        �8.10� 

� ا¨�0/���5 J%1�  :وa�%X J/-P# ھ�J%0 ا�-�Sد

j'&�4� −'
��� 00 −'
��� '7���k l4E�E�E n = 0                      �8.11� 

 QDH م ا¨نAKDO �X��-�� ا�@-,# 6�H وذ�+ 5!8 اX��-�ھ�ه ا��H 5 #~KDدة L1? 7%060%6ات ا
;# Q< �.Hى َّ62? 6%L�� اX��-�;# Q< �.Hى وا َّ62-�� . اX��-�و�D�61ض دون 0@�%x أن ا

;# ھ�  َّ62-�;# ). θ1,ϕ1,ψ1(ا َّ62-�� اX��-�� ا�qa ϵ R3  6%Lو�SR WP6S15ع اX��-�و�SRع ا
 #; َّ62?qp ϵ R12 �/���5:  

M� = l4&�&�&
n,        Mõ = l4
⋮�·

n 

�1��) 8.11(" ن ا�-�Sد�# . q = (qa,qp) ϵ R15وا���Sع �� ا/���5 �&1a�%X دة�Hإ J/-P:  

����M� �õ�M�� jME�MEõk = 0                     �8.12� 

À"�/? �  :أو �5/

��ME� + �õMEõ = 0                          �8.13� 

 *%<Ha ϵ R12×3  وHp ϵ R12×12 . #"A��-��&� ?A/Sس، " �Hp Q9� �D" ذا ;��� ا:  MEõ = −�õW&��ME�                          �8.14� 

 َّ62-�� اX��-�� ا6mCى و?J ھ�ه ا�-�Sد�# �Q9 أ�§ QDH إH~�ء �H6Oت اX��-�;#، " ن �H6Oت ا
 #"A��-�� ?6R�Z وذ�+ 5�6ض أن ا/�5 �&%.H لA�2�;# J/-P ا َّ62? 6%L��&� ?A/Sس Hpا.  

 #�^Q5 +�� ا�/%D-�0%/� اC?�?� وذ%�-1.� �5AKS%�و?� �D%.H �KZ0 ا¨ن ھA ا�1D1Oج ?��A"# ا
;#، وھ�ا �DSP إ�9Pد  َّ62-�� اX��-��-�Sد�# وا��K20 �1 ا Ja(q) ϵ R6×3اVs = Ja(q)qa˙ *%< ،

Vs #.?�S��9-.# ?�2ور ا�P�&D# ا #%u�!��و�&�ا ا�6Lض، " �e9.DO �D إ�� . ھ� �ZHرة JH ا�,H6# ا
 �%ZO �.S" ،ث`��� ا�-�A1># اO`,�� ا�/%D-�0%/� اJ? #.,.O #PC �?�?C ا%�-1�اQ@1Oام ا

-��.,.,.# ا �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%�-1�، و?Vs = J1(θ)θ˙ J، أي 1�A1># ا�-��ل، Q@1,DOم ا
 #�  :J/-P أن �/71) 8.14(ا�-�Sد
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4E
 = 9
�ME�                       �8.15� 4E7 = 97�ME�                       �8.16� 

4E6 = 96�ME�                       �8.17� 4E· = 9·�ME�                       �8.18� 

 �2�Aل J? �&%.H ا�-�Sد�# gi ϵ R3  *%<i = 2,…,5و;�وWP6S15 ا���Sع ). J/-P ،)8.14 ا
e1

T = (1,0,0) 71/P أن J/-P ���.,.,.# اCو �?�?Cا �.h��1�� ا�/%D-�0%/� ا%�-1�، " ن ا
�/���5:  

Ð� = '&�4�
BC
CCC
CD�&�9
�97�96�9·�FG

GGG
GH l4E&�E&�E&n                �8.19� 

  :، "-J/-P �ZO �? J أن �,Vs = Ja(q)qa˙�1D1ا��K20 �1 ا�-�Sد�#  Ja(q)و5-� أ�QP6� �D إ�9Pد 

'��M� = '�M&, … , M·�
BC
CCC
CD �&�9
�M��97�M��96�M��9·�M��FG

GGG
GH                  �8.20� 

*%<:  

ME� = l4E&�E&�E&n  
 #.,.,�  .3أو ا�,.,.#  2إن ا^�1D1Oج ا�,�J/-P �5 إ6Uاؤه Q@1O�5ام ا

 #; َّ62-�� اX��-���H6O 8%c �Dت ا �~S0 �?QDS" ���1�، " �AK� �Dم �9P 5د �H6O 8%cت ˙qaو�5
 #;62? 6%L�� اX��-��.K.2# ا�-qp #K.L˙ا #%/%0�-D%/�و;.-� ��D29 "� ا�1mال . ?J ا�-�Sد^ت ا

 6X�DH J? QPQS��# qpاA&O 6�;أ #-&-�ا�KD~# ا����%# ا�1o<`? 79P �1&� ھ� أن . 0�Z¡ ا
 #"A��-��QK� Jر H.� إ�9Pد  Hp(q)ا �D� " #��2�J/-Pqp أن A/0ن �Rذة، و"� ھ�ه ا

?m J`ل  ˙
�ـ  �D1"6S?qa

˙ .$%&���A"# وا-��Aر  �Hp(q)ت ا�A/0 �1ن "%&� اK��Rذة H �.~0.%&� وSh%�ت ا
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 #; َّ62-�� اX��-.� ً�SZ0 �;62�، وا�AKDO �1م Q5را1O&� "� ا��6Kة Actuator Singularitiesا
#%��1�  .ا

 :ا���S�) ا�|­وذ(ا�<�Cر  .8.3

A�K���2^ت ا #%O�OCا xu��@�� JH 8./1DO ا���ر ا�62;� "� ھ�ه ا��6Kة اmC%6ة ?J ھ�ا ا
#K.L-�� . "� ا�6و�0A5ت ذات ا�,.,.# اO`,��Aر ا�62;� "� رو�0A5ت اK�إن x%@�0 >�^ت ا

#<A1�-�. ا�-QP #K.Lور ?!-A< §�Aل ?AاH6" 4%h%# أ;�6 ?-� ھH A.%§ "� رو�0A5ت ا�,.,.# ا
� �Hم �20 ھ�ا /�5 #K.L-�� اO`,��.6و�0A5ت ذات ا �?�R W%D�0 #%.-H 6اءUإ J? ً^Q5و

��Aر ا�62;� "� رو�0A5ت اK���2^ت ا #%O�OCت ا�-,�ADSان، " �AKDO �Dم 5 ��Kء ا�!Aء H.� ا
J%PA1,? J%�� ا�-K.L# وذ�+ ?m J`ل ?��O`,�ا�-%/��%�م ر�H�5 ا�XA`ت ا�-,A1ي ا�-J%Z : ا

 �/��� )8.6("� ا/��وP�61ض ). 8.7(، وا�-%/��%�م �O�-m ا�XA`ت ا�-,A1ي ا�-J%Z "� ا
�Aر ا�m J?  #.5�c �;62`لK�� ا%.81 20P �&�`m J? �1��%J أن 0�Z¡ ا�-D&9%# ا��-�ھ�JP ا

� ?K.L# أ;�Q%KS0 6اً O`O �0ت ذاتA5رو �.H �%Z~1.�.  

�H�56��§ ھ�ZH Aرة QZDO . Jٍ2D? JHأ �5�-%/��%�م ر�H�5 ا�XA`ت ا #$%&�و��1D;6 أن "!�ء ا
ذ;6 ا�-�Sد^ت، " �§ J/-P ا�Q;e1 أن ا�J-ّ!? 8%K "� "!�ء ?2%° ر�H�5 ا�S5Cد، و>Q5 �1ون 

�ـ  �X��-.� #<A-,-��.-%/��%�م ا��H�56 ا�XA`ت �0/� ?J? ً�%D2D ا�ADع ا�-θ,ϕ ( �" J%Z(ا
 �/��� وا�@6ج ). 8.6(اmQ�� ?J زوا�P ا; #�^Q5وθ  وϕ #K.2.� �/%0�-D%/�، " ن ?�Sد�# ا�Q%K ا

���1�� ا/���5 �&DH 6%ZS1�  :ا�-J/-P #K.L ا

  

 �/���-��X.§: 8.6ا #$%&�  .ا�-%/��%�م ر�H�5 ا�XA`ت ا�-,A1ي و"!�ء ا

� = tanW& ¦T ± cosW& ¬ c�T
 + ¦
®                          �8.21� 

 *%<:  
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T = 23736 − 23&37 cos 4                      �8.22� ¦ = −23&37 sin 4                           �8.23� c = 3

 − 36
 − 37
 − 3&
 + 23&36 cos 4                 �8.24� 

�.A.2ل H Q-1SP.� أطAال ا�XA`ت  QP6��2� ا�، وH.� وL1,…,L2 §Uو?J ا�-`>Ñ أن وAUد ا
� "� >�ل ;Aن < QUAP ^ §� " ،صA�@�� ا�,�γ2 ≤ α2 + β2 .5ا/��� ا�Z%��� وا/��� 8O6P ا

���1�� وا�@6ج A/0 �?QDHن أطAال ا�XA`ت ;�mQ.� :L1 = 4, L2 = 4, L3 = 3, L4 = 2 ،
 J%1Pاو���2�# " ن ;`ً ?J ا�  .�SKP[0,2π]ن J-h ا�-�9ل  θو  ϕو"� ھ�ه ا

 7S�1�� ا�Z%��� ھ� �K~# ا/��;-� ھ� ?P Bifurcation Point  #2hAو?S? J!`ت ھ�ا ا
�/���5 .DH4 و~KP *%< �0ط4 ذا�K0 وثQ2�Q ھ�ه ا�KD~# " ن "�H6 ا�-K1.P �D2D%�ن ?-� µPذي 

§,�� �2D-�، " ن ا�-%/��%�م P +.-P" ذا ;��� ھ%$# ا�-%/��%�م ا��H�56 ا�XA`ت 0-�.&� ا�KD~# . ا
"�  Pوھ�ه ا��oھ6ة ^ Q20ث "� أK� #P~# أ6mى QHا ا�KD~# . ا�@%�ر "� 4Z10 ھ�ا ا��6ع أو ذاك

�.-%/��%�م ر�H�5 ا�XA`ت ا�-,A1ي "!�ء �X��-�  .ھ%$# ا

 �/���5 ¡hA-�إن ). AS�)8.7د ا¨ن إ�� دراO# ا�-%/��%�م �O�-m ا�XA`ت ا�-,A1ي ا
�/���5 �&15�1; J/-P #K.L-�  :ا�-�Sد^ت ا�/%D-�0%/%# ا�-6ZSة Q%c JH ا�K.2# ا

  

 �/��&3  .ا�-%/��%�م �O�-m ا�XA`ت ا�-,A1ي: 8.7ا cos 4& + ⋯ + 36 cos�4& + 4
 + 47 + 46� = 3·             �8.25� 3& sin 4& + ⋯ + 36 sin�4& + 4
 + 47 + 46� = 0             �8.26� 

 ���-�و#5�1/5 . �5/� PQ5&� وذ�+ ا�D1Oداً إ�� 6Rط ا�K.2# ا�-�1m�5 �D-c *%<θ5 #K.Lال ?L1%6 ا
-�� ا/���5 J%1K5�,�، " ن "!�ء ا�&%$# �Sf(θ1,…,θ4) = 0 *%< ،f : R4 → R2 J/-Pد�J%1 ا

�KD~# ا�7S�1 ا��1 ظ&6ت �R4 . �Dا�Z1Hره H.� أ�§ �u�Dd ¡~O ا�S5Cد "� ا�-�9ل  §5��? �و�5/
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QDH دراO# ا�-%/��%�م ا��H�56 ا�XA`ت ا�-,A1ي، " ن ھ�Dك �K0ط�Sت ذا#%0 �.,~¡ J/-P أن 
� ھ�ه ا��KDط " ن ?���5AKSP #"A ا�Q20 Q%Kث، و�? QDHConstraint Jacobian  1&�، أيZ0ر �K0

� أJ? #~K� #P ھ�ه ا��KDط  Uأ J? §أ�θ نA/P ت`XA�  :"� ا�-%/��%�م ا�@-��O ا

rank ë���4 �4�ì < 2                     �8.27� 

" JH �0�D��Aر ا�62;� اK��5 �-,P �? وثQ25 7Z,1P �? وھ�ا #$%&� Configuration!�ء ا
Space Singularity . �/���Aر ا�62;� ا�--/D# ا�JH #-U�D ) 8.8(واK�hAP¡ >�^ت ا

�.-%/��%�م ا�@-��O ا�XA`ت #$%&�8 �5�PAD1§ أو ا�Rjرة إ�� . "!�ء اK� 8�و�`>Ñ أ�§ إ�� ا¨ن 
§%" �Z;ي ر��;# "� ھ�ا ا�-%/��%�م، أو إ�� ا�-/�ن ا َّ62-�� اX��-��1�� "-J  ا�ا�P�&D# ا��S?.#، و�5

 #%�%; JH ً�?�-0 �K1,? #$%&��Aر ا�62;� ا�JH �0�D "!�ء اK�6 �5��;6 أن �Q;µ أن ?�&Aم اPQ9�ا
#.?�S�;# و;%�%# ا1m%�ر U-.# ?�2ور ا�P�&D# ا َّ62-�� اX��-�  .ا1m%�ر ا

  

 �/���.-%/��%�م ا�: 8.8ا #$%&��Aر ا�62;� ا�JH #-U�D "!�ء اK�  .@-��O ا�XA`ت ا�-,A1ي>�^ت ا

;�ن "� ا�-%/��%�م ا�@-��O ا�XA`ت �`ن ?62َّ�? �DPQ��2�# A/P �?QDHن �. ا¨ن AKDOم Q5راO# ا
 �/���6oD إ�� ا�Z")8.9(#1-�? 6uواQ5 �&%�;# ?��ر إ َّ62-�� اX��-�وÑ<`� ، . �20 أن ا

 َّ62-�� اX��-�� ا�~J/-P ،#%S%Z أن A/Pن ا�8/21 625;# ا%L�1�و�DS-5 آ6R ً`K1,? #; . ،6mوط ا
 �.H ت`XA�;# 79P أن µPدي إ�� Z�0%� ا�-%/��%�م ا�@-��O ا َّ62-�� اX��-�إن إc��ل >6;# ا

7.X �  .ھ%$# ھ%/

  

 �/���.-%/��%�م ا�@-��O ا�XA`ت ا�-,A1ي: 8.9ا #; َّ62-�� اX��-.� ً�SZ0 �;62��Aر اK�� ا�%,�ري : ا/��ا
�X��-��2�# ا�A/0 �1ن "%&� ا.�  #; َّ62-�� اX��-��2�# ا�A/0 �1ن "%&� ا.� �D%-%�� ا/��;# K? 6%a�.#، وا َّ62-�ا

#.�K?.  
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�Aر K�;# a%6 ا�-K�.# ) ا���وذ("� >��# ا َّ62-�� اX��-.� ً�SZ0 �;62� Non-degenerateا
Actuator Singularity  �/��� ا�%,�ري) (8.9(ا�-2hA# "� ا/��� )اX��-�، " ن Q0و6P ا

5 #; َّ62-��.-%/��%�ما #%dت ;�ر�SZ0 ���Aر . ��90ھ�ت ?AO #,;�S1ف µPدي إK�و"� >��# ا
 #.�K-�;# ا َّ62-�� اX��-.� ً�SZ0 �;62�وا�-Degenerate Actuator Singularity  �" #D%Zا

 �/���.,�Ñ<`� *%< ،�5 أ�§ >�1 �A 80 إc��ل >6;# )8.9(ا�%-%J? �D ا #,;�S? #��2�، " ن ا
،#; َّ62-�� اX��-�  ."H�~1O�Z# ا�J%1.XA ا�QاJ%1%.m ا�Qوران 5/� >P6# ا

 �X��-.� ً�SZ0 �;62��Aر اK��Aر ا�62;%# ھ�ه QD5 �20 اK�إن ا�,7Z وراء 0�W%D >�^ت ا
 J/-P §� " ،6ىmأ �X��? +P6215 مAK0 *%25 62;�ت-�;# ھA أ�§ �L15 �D-c A%%6 ?/�ن ا َّ62-�ا

62��Aر اK�� ھ�ه ا��2^ت ?J ا�? �.H ء�!K�� . ;�اX��-.� ً�SZ0 �;62��Aر اK�و"� ��HA ا
 #; َّ62-�;# أو ?J دون إc��ل(ا َّ62-�� اX��-�"� ا�-%/��%�م ا�@-��O ) ?4 إcٌ��ل >6;# ا

#; َّ62-�� a%6 اX��-� ا�XA`ت، " ن L0%%6 ?/�ن أ>Q ا�-62;�ت AKP *%25م P6215+ أ>Q ا
�;62��Aر اK��# ا�< �L.P أن J/-P #d`��  .ا

#�A&,�5�Aرة "%�u�P%# "�  و?J ا #; َّ62-�� اX��-.� ً�SZ0 �;62��Aر اK��# ا�< #o<`? 5-/�ن
 �O`O ت ذات�?�%��/%? #Oدرا QDH ً�ZSX نA/P +�ا�-%/��%�م ا�@-��O ا�XA`ت، و�/J ذ

Q%KS1�� . ?H #K.L.� درU# أJ? �.H اX��-.� ً�SZ0 �;62��Aر اK�وx%@�0 J/-P >�^ت ا
`m J? ً�%h�Pر #; َّ62-����5AKSP #"A ا�Q%Kا? #Z0د^ت . ل ر�S-�و;��,�AK� �D� " ،�5م 5�1/5# ا

���1��; �.h��1�� ا/���5 #K.L-��A%Kد ا�K.2# ا #%/%0�-D%/�  :ا

����M� �õ�M�� jME�MEõk = 0                     �8.28� 

 *%<qa ϵ Ra �� اX��-�� ا-�P ي��;#، و ھ�ZH Aرة JH ا���Sع ا َّ62-qp ϵ Rp  JH رة�ZH Aھ
#; َّ62? 6%L�� اX��-�� ا-�P ي��  :و?J ذ�+ J/-P أن �Q9 أن. ا���Sع ا

��M� = ����M� �õ�M��  ∈ Rõ×��ãõ�               �8.29� 

  .p×pھ� ?��A"# أ�S5دھ�  Hp(q)وأن 

���1�  :و?m J`ل ?��ZO، " �§ �,1~%4 أن �,�1D1 ا

��A"# إذا ;��� ر •-��ـ Z0Hp(q) < p# ا #K"اA-��1�� " ن ا�&%$# ا��5 ،q  رA�c #��< ��-0
 #; َّ62-�� اX��-.� ً�SZ0 �;6<Actuator Singularitiy . #��< �HA� J%5 �%%-1�وا

�Aر ا�62;� ھ�ه K�;# أو ?J دون إc��ل(ا َّ62-�� اX��-�1P~.7 ) ?4 إcٌ��ل >6;# ا
�-A.S?�ت ا�-,J? #91D1 إ6Uاء H-.%# ا^�K1Rق إ6Uاءات رh�P%# أ;�6، وH Q-1SP.� ا

 #��.-�Sد #%�����AK� Jم 1�c�D-5&� "� ھ�ا ا�/�1ب) J?)8.28 ا�-Z06# ا �1� .وا

• #"A��-��ـ  H(q) < pإذا ;��� ?Z06# ا #K"اA-��1�� " ن ا�&%$# ا��5 ،q  رA�c #��< ��-0
 #$%&�و�`>Ñ ھJH #90�� �;6<Configuration Space Singularity.  �D "!�ء ا

 #"A��-�وا�2X 6%a >/S%¡ (ھ� ?���R #"Aذة  Hp(q)أ�§ و�20 ھ�ا ا��6ط " ن ا
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#��2��Aر ا�62;� ا�JH #-U�D "!�ء ا�&%$# QH J/-Pھ� ). "� ھ�ه اK�و�&�ا " ن >�^ت ا
 �X��-.� ً�SZ0 �;62��Aر اK.� #D/--�H.� أ�&� �K~# ا��K1طU J%5 4-%4 ا��2^ت ا

H #-U�D�;# وا َّ62-�;#ا َّ62-�� اX��-��-�HA-9ت ا #D/--� .U J-%4 ا^>1-�^ت ا

#.?�S��Aر ا�QP �;62ور >Aل طKP6# ا1m%�ر U-.# ?�2ور ا�P�&D# اK���2^ت ا 6%mCا WD��. ا
 ،#.?�S��# ا�-%/��%�م ا�@-��O ا�XA`ت، و�L5 ا�~6ف JH ا�90ه U-.# ?�2ور ا�P�&D# ا�< ��"

 4cA-��.x-y &Dو�5�H °K" �%;61.� ا �/��oP&6 ا�-%/��%�م ) P�)8.10# ا�Ñ<`� �D� " ،#.?�S أن ا
 #-��S��Aر >4cA? JH #90�� �;6 ا�P�&D# اc #��< �" Aت وھ`XA� End Effectorا�@-��O ا

Singularity #.?�S��-4cA ا�P�&D# ا �~S-��`1m%�ر ا +�و�`>Ñ أن ا�,�H6ت H.� طAل . وذ
�Aر ا�62;� "� ا�@~° ا�-D/-? 6%a °KD# ا�Q2وث QDH ھ�K�5�Aرة ?��5&# ��2^ت ا #$%&�ه ا

#<A1�-�� اO`,��Aر ا�62;� ا�-4cA-5 #K.S1 ا�P�&D# . ?%/��%�?�ت اK�و�`>Ñ أP!�ً أن >�^ت ا
 #; َّ62-�� اX��-�� (ا�JH ً�?�-0 #.K1,? #.?�S ;%�%# ا1m%�ر اX��-�>%* أن QH QPQ20د أو أي ا

#��< �.H 6dµP ^ �&P620 �LZDP �1��Aر ا�62;� أي أ�&� ^ S10.� 5&�ه اA?Cر اK�  ).ا

  

 �/���Aر ا�62;� ا�-4cA-5 #~Z06 ا�P�&D# ا��S?.# "� ا�-%/��%�م ا�@-��O ا�XA`ت ا�-,A1ي: 8.10اK��# ا�<.  

���1��; ً�%h�Pر �&�%@�0 J/-P #.?�S��Aر ا�62;� ا�4cA? JH #90�D ا�P�&D# اK��AKم : >�^ت ا
X #HA-9? #P1%�ر أm�5 #; َّ62-�� اX��-��J? #2 ا�qa  رA�c #�A/P^ *%25ن ا�-%/��%�م "� >�

���1�� ا/���5 §� �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%�-1��  :>ZZ,5 �;6&�، و?8d J �/71 ا�M�� = »                       �7.30� 

 *%<T #.?�S�0-�� ا�P�&D# ا .? #Z0ر �" xKD��1�� �,1~%4 أن �J? Q;e1 وAUد ا���A"# و�5
 45�1.� �5AKS%��Aر  fاK�� QPQ20 وAUد اUأ J? #<A1�-�� اO`,�1.+ "� >��# ا� #.d�-? #KP6~5

#.?�S�  .ا�62;� ا�4cA? JH �0�D ا�P�&D# ا
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4O�1�� ا���  ا

=T��Dا�� =	M	Mت ا��  ا���	�� ا��!������ ��و���

Dynamics of Open Chain Robots 

  

 J0A%� نA��K� ً�K"وNewton  ������.A/P 7ن ��U-�ً ا��.62;#، " ن أي H6O �" 6%L0# ا�8,9 ا
#%Uر�m وم دوران�Hى وAc دAUو JH . �0ت ذاتA56و��، AKDOم Q5راO# >6;# ا���و"� ھ�ا ا

ا�,.,.# ا�-�A1># ?6ة أ6mى، و�/J "� ھ�ه ا�-6ة AOف ��me "� ا��Z,2ن ا�AKى و�Hوم ا�Qوران 
�.6و�0A5تا�7Z,0 �1 ھ�ه ا�62;#، وھ�ه ا�QراQ1D0 #Oر �/%?�DPQ�� ا%.21�إن . ج P �? �20,-� ا

 #OراQ�ھ� �ZHرة ) وا��1 0,-� أ�S-5 ً�!Pد^ت ا�62;#(ا�-�Sد^ت ا��DPQ?%/%# ا�-Z06~# 5&�ه ا
�/��  :J? #HA-9? JH ا�-�Sد^ت ا�1��J? #%.h ا�-Z06# ا����%# ذات ا

a = ¡�4�4� + o@4, 4EA                        �9.1� 

*%< θ ϵ Rn  و ،�X��-�ھ�SR Aع Acى و�Hوم دوران  τ ϵ Rnھ� �ZHرة �SR JHع ?L1%6ات ا
�، و X��-���d�-1? #"A.# و�&� ?A/Sس وH �.~P.%&� اM(θ) ϵ Rn×n  8Oا? JH رة�ZH ھ�

 #.1/���A"# ا?The Mass Matrix و ،b(θ,θ˙) ϵ Rn  ىAc 8!0 �1�ھ� �ZHرة >�?# ا�AKى ا
�D��%< ا�~6د ا�-6;�ي وا�AKى اAPرA; 0,�رع JH #90Coriolis  ى ا^>1/�كAc�9ذ5%# و�وAcة ا

�-� PQZ0§ ھ�ه ا�-�Sد^ت ?θ˙ . Jو  θوa%6 ذ�+ ?J ا�AKى ا6mCى ا�-K.S1# 5ـ  ��Q<ع أQ@ُP Qcو
 �1�5,�ط# وا2h#، و�/J "� ا�K%K2#، " �§ و>�1 "� رو�0A5ت ا�,.,.# ا�-�A1># ا�Z,%~# وا

S1? �&.X��? 4 ?�2ور%-U نA/0 نA/0 أن J/-P ،�&D%5 �-%" #PازA1? ة أوQ?�M(θ)  وb(θ,θ˙) 
  .?QKSة 5�Aرة ?.A2ظ#

 �%.21��5�J%-,c J%5 �%%-1 ھ-� ا #.,.,��6و�0A5ت ا �/%0�-D%/�� ا%.21�و;-� QDH ً�K5�O �D-c دراO# ا
%.21.� �D1Oء درا�Ddأ �Dم ھAKDO �D� " ،��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%.21�� ا��DPQ?%/� ا�/%D-�0%/� اC?�?� وا

 �%.21�� ا��DPQ?%/� اC?�?� وا%.21��5�J%-,c J%5 �%%-1، ھ-� ا #<A1�-��6و�0A5ت ا�,.,.# ا
��.@��%Q و?�2;�ة ?,�ر >6;�ت ا��oDم ا�6وJ? §� " ،�0A5 ا�-�%Q أن �~6ح . ا��DPQ?%/� اA0 #%L5و

� ��oم ?mQ`ت /R �.H �/%?�DPQ�� ا%.21��# اe,?Inputs  ت�U6@?وOutputs نA/0 *%25 ،
� τ(t)ا�-mQ`ت ھ� ?,�رات �Hوم ا�Qوران X��-�و?J ھ�ا . θ(t)، وا�-@�U6ت ھ� ?,�رات ا

� ا��DPQ?%/� اA/P �?�?Cن ا�&Qف ھ�U6@? QPQ20 Aت ?,�رات %.21��# ا�< �" §� " ،�.~D-�ا
 �X��-��-mQ`ت ?,�رات �Hوم ا�Qوران  θ(t)ا �D1"6S? J? ً�c`~ا�τ(t)  6وط��و?HA-9# ا

� 81P إ��9زه �Hدة 5�Aرة رm J? #%h�P`ل . ˙θو  θا�-6Z1Sة ا�-2%~# ا�-K.S1# 5ـ %.21�وھ�ا ا
 #�� ا��DPQ?%/� ا�@.��، " ن ا�&Qف A/Pن QPQ20 ?,�ر �Hوم دوران ). 9.1(ا�-�Sد%.21�و"� >��# ا

 �X��-��  τ(t)اX��-.� #5A.~-��Q ?,�رات ا�62;# اA0 �1�  .θ(t)ا

� ا��DPQ?%/� ھ�Dك إ?/��%# �AUAد 5%.21��S ا^1m`"�ت ا�AU 6%LھP6# ا�--5 #~Z06�A&?� ا
��.@�� ا��DPQ?%/� ا�@.��، �`>Ñ أن ا�,H6# . اC?�?� وا%.21��# ا�< ��"θ˙  1,�رع�وا
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Acceleration θ˙˙  بA.~-�� ا��-�2�Aل 6U 5 �&%.Hاء H-.%# ا^�K1Rق �-,�ر ا�J/-P ا
θ(t) . ً�?A.S? ا، " �§ إذا ;�ن�&�� ?J و; �DPQ�)θ,θ˙,θ˙˙ ( �? J?ز �"t �.H لA�2�، J/-P ا

 #�� 6U 5اء ا�S-.%�ت ا�P6Z9# ا�-/�"$# H.� ا�7��9 اJ? J-PC ا�-�Sد��-.��Hوم ا�Qوران 
)9.1 .(��.@�� ا��DPQ?%/� ا%.21�. و5�Aرة ?/�"$#، " ن ھ�ا ا6Ujاء أ6SP ً�!Pف �Hدة H.� أ�§ ا

� ا��DPQ?%/� ا%.21���A"# أ?� "� >��# ا-��&� داA/S? ً�-uس، " ن  CM(θ)?�?�، و5-� أن ا
 #��) 9.1(ا�-�Sد/��  :J/-P إ�Hدة ;�5 �&15�1

4� = ¡W&�4� Ãa − o@4, 4EAÄ                    �9.2� 

�ـ  6PQK1�� ?θ˙˙  Jوھ�ا ا/��6SP �? ً�Zف θ˙  �.Hو  θو  τا�~`J? ً�c ا�K%8 ا�-S~�ة �a ً�!Pأ Aھ
 �%.21�وH.� ا�J? 8a6 أن ھ�ا ا�-�&Aم QZP Qcو ?@.1��JH ً ا�,��5 . ا��DPQ?%/� اC?�?�أ�§ ا

+�" ذا ;��� ?mQ`ت ?,�رات �Hوم ا�Qوران : 5�Aرة أو 6me5ى، إ^ أن ا�AK0 #K%K2ل H/< ذ
τ(t)  ـ� #%uاQ15^8 ا%K�� �Z��U �.H ا�-�Sد�# JHt = t0 ا��?θ˙  Jو  θ?4 ا?�/1�، "6U Zاء H-.%# ا

)9.2 ( J?t = t0  ���  tإ?�; �� �U6@? �.Hت ا�-,�ر �5/�2�θ(t).  

J%1KP6ط J? ةQ<ام واQ@1O�5 �&U�1D1O81 اP �? دة�H �? تA56و� #%/%?�DPQ�?m J`ل : ا�-�Sد^ت ا
 J0A%� د^ت�S-� 6R�Z-��.Euler  7و?�Sد^ت أوNewton  6.Pا�Z~1%� ا��.8,9 ا #%/%?�DPQ�ا

) J0A%� #L%�، أو ?m J`ل 6a^ #L%Xا�� )Newton - EulerأوP.6  -وا�6S0 �1ف �Hدة 5
Lagrange #%/%?�DPQ��%6a^ #Lا�� . ا��# QUاً  Lagrangeإن ا�S"و #P6oD�?-�1زة ?J ا��D>%# ا

 #OراQ� ً�?�-0 #ZO�D? �&" ،ل��-�� ا%ZO �.H ،#~%,Z��QراO# ا�6و�0A5ت ذات ا�DZ%# ا�&%/.%# ا
�ـ ا�6و�0A5ت ذات درU# ا�P62# ا�-,�و #P3 �c6ة . أو أ%,H ¡Z�وH.� أP# >�ل، " ن ا��5�,2ت 0

�.Hأ #P6< ت�U�0ت ذات درA5رو #Oدرا QDH ًاQU #ZSXو . #<A1�-�� اO`,�و�.6و�0A5ت ذات ا
 J0A%� #L%X م، " ن�H �/�5-  6.PأوNewton - Euler  QDH #��S" ارز?%�تAm ��AK0د�� إ

� ا��DPQ?%/� اC?�?� وا%.21�� ?J ا; #Oدرا �/R �.H #%5ر�K0 رةA�5 �&S-U J/-P �1��@.�� وا
 #.1/���A"# ا-�� ا�-��ل، وK5%# ا�Q2ود "� ا�-�Sد�# ا�0M(θ)  #%/%?�DPQ-�%`ت 20.%.%# %ZO �.H

)9.1.(  

 J0A%� #L%Xو #%/%?�DPQ��%6a^ #L%X ،J%1Lا�� ا�� ?J ا; #OراQ5 مAKDO ���� - و"� ھ�ا ا
 6.PأوNewton - Euler #%/%?�DPQ��6و�0A5ت ا�,.,.# ا�-�A1># ا +�وAOف �@.x "� . وذ

 #-&-��%L# ا��DPQ?%/%# "� إ>Qاd%�ت "!�ء ا��(�&�P# ا�-~�ف إ�� ا-S�، أو ?� P,-� )أو "!�ء ا
 �.%L�1�  .�DPQ5Operational Space Dynamics?%+ ا��!�ء ا

9.1.  �� :ا��!������= Z�rLagrange= {��ا

�ل �� ��� .9.1.1L�و =�M�~ر ا����;Bا: 

@�� ا�Q@1O�5 �/%?�DPQام 6a^ #L%Xا�� ا%.21�ا�A~Lagrange  #%/%?�DPQة اCو�� "� H-.%# ا
 #.K1,? ت�%dاQ<إ #HA-9? ھ� أن �@�1رq ϵ Rn  �-� #&5��? #KP6~5 م�oD��1 0�W ھ%$# ا�وا

�6وA5ت ?� #$%&���!�ء ا �D.%.20 ء�Dd5§ أ �D-c . ت�%dاQ<jو0,-� اq  #--S-�Q<j�5اd%�ت ا
Generalized Coordinates . ل ھ�ه`m J?و §� " ،#--S-�وQS5 ا�K%�م m�5%�1ر اQ<jاd%�ت ا
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� u�Dd%# ?4 اQ<jاd%�ت f ϵ Rn اQ<jاd%�ت �AKم HA-9? WP6S15# إ>Qاd%�ت أ6mى /�1 �0�وا
 #--S-� fاQ<jاd%�ت . Generalized Forces، و0,-� ھ�ه اQ<jاd%�ت �5�AKى ا�-q #--Sا

�&-� q /�0واQ<jاd%�ت  �.mاQ�� "%-� A; 7Z,5 #%u�Dd �&D%5ن ا�Q9اء اf
T
q �-S��5 �-,P�? ��-P .

�1�� P6S0 J/-P�H §.� أ�§ ا�~�c# ا�Lagrange L(q,q˙)  #%;62و6a^ 45�0ا�� ��5Kinetic 
Energy  #D?�/�� ا��oDم ?~6و>�ً ?D&� ا�~�c# ا?�/� #%./�و?D§ " ن . Potential Energyا

J/-P #;62��1�� Lagrangeا�m J? �&DH 6%ZS1`ل 6a^ 45�0ا��  ?�Sد^ت ا��;:  

� = ��� �3
�ME − �3

�M                           �9.3� 

 6.Pد^ت أو�S? �&%.H �.~P د^ت ھ�ه�S-�?4 وAUد  6a^Euler - Lagrangeا��  -و?HA-9# ا
#%Uر�m ىAc5.  

"� ا�-��ل اCول . ا�m J? #%/%?�DPQ`ل ?���%Lagrange JوAOف �AKم 6a^ #L%X ¡%hA15ا�� 
 §1.1; ً�-%,U �DPQ��� "DOm °K�61ض أن Ac����1�� "!�ء ا�&%$# . Q%ُcت >H §1;6.� ا�-A2ر ا��5

 A62;# ھ��&�ه ا 8-S-��Q<Èا�d ا �S%Z~���، وا^1m%�ر اAc����&�ا ا�A/%O 8%,9ن ھA ا�@° ا
 6%L1-��5 §� 6%�DO ي��mg  6dµ0و5�6ض أن Acة ا��9ذx ϵ R . #%5ا�QSدي ار0��ع ا�9,%8، وا

 #%Uر�@��، وأن ا�AKة ا�OCا A2�f �.HCا A2� �Z~0 . J0A%D� �����" �§ Q@1O�5ام ا�A��Kن ا
Newton9,%8 ھ���&�ا ا #;62��  :، A/0ن ?�Sد�# ا − g9 = g	�                          �9.4� 

>%* A/0ن ا�~�c# . ا�H #%/%?�DPQ.� ا�Lagrange 8%,9وا¨ن AKDOم 6a^ #L%X �%Z~15ا�� 
 §� #;62�  :ھLagrange A، و?A/P §Dن 6a^ 45�0ا�� mgx، وا�~�c# ا�/�?D# ھ� mx˙2/2ا

3�	, 	E � = 12 g	E 
 − g9	                       �9.5� 

�/���5 �~S0 ���1��5 #%;62�  :و?�Sد�# ا

� = ��� �3
�ME − �3

�M = g	� + g9                       �9.6� 

 #�  ).9.4(وا��1 ھ� 0-�?�ً ��< ا�-�Sد

�.6وA5ت ا�-,A1ي ذي ا�,.,.# ا�-�A1># وا�-A12ي  #%/%?�DPQ�وا¨ن AKDOم �1D1O�5ج ا�-�Sد^ت ا
 J%%دورا� J%.��? �.H2R #%5�9ذ�ا�,.,.# 6210ك "� ا�-,A1ي . وا��ي 621Pك AUA5د de0%6 ا

� ا��DPQ?%/�، " ن ا�/y . #.1، وde0%6 ا��9ذA/P #%5ن �90�5ه ا�-A2ر 5x-yـ ا�-Q2د %.21�� ا�QZء �5Zcو
�Aر ا��ا�0 K���xu اmو)#��~S��9-%4 ا�XA`ت 79P أن A/0ن ?6S"#) ا . �SU فQ&5و

 J%1%~K� J%1.1; �-&أ� �.H J%1.XA� m2و  m1اA?Cر أ;�6 5,�ط#، " �§ U�-� J/-P# ا
&� QDH J%0�;6-1?#.Xو �; #P� . #.XA�� 1و?D§ " ن ?4cA وH6O# ;.1# ا/��  :SP~%�ن �5

                                                           
5

�/�دCت أو��ر    ����;
� ا
A�ل ا* -  Nرا��CEuler - Lagrane  ��<ر��
  .���و�� 
��8ر f��ون ا
;وى ا
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j	&�&k = j3& cos 4&3& sin 4& k 

j	E&�E&k = j−3& sin 4&3& cos 4& k 4E& 

 #.XA�� ;1.# اUأ J? �-D%52�/���5 �~S0 ت�c`S�  :، " ن ا

j	&�&k = j3& cos 4& + 3
 cos�4& + 4
�3& sin 4& + 3
 sin�4& + 4
� k 

j	E&�E&k = J−3& sin 4& − 3
 sin�4& + 4
� −3
 sin�4& + 4
�3& cos 4& + 3
 cos�4& + 4
� 3
 cos�4& + 4
� K j4E&4E
k 

%25* 0-�� اQ<jاd%�ت ا�-S--#، وا�AKى ا�-θ = (θ1,θ2)  #--Sو1m�5%�ر اQ<jاd%�ت τ = (τ1,τ2) 
 �X��-�� ا�-τTθ �9D>%* (وا��1 ھ� �ZHرة �H JHوم دوران ا-S�، " ن 6a^ 45�0ا�� )0-�� ا

Lagrange L(θ,θ˙) ا �/��  :¨A/P�0ن ?J ا

3@4, 4EA = "�# − �#



#%&                        �9.7� 

 J%1.XA.� #%;62�  :0,�و�Pن K2و  Q9� *%<K1 أن ا�~�c# ا

�& = 12 g&�	E&
 + �E&
� = 12 g&3&
4E&
 

�
 = 12 g
�	E

 + �E

�
= 12 @g
�3&
 + 23&3
 cos 4
 + 3

 �4E&
 + 2�3

 + 3&3
 cos 4
�4E&4E
+ 3

 4E

� 

 J%1.XA.� #D?�/�&�  :0,�و�Pن P2و  P1وا�~�c# ا = g&93& sin 4& �
 = g
9�3& sin 4& + 3
 sin�4& + 4
�� 

�) Lagrange )9.3و?D§ " ن ?�Sد^ت ^6aا�� /���&�ا ا�-��ل ھ� ?J ا:  

a# = ��� �3
�4E# − �3

�4#                            �9.8� 
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 J%.��? �.H يA12-��.6وA5ت ا�-,A1ي ذي ا�,.,.# ا�-�A1>#  ا #%/%?�DPQ�و�1D0 ا�-�Sد^ت ا
 J%%2دورا�R m J? #��.7��9 اJ? J-PC ا�-�Sد ¡%2��`ل ا��PAS1 وا6Ujاء ا��h�P6 ا

)9.8) (#.PAط �&D/� #.&O وھ� >,��5ت #%.%��1��AK� Jم 5 دراج ا��5�,2ت ا:(  

a& = @�g& + g
�3&
 + g
�23&3
 cos 4
 + 3

 �A4�&+ g
�3&3
 cos 4& + 3

 �4�
 − 2g
3&3
4E&4E
 sin 4
− g
3&3
4E

 sin 4
 + �g& + g
�3&9 cos 4&+ g
93
 cos�4& + 4
�  
a
 = g
�3&3
 cos 4
 + 3

 �4�& + g
3

 4�
 − g
3&3
4E&4E
 sin 4
− g
93
 cos�4& + 4
� 

� ا�Q@1O�5 �/%?�DPQام 6a^ #L%Xا�� %.21��-� 81P ا1m%�ر  H �"Lagrange-.%# ا�< §� "
� J? �D%.H ا��D>%# ا�6a^ 45�0 #a�%X #P6oDا�� &,��J? ¡Z اP ،#--S-�?HA-9# اQ<jاd%�ت ا

Lagrange ، ق�K1R^6اء اU 5 م�%K�2�Aل H.� ا�-�Sد^ت ا�m J? #%/%?�DPQ`ل ا�و?8d J ا
�6a^ 45�1ا��  �u�9�� . Lagrangeا/�5 #ZSX6ة و%,H ¡Z�� >�ل، " ن ا��5�,2ت 0; �.Hو

�.6وA5ت #P62�  .4P6O ;.-� ازدادت درU# ا

9.1.2. =�� :ا�Z�C= ا�_

� ا�6و�0A5ت ذات ا�,.,.# ا��DPQ?%/%# وذ� Lagrangeا¨ن AKDOم 6�5ح 6a^ #L%Xا�� Uأ J? +
 �.H #PA12-�� �Hم وا/�5 #<A1�-��Q<Èاd%�ت . وn #.Xا #HA-9? ھ� أن �@�1ر ��ا�@~Aة اCو

 #--S-��.�oDم θ ϵ Rnا #$%&�� وWX "!�ء اUأ J? . �O`,�و;-� �S.8 " �§ "� ا�6و�0A5ت ذات ا
;#، و?J ا�-QU 7O�Dاً أن َّ62? �X��-�%25* 0-�� �SRع �θ  8%c@�1ر  ا�-�A/0 #<A1ن U-%4 ا

�X��-�� . τ ϵ RnوJ/-P ا�Rjرة QS5 ذ�+ إ�� ا�AKى ا�-S--# 5ـ . ا��-�دورا�%�ً،  θi" ذا ;�ن ا
�  τi" ن ��-�  .ھ� �ZHرة Ac JHة Q-0τiد�Pً، " ن  θiھ� �ZHرة �H JHم دوران، أ?� إذا ;�ن ا

 #--S-��1�%# A/1Oن S-τ--# وWP6S0 ا�AKى ا� θو81P �?QDH ا1m%�ر اQ<jاd%�ت ا�، " ن ا�@~Aة ا
� 6a^ 45�0 #a�%XLagrange L(θ,θ˙)ا�� /���5:  

3@4, 4EA = �@4, 4EA − ��4�                         �9.9� 

 *%<K(θ,θ˙)  62;%# و��.�oDم  P(θ)ھ� �ZHرة JH ا�~�c# ا #D?�/�ھ� �ZHرة JH ا�~�c# ا
�?�; �/�5 . #�A/-�?J وX`ت Z.X# " ن ا�~�c# ا�J/-P #%;62 أن 71/0 و"� >�ل ا�6و�0A5ت ا

���1�� ا/���5 ً�-uدا:  

��4� = 12 " " g#÷�4�4E#4E÷<
÷%&

<
#%& = 12 4E �¡�4�4E               �9.10� 
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 *%<mij(θ)  6�DS���A"# ا�/1.# ذات ا�S5Cد ) i,j(ھA ا? J?n×n .�^Q1O^6ھ�ن اZ�� H.� وا
 J0A%� #L%X #Oدرا QDH §?QKDO +��1�%# Newton - EulerأوP.6  -ذ�. ا��DPQ?%/%# "� ا�6KKة ا

 ¡%2��2�Aل H.� ا�-�Sد^ت ا�m J? #%/%?�DPQ`ل ا��PAS1 وا6Ujاء ا��h�P6 ا�J/-P ا¨ن ا
�%6a^ #Lا�� � J-PC6ف ا~.�Lagrange:  

a# = ��� �3
�4E# − �3

�4#    ,    u = 1, … , e             �9.11� 

 #��5�-�Sد �&DH 6ZS-�� ا�Q@1O�5)9.10( �/%?�DPQام c`H# ا�~�c# ا�62;%# ا%.21�، " ن ?�Sد�# ا
�/���5 �&15�1; J/-P:  

a# = " g#÷�4�4�÷<
÷%& + " " Γ	
��θ�θE 
θE �<

>%&
<

÷%& + ��
�4#   ,   u = 1, … e      �9.12� 

 *%<Γijk(θ)  �%"A1,P6; زA?أ�&� ر �.H 6فS0Christoffel  �9دھ�Pإ J/-Pول، وCع اAD�?J ا
  :?J ا�c`S# ا^#%0

Γ#÷>�4� = 12 ¬�g#÷
�4> + �g#>

�4÷ − �g÷>
�4# ®                    �9.13� 

2�Aل Lagrange  �.Hة PQ%.K0# " ن 6a^ #L%Xا�� و5�Aر.� �!"Cا #KP6~�ا�QS0 #%/%?�DPQ ا
5�Aرة ?6R�Zة #%/%?�DPQ�و"� رو�0A5ت ا�,.,.# . ?HA-9# ا�-�Sد^ت ا�21.%.%# ا��K1ر5%# ا

 #L%���2%2ً 5�Aرة ?~.QS0 ،#K اX QSP ^ م`/� Γijk(θ)ا�-��hj�Z" ،#<A1"# إ�� أن ھ�ا ا
�&DH 6ZS-��-Q? JH #2ى QKS0  ا 1&-� #5��-5OراQ5 �D-c JP�.��%J ا��-�"� ا�-�Sد�# أH`ه و;��+ ا

�.Hأ #P6< ت�U�0ت ذات درA54 رو? �?�S1��QDH َ�XA اm�5�,2ت، و�و?U J&# أ6mى، " ن . ا
 J0A%� #L%X-  6.PأوNewton - Euler  #%u�9��7D90 �D ا6Ujاءات ا�1��h.%# ا ¡%10 #%/%?�DPQ�ا

P Qc �-? ً`%.c رA?Cا �&, . #%/%?�DPQ�وH.� أP# >�ل " �§ و;-� رأ�K5�O �DPً، " ن 6a^ #L%Xا�� ا
�`6aا�� Lagrange  إ���ء QDH ً�XA�mو ،#%/%?�DPQ�S0~� رؤى ?&-# �DZ%# ا�-�Sد^ت ا

8/21 �5�6وA5ت.�  .?6K1,? #?AoDة 

9.2. P	Cا� �MQ	� ����� :ا���	�� ا��!�

9.2.1. =���\wا�� =Z�Cا�: 

�D�61ض أن  #.1/��§ ا ً�Z.X ً�-,U �DPQ�m  #%SU6? �2ور? #.-U §�>%* ?�2ورھ� ھ� } b{و
}x̂b,ŷb,ẑb{7.��و621P �?QDHك ھ�ا ا�8,9 . ، وھ�ه ا�AUA? #.-9دة "� ?6;� ;.1# ا�8,9 ا

 #%~m #H6,5 6210ك ً�!P8,9 ھ�ه أ��.7، " ن U-.# ?�2ور ا�و�D�61ض . wوH6O# زاوv  #Pا
,9��Ac 6%de1ة �mرU%# ا¨ن أن ھ�ا ا�8,9 ا 4h�m 8f . J? Q�A1-��1�� A/Pن ا��Sم ا�@�ر�U ا�و�5

�-6;� ;1.# ا�8,9 ھf  Aا�AKة  #Z,D��5m = r ×f *%< ،r  8,9�ھA ا���Sع ?J ?6;� ;1.# ا
�.7 إ�� ا�J? #~KD ا�8,9 ا�H �%Z~0 �1.%&� ا�AKة ��0%6 إ�� �SRع ;-%# ا�h  #;62و�f . J/1ا
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 #Pاو��1�%�ر ;%�%# >,�ب (>Aل ?6;� ;1.# ا�Angular Momentum  8,9اm�5 6ح�DOh .(
���1��.7 ھ� ;���.8,9 ا #%/%?�DPQ�  :و?J ا�,�J/-P �5 أن �Q9 أن ا�-�Sد^ت ا

f = g ��� v                      �9.14� 

g = ��� ℎ                         �9.15� 

وQ5اAKDO #Pم 15-�%� . }b{ه "� U-.# ?�2ور ا�8,9 ا¨ن AKDOم 15-�%� ا�-�Sد^ت ا��DPQ?%/%# ھ�
 8,9�� ا¨b {�0{ا�,H6# ا�@~%# وا�,H6# ا��اوU �" #P-.# ?�2ور ا/���5:  w = ��	̂� + ���̂� + �^ ̂� 

v = ��	̂� + ���̂� + �^ ̂� 

R ���A?�H #"AدP# وJ/-P ;5�1# ھ�J%0 ا�-�Sد�J%1 أH`ه �5/-; �H�Sωb = (ωx,ωy,ωz)
T  و

vb = (vx,vy,vz)
T .#c`S��5 �~SP �~@��1�� J/-P أن �Q9 أن ا�1,�رع ا�  :و�5

p = ��� v = @�E�	i� + �E��i� + �E^ ̂�A + ��	̂E � + ���̂E � + �^ ̂E �      �9.16� 

  :S.8 " نو;-� �

	̂E � = � × 	̂�  , �̂E � = � × �̂�  ,  ̂E � = � ×  ̂� 

 #H6,�� ا�1D1Oج �SRع اUأ J? �?Q@1O6ة اuاQ�و��1D;6 أن أSR# ا�Aا>Qة ھ�ه �9-.# ا�-�2ور ا
 8,9.� #Pاو����A"# ا�Qوران  ωb ϵ R3ا? J?R(t)  �/���5[ωb] = RTR˙ . �" �PAS1�و�5

 #�  :�Q9) 9.16(ا�-�Sد

p = @�E�	i� + �E��i� + �E^ ̂�A + w × v 

 8,9��.1,�رع ا�@~� "� U-.# ?�2ور ا �H�S��� ا%�-1��1�� A/Pن ا��1��} b{و�5��;:  p� = �E� + ��� × ��� 

 *%<vb
˙ = (vx˙,vy˙,vz˙)

T . #��1�� J/-P ;5�1# ا�-�Sد�81P ا�DH 6%ZS1&� 25%* ) 9.14(و�5
 8,9��9-.# ?�2ور ا #Z,D��5}b {�0^�;:  �� = g��E� + �� × ���                      �9.17� 

 #Pاو���9-.# ?�2ور ا�h  8,9وا¨ن AKDOم �5�JH 6%ZS1 ;-%# ا�62;# ا #Z,D��5}b{ . 81P �?QDS"
.S" �-; 8,9��D "� ا�,��5، " ن ;-%# �62;# ا��اوP# رU °5-.# ?�2ور ا�8,9 ?4 ?6;� ;1.# ا

°%,5 �/�5 �&U�1D1Oا J/-P . د�S5Cورا�%# ذات اQ��# ا�~S���A"# ا? #"6S-� #U�95 �D� " ،#PاQ5
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3×3  �.H 7.��� ا�8,9 ا%@0 �P6ط JH �&%.H لA�2���J/-P #"A ا-��.7، وھ�ه ا��.8,9 ا
 #.1/�� ?D&� اQ<jاd%�ت ، و�/miأ�§ ?J? #%&1D? 6%a #HA-9 ا�9,%-�ت ذات ا)xi,yi,zi ( +�وذ

 7.���9-.# ?�2ور ا�8,9 ا #Z,D��5}b{ . �?6��# ا�Qورا�%# �5�~S���A"# ا? �� Ib ϵو�Rj�5رة إ
R3×3 ن " ،Ib  8,9.� #�A/-��9-%4 ا�9,%-�ت ا ���1�2�Aل m J? �&%.H`ل ا�9-4 ا�J/-P ا

7.��  :ا

�� =
BCC
CCD" g#@�#
 +  #
A − " g#	#�# − " g#	# #− " g#	#�# " g#@	#
 +  #
A − " g#�# #− " g#	# # − " g#�# # " g#@	#
 + �#
AFGG

GGH

= l��� ��� ��^��� ��� ��^��^ ��^ �̂ ^
n 

 #"A��-�� QK? QS0اراً �15�dً، ;-� أ�&� ?��Ib  #.d�-1? #"Aإن ا/�� Symmetricوا�-6S"# 5&�ا ا
� �cط4/�5 #ZUA?دة . وAUA-��QH §%" ¡Zد ا�9,%-�ت ^�&�u%�ً، " ن ا�-�9?%4 اP ي��وQDH ا�Q2 ا

 #"A��-�� ا�J-hIb  8,9 ا?�; �.H #%-92��5�1/�?`ت ا �&DH #h�S1O^ا J/-PB ���1�، و�5
 #.1/�1� ا�9,%-�ت  J/-P §� "ρ(x,y,z) و4h 45�0 ;��"# ا; J? ً^Q5mi§D?و ،:  

��� = 
 ��
 +  
���	, �,  �� �	 �� �  

��� = 
 �	
 +  
���	, �,  �� �	 �� �  

�̂ ^ = 
 �	
 + �
���	, �,  �� �	 �� �  

��� = ��� = −
	���	, �,  �� �	 �� �  

��^ = �̂ � = −
	 ��	, �,  �� �	 �� �  

��^ = �̂ � = −
 ���	, �,  �� �	 �� �  

 #.1/�� ا�mIb  8,9`ل ا�o1D? 8,9-#، " ن " ذا ;��� ;��"# ا/R �.H ً1-�داHھ� اQPQ20 J/-P
 #X�m رةA�5 7.��وJ/-P ا�AU6ع Cي ?�K? JH 8./1P 4U6و?# ا�-Aاد وa%6ھ� ?J ا�-6ا4U (ا
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�ـ  #X�@�2�Aل H.� ا��5�,2ت ا�� اUأ J? #�1@-�� �S5 أR/�ل ا�XA`ت  IbاUأ J?
#%O�%K�  ).ا

 JH 6%ZS1��# أSR# ا� hو�5^Q5 8,9�  :�A}b {Q9ا>Qة �9-.# ?�2ور ا

h = ℎ�	̂� + ℎ��̂� + ℎ^ ̂�                     �9.18� 

hb = (hx,hy,hz)وWP6S15 ا���Sع 
T ϵ R3 ن " ،hb ���1��; §%.H لA�2��J/-P:  ℎ ا = ����                              �9.19� 

 #����  :��K1R�Z" ،)9.18 (Q9ق ا�-�Sد�# hھ� ا�-��1 اCول �ـ ) 9.15(و5-� أن ا�-�Sد h = @ℎE �	̂� + ℎE ��̂� + ℎE ^ ̂�A + w × h 

0��S? ¡Zد�# ا��Sم  ���1��9-.# ?�2ور ا�8,9 ) 9.15(و�5 #Z,D��5 �&DH ً6اZS?}b {�0¨�;:  g� = ���E � + �� × ����                               �9.20� 

 *%<mb ϵ R3  م�S�و�0/� ا�-�Sد�6ZS?}b{ . J%1اً U �" §DH-.# ?�2ور ا�m  8,9ھ�SR Aع ا
�.7) 9.20(و ) 9.17(��.8,9 ا #;62�  .?�S-5 �-,P �? �-&!S5 4د^ت ا

9.2.2.  P��	ا�� =Z�r–  ّ�ي	ا��Twist – Wrench Formulation: 

 J%1��1��) 9.20(و ) 9.17(ا�-�Sد�� ا��S%-91 ا/���5 �-&15�1; J/-P:  

jg��� k = j�� 00 g�k j�E ��E� k + j���� 00 ����k j�� 00 g�k j���� k         �9.21� 

J%1%X�@�، T = -[v][v]و  1O^�5 :[v]v = v×v = 0��دة ?J درا�D1O ا�,�K5#، وأQ@1O�5 ً�!Pام ا
 #��1��) 9.21(" ن ا�-�Sد�� ا�-/�"À ا/���5 �&15�1; J/-P:  

jg��� k = j�� 00 g�k j�E ��E� k + j���� ����0 ����k j�� 00 g�k j���� k
= j�� 00 g�k j�E ��E� k − j���� 0���� ����k� j�� 00 g�k j���� k 

���1�  :و�5�/5�1# 5&�ه ا�~KP6#، " ن ;� >P6S0 J/-P Q�QK-; §ار "!�QO �uا�O ا�S5Cد ;�

)i( )ωb,vb ( و)mb,fb ( #%u�!���J/-P)7 أن 6SP"�ن �5�H 7%061.� أ�&-� ا�,H6# اA.1� Vb) ا
!�� :Fb) ا�Aّ.1ي(�u%# وا�AKة ا
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Ð� = j���� k  ,        �� = jg��� k                        �9.22� 

)ii(  #%u�!���# ا�~S���A"# ا?Gb ϵ R6×6 �/�� :وا�6S0 �1ف �5

½� = j�� 00 g�k                        �9.23� 

 *%<I <اA���A"# ا-�و?m J`ل ?� �ZO �,1~%4 أن �AKل أن . PQ3×3# ذات ا�S5Cد �0%6 إ�� ا
 #%;62��#  Kinetic Energyا�~�c# ا�~S���A"# ا? #�^Q5 �&DH 6%ZS1��.J/-P 7 ا��.8,9 ا
�0^�; #%u�!��  :ا

Kinetic Energy = 12 ������� + 12 g����� = 12 Ð��½�Ð�         �9.24� 

)iii(  #%u�!���1�� Spatial Momentum Pb ϵ R6;-%# ا�62;# ا�� ا/�� :وا�6S%0 �1ف �5

�� = j����g�� k = j�� 00 g�k j���� k = ½�Ð�                �9.25� 

 Q2���A"# "� ا�-�Sد�# ا��DPQ?%/%# ?!6وب ?J ا�Pi #&9و�`>Ñ أن ا-�  :ا�%,6ى �5

− j���� 0���� ����k�                     �9.26� 

#"A��-��&�ه ا �OQD&���1D;6 أن ا�Q9اء ا�@�رAKDO . �Uم ا¨ن 6�5ح ا�-e�D وا�-�DS ا ،#PاQ5
 J%H�S��ω1,ω2 ϵ R3 �� ا/���5 #"62D-���A"# ا�-d�-1.# ا-��1��J/-P إ�9Pده Q@1O�5ام ?�&Aم ا:  ��& × �
� = ��&���
� − ��
���&�                      �9.27� 

��A"# ا�-DH 6ZS&� 5ـ -��Q9اء ا�@�ر�U ) 9.26(ا #%.-S� 8%-S1�J/-P ا�1�H �&%" 6%/.� أ�&� ا
�QO J%ZاO%� ا�S5CدA.1��1�%�ن . ���Zن اA.1�و  V1 = (ω1,v1)و�5/� أ;�6 0��%`ً، إذا ;�ن ��DPQ ا

V2 = (ω2,v2) #c`S.� ً�K"2,�ب و��5 �D-c 9.27(، " ذا (Q9�:  

j��&� �&0 0 k j��
� �
0 0 k − j��
� �
0 0 k j��&� �&0 0 k 

= j��&���
� − ��
���&� ��&��
 − ��&��
0 0 k j��́� �́0 0k 

1�� ?!ALط أ;�6 ;�¨�0وا/15�1&� �5; J/-P �:  
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j�́�́ k = j��&� 0��&� ��&�k j�
�
 k 

 J%Z�A.1.� �Uر�@��.Q9اء ا 8%-S1��.�AK5 �-,PLie Bracket . J%H�Sس ��  V2و  V1وھ�ا اV1 
  .V2و 

��Zن . �9.1_�!� A.1� Lie" ن Acس ��  ،V2 = (ω2,v2)و  V1 = (ω1,v1)إذا ;�ن ��DPQ ا
 J%H�S�.�V1  وV2  5ـ §�� [V1,V2]وا�-��ر /���5 �~SP:  

�Ð&, Ð
� = j��&� 0��&� ��&�k j�
�
 k = ���³�Ð
�              �9.28� 

 �Uأ J-"V = (ω,v) �"A��-�� ا%�-1.� ���1�ذو  ا�-S~�ة �WP6S0 �DD/-P §� " ،�D ا�-�&Aم ا
�1�� [AdV] 6×6ا�S5Cد ��;:  

�Ad�� = j��� 0��� ���k ∈ R�×�                         �9.29� 

 ���  :J/-P ا�DH 6%ZS1§ أLie [V1,V2] �0^�; ً�!Pو5&�ا ا�-�&Aم " ن Acس Ð&, Ð
� = ���³�Ð
� = Á���³ÂÐ
                   �9.30� 

_� �!�9.2 . 7�A.1���D ا �~H61ض أ�§ أ�D�V = (ω,v)  يAّ.1�، " �6S� �Dف ا�Qا�# F = (m,f)وا
#%��1�  :ا

������� = ������� = j��� 0��� ���k� jg� k = j−���g − ����−���� k     �9.31� 

DPQ��.Q@1O�5 �-; �&15�1; J/-P 7ام ا�P6S1��ت وا�-�&Aم أH`ه " ن ا�-�Sد^ت ا��.8,9 ا #%/%?�
�.P:  �� = ½�ÐE� − ���Ç� ����                   �9.32�= ½�ÐE� − ����Ç��½�Ð�                   �9.33� 

 #��.7 ا�Qا6uو?�Sد�# ا��Sم �.9) 9.33(و�`>Ñ أن ھ�Dك J%5 ً�&5��0 ا�-�Sد��g  :,8 ا = ���E � − ���������                       �9.34� 

 #�  ).9.33(ھ� Z5,�ط# ا�-Z;6# ا�Qورا�%# �.-�Sد�# ) 9.34(ا�-�Sد
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9.3. =T��Dا�� �\wMت ا�� :ا���	�� ا��!������ ا�W	D� ��و���

%?�DPQ�� ا%.21��# اe,? #OراQ5 م ا¨نAKDO #�A/-�� ا�-�A1># اO`,��.6و�0A5ت ذات ا ��.@�/� ا
 J?n ةQ<وا #P6< #Uذات در �X��? #ط�OA5 �SZ�1�.# ?S5 4!&� ا? #.Xذا ;��� . و "

 �D� #?A.S? �X��-�، " ن θ˙˙ ϵ Rnو0,�رθ˙ ϵ R3  �&0�H، و;��+ L1?θ ϵ Rn �&0�H6O%6ات ا
%/%?�DPQ��1�%#ھ�D"Q ھA >,�ب ا�7��9 اJ? J-PC ا�-�Sد�# ا�  :# ا

a = ¡�4�4� + o@4, 4EA  
 8!0 �1�� ا��DPQ?%/� ا�@.�� ا�6/1ارP# ا%.21�وA/1Oن ا�1D%9# ا��ZH #%,%u6رة Am JHارز?%# ا

��.@�� . ?6>.# ا�6/1ار اC?�?� وا/�"�� ?6>.# ا�6/1ار اC?�?�، " ن ا�,�H6ت وا�1,�ر�Hت 
�.6و #.?�S�� ?J ا�QH�Kة إ�� ا�P�&D# اK1D0 #.Xن و " ،��.@�A5ت، "� >%J أ�§ "� ?6>.# ا�6/1ار ا

� ?J ا�P�&D# ا��S?.# إ�� ا�QH�KةK1D0 #.Xو �; �Zc J? #KZ~-�  .ا�AKة وا��Sوم ا

 8,9.� #15�d #%SU6? �2ور? #.-U °565 �D-c �Dأ� �Dh61"إذا ا}i { #.Xو �; #.1; �;6? �"i ،
 *%<i = 1,…,n . رض 5ـC�2ور ا? #.-U ��، و;��� U-.# ا�-�2ور ا�-Z06~# }0{وإذا أ��6R إ

} i{إ�� } i-1{" ن ا^���Pح ?J ا�n{ . #.-9{5-6;� ;1.# ا�XA.# اmC%6ة ?��راً إ�%&� 5ـ 
� ا¨Ti-1,I ϵ SE(3)�0وا�-��ر �§ 5ـ /���5 §DH 6%ZS1�#,&J/-P ،:  »#W ا = ¡#W&,#��
Ö�¶Ö                           �9.35� 

*%<Mi-1,i ϵ SE(3)  و ،Ai = (ωi,vi)  ���-.� 7�A.1� 5θi�6ض ( iھ�ZH Aرة �SR JHع ا
6����9-.# ا�-�2ور ) 0,�وي ا #Z,D��5 §DH ً6اZS?}i-1{ . �?�?C0%/� ا�-D%/�� ا%�-1�" ذا ;�ن ا

�/��  :?6ZSاً Q@1O�5 §DHام QU #L%Xاء اOC%�ت �5

»¥< = ���³�¶³���´�¶´ … ���µ�¶µ¡                       �9.36� 

 #.XA�� ا�/%D-�0%/� اU �1< �?�?C-.# ?�2ور ا%�-1��1�� " ن ا��5}i {���1��; 71/P أن J/-P:  »¥# = ���³�¶³���´�¶´ … ���Ö�¶Ö¡#                         �9.37� ¡# = ¡¥&¡&
 … ¡#W&,#                        �9.38� 

 *%<i = 1,…,n و ،Mi ϵ SE(3)  #.XA�QDH ا�i { #%ShA{�0%6 إ�� ھ%$# U-.# ?�2ور ا
#P6���� . اUأ J?وi = 1,…,n6R�Z-�#,&J/-P §� " ،:  ¡#W ا�1D1Oج ?�JH �.P ط�P6 ا�2,�ب ا = ¡#W&W& ¡#                            �9.39� �# = ��×ÖÅ³�q#�                      �9.40� 

#%��1�  :وAKDOم "%-� WP6S15 �.P ا�-��ھ%8 ا
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)i(  #.XA��6�D إ�� U #H6O-.# ?�2ور ا}i { #.XA���,&� } 6ZS?}iاً U �" �&DH-.# ?�2ور ا
�1�� " �Ñ<`� �D أن . 5Vi = (ωi,vi)ـ ��5Vi J/-P #c`S�2�Aل J? �&%.H ا�� :اÐ#� = »¥#W&»E¥# 
)ii(  J/1�Gi ϵ R6×6  #.XA.� #��~S���A"# ا? ��?6ZSاً Z,� �&DH#  6×6ذات ا�S5Cد  �0i%6 إ

 #.XA��9-.# ?�2ور ا}i{ . �;6? �" #ShA1? ت`XA�� ا/�� ا�-�2ور -U أن �h61"ا �D�Cو
�&�ه ا�XA`ت، " ن  �1/��1�%#A/%Oن �&�  Giا���A"# ا�P6~K# ا-�� ا/R: 

½# = j�# 00 g#�k                         �9.41� 

 *%<Ii  د�S5Cورا�%# ذات اQ��# ا�~S���A"# ا? JH رة�ZH 3×3ھ�  #.XA.�i و ،mi  #.1; ھ�
 #.XA�  .iا

)iii(  #.XA��6�D إ�� ا�AKة ا��!�u%# ا�-J? #.K1D اi-1  #.XA�، 5Fi = (mi,fi) *%25ـ  iإ�� ا
 #.XA��9-.# ?�2ور ا #Z,D��5 �&DH ً6اZS? نA/P}i{ . ةAK��  Fiإن ا��-�� ;.%�ً ?m J`ل اK1D0i 

 J%1.XA��/K� �&�A~# ا^0��ل ا�Q%<Aة J%5 اi-1  وi. 

 #.XA.� 62��.7 ا� m J?i`ل ا�-��ھ%8 وا��S1رWP ا�,�AKDO ،#K5م ا¨ن Q5راO# ?@~° ا�8,9 ا
���  Ñ<`�Fi+1 أن ا�AKة ). 9.1(/� ;-�ھJ%Z? A "� اZc J? �Z~-�ھ� �ZHرة JH ا�Aّ.1ي ا

 #.XA�وا�-~.Aب ?�D ھ6ZS?}i+1{ . #"6S? Aاً U �" �&DH-.# ا�-�2ور  Hi+1.� ا�i  #.XAا
 #.XA�� اZc J? �Z~-�وQ@1O�5ام . }6ZS?}iاً U �" §DH-.# ا�-�2ور  Hi.� ا�i+1  #.XAا�Aّ.1ي ا

�.Aّ.1ي ا �PA21�� ا�-�2ور ا�-QH�cQ9� �D� " ،#%SU6ة ا-U 6%%L0 JH �0�D�:  

  

 �/���.�Sوم وا�AKى ا�-~H #KZ.� ا�XA.# : 9.1ا ¡hA-��.7 ا�62 ا��i.  ���ÖÜ³,Ö?@~° ا�8,9 ا �−�#ã&� = −���ÖÜ³,Ö� ��#ã&� 
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 #.XA.� #;62��1�� " ن ?�Sد^ت ا�� iو�5/���5 �&15�1; J/-P:  ½#ÐE# = ���Ö� �½#Ð#� + �# − ���ÖÜ³,Ö� ��#ã&�                  �9.42� 

�  τi ϵ Rو�Hم ا�Qوران ��-��1�� ھ�ZH Aرة K,? JH° ا�Aّ.1ي  QDHi ا��5Fi  ���-��7 اA.0 �.H
Aiأي ،:  a# = �#��#                       �9.43� 

 ً^AXة وQH�K��,�H6ت و0,�ر�Hت ا�XA`ت Q5ءاً ?J ا �?�?C6/1ار ا�وا¨ن AKDOم �1D1O�5ج ا
�.6وA5ت #.?�S��  :Q5اÑ<`� �D� " #P أن . �.P�&D# اÐ&� = »¥&W&»E¥& = Á�&4E&Â                     �9.44�  

Q9� ً�!Pوأ:  �Ð
� = »¥
W&»E¥
= »&
W&@»¥&W&»E¥&A»&
 + »&
W&»E&
= »&
W&�Ð&�»&
 + Á�
4E
Â                             �9.45� 

À"�/? �  :أو �5/

Ð
 = ���́ ³�Ð&� + �
4E
 

 J/-P �D� " ،#K<`�� U-%4 ا�XA`ت اUأ J? 6اءUjو6/15ار ھ�ا ا#%��1�  :أن �,�1D1 ا�c`S# ا

Ð# = ���Ö,ÖÅ³�Ð#W&� + �#4E#     , u = 1, … e                 �9.46� 

  :"Ñ<`D أن. J/-P أP!�ً إ�9Pده 5�Aرة 6/0ارVi˙ #PوأP!�ً ا�1,�رع 

ÁÐE#Â = ��� »#W&,#�Ð#�»#W&,#� + »#W&,#ÁÐE#Â»#W&,#W& + »#W&,#�Ð#� ��� »#W&,#W& + ��#�4�# 
���  :و>%* أن »#W&,# = ¡#W&,#��#���
Ö�¶Ö4E# = ¡#W&,#��
Ö�¶Ö��#�4E# 

��� »#W&,#W& = −»#W&,#W& »E#W&,#»#W&,#W&  

Q9� �D� ":  

ÐE# = �#4�# + ���Ö,ÖÅ³@ÐE#W&A + Á���Ö,ÖÅ³�Ð#W&�, �#4E#Â           �9.47� 
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  :و 0 = [Ai,Ai]و5-� أن 

���Ö,ÖÅ³�Ð#W&� = Ð# − �#4E# 
 #��.-�Sد #$"�/-��%L# ا�PQZ.# وا�� H.� ا�  ):J/-P §� ")9.7 أن �2

ÐE# = �#4�# + ���Ö,ÖÅ³@ÐE#W&A + ÁÐ# , �#4E#Â                    �9.48� 

C #%/%?�DPQ��%õ أH`ه وا�-6ZSة JH ا�,�H6ت وا�1,�ر�Hت �hj�5"# إ�� ا�-�Sد^ت ا�P# وX.# ا
� ا�S?-  �/%?�DPQ~�ة J/-P أن Am �" 8oD0ارز?%# ذات ?6>.�1 6/0ار أ?�?� %.21.� ��.m

��.@�� ذ�+ AOف �Qرس ;%�%# de0 J%-!0%6 ا��9ذ5%# "� ا�QراO# ا��DPQ?%/%#. اZcى . وQ<وإ
 ً�Hة  0,�رQH�K�� ?�2;�ة de0%6ات ا��9ذ5%# ھ� أن �ُ/,U 7-.# ?�2ور اUأ J? #SZ1-�، gا�~6ق ا

 *%<g ϵ R3 ةQH�K��9-.# ?�2ور ا #Z,D��5 §DH ً6اZS? #%hرC�9ذ5%# ا�. �0%6 إ�� �SRع 0,�رع ا
 >%� Aارز?%# ھA@��2�# " �§ ?J ا�-&8 أن �S.8 أن 0,�رع ا�XA.# ا�-A,2ب ?m J`ل ا�"� ھ�ه ا

 #%hرC�9ذ5%# ا�%2¡، 5� ھA ا�1,�رع ا�D? ً�XAKD? �K%K2§ 0,�رع ا��  .gا�1,�رع ا

@��ـ ا #%uاQ158 ا%c 8PQK15 أQZ0 #%?ارزAV0  وV0˙  وFtip *%< ،V0  وV0˙  #H6,�ھ-� �5�061%7 ا
�9-.# ?�2ور  #Z,D��5 �-&DH 6%ZS1��9-.# ?�2ور ا�QH�Kة 81P *%25 ا �u�!��ا��!�u%# وا�1,�رع ا

اmC%6ة  ھ� �ZHرة JH ا�AKة ا�@�رU%# ا��!�u%# ا�-~J? �? #~K� �.H #KZ ا�Ftip #.XAا�QH�Kة، و 
#.?�S��9-.# ?�2ور ا�P�&D# ا #Z,D��5 �&DH ً6اZS? . ���-���61ض  ˙˙θ˙,θوا�-��K1ت  θ(t)?,�ر ا

�mQ-; �DPQ`ت #?A.S? �&�e5.  


�ارز��=  Y����  :�	��	�� ا��!������ ا�W	D� Newton - Eulerأو!	�  - 

�.i {A{��6ض أن U-.# ?�2ور ;� وX.#  :ا������ • #.1/�و?Z06? #.X . §D~# ?4 ?6;� ا
� ا�/%D-�0%/� اQ5 �?�?Cءاً ?U J-.# ?�2ور ا�QH�Kة وAX^ً إ�� U.-# ?�2ور %�-1�" ن ا

 #.XA��} i{ا/���5 Aھ: »¥# = ���³�¶³���´�¶´ … ���Ö�¶Ö¡#    , u = 1, … e           �9.49� 

�A/1ن ا^���Pح ?6S�Mi-1,i #.-U Jف   #.XA�إ�� U-.# ?�2ور ا�i-1 { #.XA{?�2ور ا
}i{ . ن " ���1��5Mi = M01M12…Mi-1,i  وMi-1,i = Mi-1

-1 *%< ،i = 1,…,n .
 J%1.XA�#,&W#«  :ھ}i {Aو i-1 {{و?A/P §Dن ا^���Pح U J%5-.�1 ?�2ور ا = ¡#W&,#��
Ö�¶Ö                           �9.50� 

*%<:  �# = ��×ÖÅ³�q#�  , u = 1, … e         �9.51� 

 #%u�!���# ا�~S���A"# ا? WP6S0 J/-PوGi  #.XA.�i  د�S5C6×6ذات ا  #Z,D��5 +�وذ
�/���5 �&.1; �;6? �" #1Z�-��9-.# ?�2ور ا�XA.# ا:  
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½# = j�# 00 g#�k                         �9.52� 

*%< Ii ϵ R3×3  ورا�%#، وQ��# ا�~S���A"# ا? JH رة�ZH ھ�mi  #.1; JH رة�ZH ھ�
 #.XA��i . 7اA.1��AK�V0 = (ω0,v0)  #.-9م WP6S15 ا #%u�!��JH 6ZSP *%25 ا�,H6# ا

وھ�ZH Aرة  g ϵ R3و�AKم WP6S15 . ?�2ور ا�QH�Kة ?6ZSاً U �" §DH-.# ?�2ور ا�QH�Kة
" §DH ً6اZS? #%5�9ذ�و�AKم أm%6اً U �}0{ . WP6S15-.# ?�2ور ا�QH�Kة �SR JHع ا

 JH 6ZSP *%25n ا�Aّ.1ي ا�-~J? �? #~K� �.H �Z ا�Ftip = (mtip,ftip)  #.XAا�Aّ.1ي 
#.?�S�  .?6ZSاً U �" �&DH-.# ?�2ور ا�P�&D# ا

 .S?V0˙ = (0,g) ،Fn+1 = Ftip~�ة �V0  ،�D :ا��_���ت •

• ����Bا����ار ا =	T��:  �Uأ J?i = 1 ��1���n إ�#,&AK� ،: »#Wم 6Uj�5اء ا = ¡#W&,#��
Ö�¶Ö                           �9.53� 

Ð# = ���Ö,ÖÅ³�Ð#W&� + �#4E#                 �9.54� 

ÐE# = �#4�# + ���Ö,ÖÅ³@ÐE#W&A + ÁÐ# , �#4E#Â               �9.55� 

• �D	Wا����ار ا� =	T��:  �Uأ J?i = 1  ���1��nإ�#� :، �AKم 6Uj�5اء ا = ���ÖÜ³,Ö� ��#ã&� + ½#ÐE# − ���Ö� �½#Ð#�               �9.56� 

a# = �#��#                       �9.57� 

 #��.1,�رع ) 9.55(و;-� ^>�K5�O �Doً، " ن ا�-�SدVi˙ #%��1��%L# ا�-/�"$# ا��5 �&�  :J/-P اQZ1Oا

ÐE# = �#4�# + ���Ö,ÖÅ³@ÐE#W&A + Á���Ö,ÖÅ³�Ð#W&�, �#4E#Â       �9.58� 

�����=ا�Z�C= ا��<�ر��= �	�_�د{ت ا .9.4�!��: 

 �,/S�� ا��DPQ?%/� ا%.21�"� ھ�ه ا��6Kة AOف �Qرس ;%�S? 8%oD0 J/-P Wد^ت Amارز?%# ا
�/��� ?�S? #HA-9د^ت د�K0 #%/%?�DPرJ? #%5 ا/R �.H #P6/1ار�  :ا

a = ¡�4�4� + ¢@4, 4EA + 9�4� 

#%;62�� ا�QZء �5�+، " �AKDO �Dم 6Z5ھ��Q%;e0 #D ا�,�e5 �5ن ا�~�c# اZcو  #%./��.6وA5ت K  J/-Pا
�/���5 �&DH 6%ZS1�  :ا

� = 12 4E �¡�4�4E  
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 #%./�J/-P ا�H �&DH 6%ZS1.� أ�&�  Kو�/AKDO �DDم �5�+ ?m J`ل ?�D1"6S أن ا�~�c# ا�62;%# ا
� وX`ت ا�6وA5ت/� #%;62�  :?A-9ع ا�~��cت ا

� = 12 " Ð#�½#Ð#
<

#%&                      �9.59� 

 *%<Vi  #.XA��9-.# ?�2ور ا #%u�!����Gi  #"A، و }i{ھ� ا�,H6# ا? JH رة�ZH ھ�
 #.XA.� #%u�!���# ا�~S�و81P ا�P6S0 80 �-;)9.52) ( �-&%.; JH 6%ZS1�m J? �&`ل ا�-�Sد�#  iا

 #.XA��9-.# ?�2ور ا #Z,D��5}i{ .( 45�1���DPQ ا J/%�� �P%6 إ�� ا� T0i = (θ1,…θ2)و%�-1
، و }i{وAX^ً إ�� U-.# ?�2ور ا�XA.# } 0{ا�/%D-�0%/� اQ5 �?�?Cءاً U-.# ?�2ور ا�QH�Kة 

Jib(θ)  #c`S�2�Aل J? �&%.H ا����5AKSP #"A ا�8,9 ا�81P �1 ا? JH رة�ZH A��4#'  :ھ� = »¥#W&»E¥# 
 8,9�وذ�+ JH طn  �P6×6وP6S0 80 �-;6×i،  �&.S9DO�&� ھ�  Jibو�`>Ñ أن أ�S5د ?��A"# ا

� 6X�DH 4-%U اQ-HCة SUn-i ر��Xأ JH رة�ZH 6ة%mCـ . ا� WP6S1�، �DD/-P أن Jibو5&�ا ا
71/�:  

Ð# = '#��4�4E   ,   u = 1, … , e 

�/���5 �&15�1; J/-P #%;62��1�� " ن ا�~�c# ا�  :و�5

� = 12 4E � ë" '#��4��½#'#��4�<
#%& ì 4E                       �9.60� 

 #.1/�  :M(θ)"� ا�K%K2#، إن ا�Q2 ا�-AUAد J-h ا�J%OAK ?�ھA إ^ ?��A"# ا

¡�4� = " '#��4��½#'#��4�<
#%&             �9.61� 

��%L# ا��K1ر#%5 �.-�Sد^ت ASDOد ا¨ن إ�� ?&-�D1 اO�OC%# وا�Q0 �1ور >Aل ا�1D1Oج ا
#%/%?�DPQ��1�%#. ا�  :وAOف �QZأ WP6S15 اSRC# ا

Ð = lÐ&⋮Ð<
n ∈ R�<                   �9.62� 

� = l�&⋮�<
n ∈ R�<                   �9.63� 
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#%��1���A"�ت ا-�  :و?AKDO 8d Jم WP6S15 ا

� =
BCC
CCD
�& 0 ⋯ 00 �
 ⋯ 0⋮ ⋮ ⋱ ⋮0 ⋯ ⋯ �<FGG

GGH ∈ R�<×<           �9.64� 

½ =
BCC
CCD
½& 0 ⋯ 00 ½
 ⋯ 0⋮ ⋮ ⋱ ⋮0 ⋯ ⋯ ½<FGG

GGH ∈ R�<×�<           �9.65� 

����� =
BCC
CCD
����³� 0 ⋯ 00 ����́ � ⋯ 0⋮ ⋮ ⋱ ⋮0 ⋯ ⋯ ����µ�FGG

GGH ∈ R�<×�<           �9.66� 

���
¶E � =
BCC
CCD
���
³¶³E � 0 ⋯ 00 ���
´¶É � ⋯ 0⋮ ⋮ ⋱ ⋮0 ⋯ ⋯ ���
µ¶µE �FGG

GGH ∈ R�<×�<           �9.67� 

Γ�4� =
BC
CC
CC
D 0 0 ⋯ 0 0����́ ³� 0 ⋯ 0 00 ����Ô´� ⋯ 0 0⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮0 0 ⋯ ����µ,µÅ³� 0FG

GG
GG
H

∈ R�<×�<           �9.68� 

 �DZ1; QK��H Q;µD.� أن  Γ(θ)و �/���1�%#. S10θ.� 5ـ  5Γ&�ا ا�  :وأm%6اً، AKDOم WP6S15 اSRC# ا

Ð���d =
BC
CC
D���³Ê�Ð¥�0⋮0 FG

GG
H ∈ R�<                �9.69� 
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ÐE���d =
BCC
CCD
���³Ê�ÐE¥�0⋮0 FGG

GGH ∈ R�<                �9.70� 

�Q#õ =
BCC
CCD

0⋮0���µÜ³,µ� ��<ã&�FGG
GGH ∈ R�<             �9.71� 

��A"�ت G ϵ R6n×6n  *%< ،#15�d #P6~cوأن  Ñ<`�A ϵ R6n×n أن ? JH رة�ZH ھ�A  8!0
�/ K"G° ا��Zرا?61ات ا�/%J%< �" ،#%/%0�-D أن  #��~S�� وK" 8!0#.X° ا�/1.# و�5را?61ات ا.  

 �" �&S%-90 J/-P #P6/1ار�� ا��DPQ?%/� ا�@.�� ا%.21��OA5ط# ا��S1رWP ا�,�K5#، " ن Amارز?%# ا
#%��1���A"%# ا-�  :U-.# ا�-�Sد^ت ا

Ð = Γ�4�Ð + �4E + Ð���d                        �9.72� ÐE = Γ�4�ÐE + �4� + Á��
¶E Â�Γ�4�Ð + Ð���d� + ÐE���d         �9.73� 

� = Γ��4�� + ½ÐE − ������½Ð + �Q#õ                  �9.74� 

a = ���                     �9.75� 

 #"A��-��1�%#  Γ(θ)إن ا�10-%� �5�@�X%# اΓn(θ) = 0 ) 8Oا �&%.H �.~P #"A��-�� ھ�ه ا�?
��PQH #"A-# ا�QKرة أو -�، و;Q-1,? #9%1Dة ?J ھ�ه )J?n ا�QرPQHNilpotent  #U-# ا�AKى ا

0&� �5�2,�ب ا�-6R�Z أن �Zdإ J/-P �1�. 1 = I + Γ(θ) + …+ Γn-1(θ)-(I-Γ(θ))ا�@�X%# وا
 45�1�  :، " �§ J/-P ا�m J? Q;e1`ل ا�2,�ب ا�-6R�Z أنL(θ) = (I-Γ(θ))-1وWP6S15 ا

L�4� =
BC
CCC
CD 0 0 0 ⋯ 0����́ ³� � 0 ⋯ 0����Ô³� ����Ô´� � ⋯ 0⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮����µ³� ����µ´� ����µÔ� ⋯ �FG

GGG
GH ∈ R�<×�<           �9.76� 

 �DZ1; QcوL(θ)  أن �.H Q%;e1.�L  5ـ �.S10θ . J/-P #K5�,���A"%# ا-��1�� " ن ا�-�Sد^ت ا�و�5
�/��  :ا¨ن ;�5 �&15�1
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Ð = 3�4�@�4E + Ð���dA                         �9.77� 

ÐE = 3�4�@�4� + Á��
¶E ÂΓ�4�Ð + Á��
¶E ÂÐ���d + ÐE���dA         �9.78� 

� = 3��4�@½ÐE − ������½Ð + �Q#õA               �9.79� 

a = ���                     �9.80� 

 �Uر�m ٍّA.0 �Zوإذا طFtip  �" §��mإد J/-P يA.1��.6وA5ت، " ن ھ�ا ا #.?�S�H.� ا�P�&D# ا
#%��1�  :ا�-�Sد�# ا��DPQ?%/%# ا

a = ¡�4�4� + ¢@4, 4EA + 9�4� + '��4��Q#õ              �9.81� 

 *%<J(θ) �5AKS%���A"# ا? JH رة�ZH 6  ھ�ZS-�� ا�/%D-�0%/� اC?�?� وا%.21�ا�JH #90�D ا
 JH 6%ZS1��D�U >-.# ا�-�2ور ا�-SU6%# ا�81P �1 "%&� ا #Z,D��5 �&DHFtip،نA/P�4¡  :، و� = ��3��4�½3�4��                   �9.82� ¢@4, 4EA = ��3��4�@½3�4�Á��
¶E ÂΓ�4� − ������½A3�4��4E        �9.83� 

9�4� = ��3��4�½3�4�ÐE���d                �9.84� 

 Q2�� Acى ا��9ذD%5 ،#%5-� ا�g(θ)  Q2ا�-Pc(θ,θ˙)  #90�D�� ا�AKى ا�~�ردة ?�P�;6ً وا�AKى ا�-P
 >%�APرA; 0,�رع JHCoriolis . #L%X 4? د^ت�S-� 6a^Lagrangeا�� و�K-5ر�# ھ�ه ا

  :ا��DPQ?%/%#، أي

a# = " g#÷�4�4�÷<
÷%& + " " Γ	
��θ�θE 
θE �<

>%&
<

÷%& + ��
�4#   ,   u = 1, … e      �9.85� 

 *%<Γijk(θ):  

Γ#÷>�4� = 12 ¬�g#÷
�4> + �g#>

�4÷ − �g÷>
�4# ®                    �9.86� 

 Q2�� Q9� �D� "c(θ,θ˙) أن 6X�DH ا/���5 �&�P6S0 J/-P:  

" " Γ	
��θ�θE 
θE �<
>%&

<
÷%&  

�5��9ذ#%5  �.S1-�  :P6S0 J/-P�§ 5ـ g(θ);-� أن 6X�DH ا�Q2 ا

��
�4# 
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 J0A%� #L%X ل`m J?-  6.PأوNewton - Euler" ، Q2� ن ا�-��K1ت ا�u�9%# ا�-AUAدة "� ا
Γijk(θ)  #�. Q5ون ا�.A9ء إ�� H-.%�ت ا^�K1Rق) J/-P)9.83 ا6R�Z? �&X`@1Oة ?J ا�-�Sد

 #"A��-�  :C(θ,θ˙) ϵ Rn×n *%25وWP6S15 ا

¢#÷@4, 4EA = " Γ	
��θ�θE �<
>%& = 12 " ¬�g#÷

�4> + �g#>
�4÷ − �g÷>

�4# ®<
>%& 4E>      �9.87� 

 *%<cij  6�DS���i,j ( #"A(�0%6 إ�� ا-�، " �§ ?J ا�-`>Ñ أ�§ J/-P ا�J?C(θ,θ˙) JH 6%ZS1 ا
c(θ,θ˙) ���1��;:  

¢@4, 4EA = �@4, 4EA4E                            �9.88� 

 #"A��-���A; #"AرC(θ,θ˙) Pا? �-,0 >%�ACoriolis Matrix . #%��1�وا��1 (ا�@�X%# ا
 #%Z.,�0,-� �5�@�X%# ا) #%��S"`��%< ) Passivityأو اAPرA; #"A��-� J%Z0Coriolis أن 

8/21 �5�6وA5ت�  .de0%6ات ?&-# "� �Zdت ا6K1Oار Ac �S5ا�%J ا

 =�r�W9.1ا�.  #"A��-���M˙(θ) – 2C(θ,θ˙) ϵ Rn×n �-1? #"Aإن ا? JH رة�ZH ھ� #.d
#"62D? . *%<M(θ) ϵ Rn×n  1.#، و/���A"# ا? JH رة�ZH ھ�M˙(θ)  �1�? JH رة�ZH ھ�

��A"#، و -��%<  C(θ,θ˙) ϵ Rn×nھ�ه اAPرA; #"A��ا�-S~�ة ?m J`ل  Coriolisھ� ?
 #�  ).9.87(ا�-�Sد

�6 : ا�6Zھ�نDS���i,j ( #"A(إن ا-�  :ھJ?M˙- 2C A ا

gE #÷�4� − 2¢#÷@4, 4EA = " �g#÷
�4> 4E> − �g#÷

�4> 4E> − �g#>
�4÷ 4E> + �g÷>

�4#
<

>%& 4E>
= " �g>÷

�4# 4E> − �g#>
�4÷

<
>%& 4E> 

� J%5 ا�-6Rµات PQZ1�  :j9� �D� " ،Qو  iو�5

gE ÷#�4� − 2¢÷#@4, 4EA = − ÃgE #÷�4� − 2¢#÷@4, 4EAÄ 

��A"# ھ� ?��T = - (M˙- 2C)#"62D? #.d�-1? #"A(M˙- 2C)وھ�ا ?� Q;µP أن -�  .، أي أن ا

8/21 �5�6وA5ت��5 �.S1-�� ا���  .ا�@�X%# ا�,.AKDO #%Zم Q@1O�5ا?&� ^>�Kً "� ا

9.5. Bا �������� �	�و����ت ذات ا�wM\� ا��T��D=ا���	�� ا��!��: 

�6و�0A5ت ا�,.,.# ا�-�A1>#، >%* ��61ض  �?�?Cا �/%?�DPQ�� ا%.21��# اe,? #OراQ5 مAKDO ا¨ن
?S~�ة ��D، وA/Pن  ˙θو  HA-9? 4?θ# ا��6وط ا^Q15اu%# ا�-K.S1# 5ـ  τ(t)أن ?,�ر �Hم ا�Qوران 

 #�� H.� ا�-�Sد?�/1��  τ(t) = M(θ)θ˙˙+ b(θ,θ˙)ا��DPQ?%/%# ا�&Qف ھA إ6Uاء H-.%# اUأ J?
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 �X��-�2�Aل H.� ?,�ر ا�� . θ(t)ا?�/1�� إ6Uاء H-.%# اUأ J? °,5Cا #%-c6�وا�~KP6# ا
 ��� ?�Sد�# 0��J? #%.h ا�QرU# اCوUأ J? +�ھ� أن �,Q@1م  q˙ = f(q,t)  *%<q ϵ Rnوذ

 6.Pأو #c`HEuler #P6/1ار���M  :ا + ℎ� = M��� + ℎ��M���, �� 

 *%<h #%D?��� ا�-�Sد�# . ھ�ZH Aرة QH #-%c JHدZUA? #P# �0%6 إ�� ا�@~Aة اPA20 J/-Pو
 xD0 �1�ا��DPQ?%/%# ا�,�K5# إ�� ?�Sد�# 0��J? #%.h ا�QرU# اCو�� وذ�+ 1O^�5��دة ?J ا�-%�ة ا

�  HM(θ).� أن  S9Z" ،ً�-uس داA/S? �&�q1 = θ  وq2 = θ˙  وq = (q1,q2) ϵ R2n" ، §� 
&J/-P:  ME أن �/71 = M
 

ME
 = ¡W&�M&�@a��� − o�M&, M
�A 

 �/��� ھ�ه ا�-�Sد�# إذن  EulerوطKP6# أوq˙ = f(q,t) . 6.Pوھ� ?�Sد�# ?J اUأ J? �?�/1.�
���1�� ا/����&A/0:  Mن ?J ا + ℎ� = M&��� + ℎM
��� 

M
�� + ℎ� = M
 + ℎ ª¡@M&���AW& Ãa��� − o@M&���, M
���AÄ« 

�ـ  #%uاQ15^8 ا%K�، " ن ا�-�Sد�# أH`ه q2 = θ˙(0) J/-Pو  q1(0) = θ(0)وH 5~�ء ?J? #HA-9 ا
 #;62�2�Aل رH ً�%-c.� ?,�ر ا�  .6/0θ(t) = q1(t)ارھ� ?4 ا��?81P �1< J ا

�7S إ6Uاء ا�2,�ب ، و?M-1(θ)و�`>Ñ أن ا�6/1ار ا�,��D? 7.~1P �5 >,�ب �J ا�S,%6 وا
 #"A��-�و�/J "� ا�J? §� " ،#K%K2 ا�--/J ?/�?.# ھ�ه ا�-�Sد^ت ?�9PjM(θ) . Jد ?A/Sس ا

 #"A��-��1�� " ن ا�-�Sد�# ا��DPQ?%/%# ا��K1رM(θ) . 71/0 #%5دون ا�.A9ء �2,�ب ?A/Sس ا�و�5
�/���5:  

¡�4�4� = a��� − o@4, 4EA                      �9.89� 

 �S95وθ˙˙  #���6 "� ا�-�Sد.� #P9.89(?,�و( ¡Z�0 #��+ . τ(t) = b(θ,θ˙)،  " ن ا�-�Sد��و
 �SU QS5 ��.@�� ا��DPQ?%/� ا%.21���6 وإ�K5ء  θ˙˙(t)" �§ و�5�K%�م Am �%Z~15از?%# ا.� #Pو�,?

 J? �;(θ(t),θ˙(t))  QPQ20 J/-P §� " ،#%��2�~6ح ھ�ا ا�-QKار وc �.Hb(θ(t),θ˙(t)) .5%-&-� ا
� H.� ا�7��9 ا�%-%J? �D ا�-�Sد�#  J?τ(t) ا�K%-# ا�-S~�ة �ـ �2� �D� ")9.89 .( J? §� " ،+���و

2�Aل mM(θ) �.H`ل >,�ب �� ا&,��J? ¡Z اP ،θ˙˙(t)  #%~@��.-�Sد�# ا �2;Ax = c ،
 *%<A = M(θ(t)) ϵ Rn×n  4، وZ~� c = τ(t) – b(θ(t),θ˙(t))وھ� ?���R 6%a #"Aذة �5

  .ھQK? Aار ?A.Sم
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� ا��DPQ?%/� اJ/-P �?�?C ا�1mا�&� إ�� ا6Ujاء ا��9Pj �5�,2د %.21��# اe,? ن " ���1� ˙˙θو�5
� ا�K%8 ا�-S~�ة �ـ Uأ J? +��5>1-��%# وAUد . τو  ˙θو  θوذ ً�!Pأ ¡-,DO #%��1�و"� ا�@Aارز?%# ا

 #%Uر�m #%u�!" ةAcFtip 6ة%mCا #.XA�  .?~H #KZ.� ا


�ار�r�Dت ا���Eر�M� ب�MT =��ز – O��  :GetJointAccel(θ,θ˙,τ,τext) ا��

• =�\�\Bت ا�c	ا���� : �%.21�� ا��5�,2ت "� H-.%# اUأ J? #?ز`�U-%4 ا�@Aارز?%�ت ا
�DPQ� #?A.S? �&61ض أ��1.#  �/�وأAm ً�!Pارز?%# . ا��DPQ?%/� ا�@.��،و�2,�ب ?��A"# ا

 #%~@�� U-.# ا�-�S^ت ا<Ax = c *%< x ϵ Rn  وA ϵ Rn×n  6%a #"A��وھ� ?
�c ϵ Rn �D، و>%* �Rذة �~S?. 

�ـ  :ا���
wت • #%��2�وإذا ;�ن ھ�Dك وAUد �AKة . τ، و�Hم ا�Qوران ا�ُ-QّKم ˙θو  θا�K%8 ا
، " �Q@1,� �Dم ا�c`S# ا�,0�1%/%# ا��1 560° ا�AKة �5��Sم �m #%u�!"FtipرS? #%U~�ة 

 �/����A"# ا�%τext = JTFtip �5AKSوا�-S~�ة �5? *%< ،J(θ)  ةAK�81P ا�Ftip  6%ZS1وا
#%SU6-� .� �" �-&DH�U >-.# ا�-�2ور ا

�تا •`�W��:  �X��-� .˙˙0θ,�رع ا

• =Iا����:  J? �/� �cµ? � .c ϵ Rn، و γ ϵ Rn، و L1? J%%S0A ϵ Rn×n%6ات ?@��# �5/

• �D	Wا� ������ ا��DPQ?%/�  :إ`�اء ا���	�� ا��!�%.21�� c%8 إ6Uاء H-.%# اUأ J? ��.@�ا
 J? �;θ  وθ˙  �S9ة، و��~S-��2�%# ا���6، و�AKم �U6@? JP�@15ت  ˙˙θا.� #Pو�,?

� �Hγوم ا�Qوران "� S9� 8d J?و ،c = τ – γ –τext. 

�ب ��DC;= ا���	= •MT:  ـ�� ا�K%8 ا�-S~�ة Uأ J? #.1/�، و�AKم AK�θم 25,�ب ?��A"# ا
 �" �0�D� .JP�@15A ا

• �Dت ا���Eر�M� ب�MT�r : #%~@�، xو�AK�Ax = c  8%c QUAم 25� U-.# ا�-�Sد^ت ا
 8%cوx  �X��-� .˙˙θھ� �ZHرة JH 0,�ر�Hت ا

 #-%c6��، " ن ا�J? QPQS ا�~6ق اX��-�� >,�ب 0,�ر�Hت اUأ J? #K5�,�Q@1O�5ام ا�@Aارز?%# ا
� ا��DPQ?%/� اD0 J/-P �?�?C�%�ھ%.21��، و"%-� P.� ا�-,Q@1?# "� إ6Uاء H-.%# ا�-/�?.# QDH ا

 6.Pأو #KP6~5 #K.S1-�  :ا�Z,%~# وا��D<6R �1ھ� QK�Euler  ً�K5�Oم ا�@Aارز?%# ا


�ارز��= ط�!<= أو!	� Euler  ����Bا �������� ا���W�M�= ;� ا���	�� ا��!���	�:  

• =�\�\Bت ا�c	45�1  :ا����� .?~.Aب GetJointAccel(θ,θ˙,τ,τext)ا

و�Hم  mQ? ،τ(t)`ت �Hوم ا�Qوران θ˙(0)و  θ(0)ا��6وط ا^Q15اu%#  :ا���
wت •
 �Z~-� .h > 0، وA~mة ا�-/�?.# ا��?τext  *%<t ϵ [0,tf] #%Dا�Qوران ا

�ت •`�Wا��:  �X��-� .θ[k] = θ(hk)  *%<k = 0,…,N?,�ر ?L1%6ات ا
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• =Iا����:  �S9�N = tf/h. 

�  :��T	= ا����ار •Uأ J?K = 1  �1<وN، �.P�-5 مAK�: 

4��,� = ½��'�ue��¢¢�m�4�,�, 4E �,�, a�,�, ad�Q�,�� 

4�, + 1� = 4�,� + ℎ4E�,� 
4E�, + 1� = 4E�,� + ℎ4��,� 

• �r�Dات ا����Z�� ر�M�: θ[k] = θ(hk) *%< ،k = 0,…,N. 

�ء ا����=  .9.6H; ت��ء ا�_��(ا���	�� ا��!������ ;� إ�Tا��H; أو(: 

 #OارQ5 مAK� فAO 6ةK��� "� ھ�ه ا%�-1�� إ�� اPA21�;%�%# L0%6 ا�-�Sد^ت ا��DPQ?%/%# �1%9# ا
 #.?�S�� اA?Cر أ;�6 5,�ط# ). إ>Qاd%�ت "!�ء ا�-&-#(Q< 5اd%�ت U-.# ?�2ور ا�P�&D# اS9D�و

 #�" �AKDO �Dم Q5راO# روA5ت ذي ? #.,.O�A1># و�O +.1-P در�Uت ?J ا�P62# و�§ ا�-�Sد
#%��1�  :ا��DPQ?%/%# ا

a = ¡�4�4� + o@4, 4EA    ,   4 ∈ R< , a ∈ R<              �9.90� 

�&K%Z~0 J/-P #%u�!" ةAc #P6 أ%de0 5 ھ-�ل ���2�و�S� J2.8 أن ا�,H6# . وAKDOم "� ا��cA ا
 #%u�!���  V = (ω,v)اX��-��.6وA5ت H6,5 �.S10# ا #.?�S��.P�&D# اθ˙ #c`S�  :?m J`ل ا

Ð = '�4�4E                            �9.91� 

 J? ً`; ر أن�Z1H^ا J%S5 �mC4 ا?V  وJ(θ)  �2ور-��D�U >-.# ا #Z,D��5 �-&DH 6%ZS1�81P ا
#%SU6-��.�?J . ا #Z,D��5 �1�-��1�� " ن ا��5�V˙ #c`Sو�5 �~SP:  

ÐE = 'E�4�4E + '�4�4�                         �9.92� 

�ـ  #K"اA-���A"# ا�%θ  �5AKSوQDH ا�&%$# ا-�  :?A/Sس، " �A/P *%25J(θ) Q9� �Dن 

4E = 'W&Ð                            �9.93� 

4� = 'W&ÐE − 'W&'E'W&Ð               �9.94� 

 #��1�%#) 9.94(ا�Q2 ا����� "� ا�-�Sد����  :J/-P اJH §U�1D1O ط�P6 ا�@�X%# ا ��W&�� = ��� �W& ∙ � + �W& ∙ ��� � 

 #"A��? #Pأ �Uأ J? +��`�K1Rق و�&� ?A/Sس A(t)وذ #.5�c . #�) 9.90(و�5��PAS1 "� ا�-�Sد
 JH ً^Q5θ˙  وθ˙˙ Q9�:  
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a = ¡@'W&ÐE − 'W&'E'W&ÐA + 'W�o@4, 4EA                  �9.95� 

 *%<J-T = (J-1)T = (JT)-1!5ر 5ـ ، و�,%�� 6J-T �.Hب �Z��U ا�-�Sد�# ?U J&# ا�2�:  'W�a = 'W�¡'W&ÐE − 'W�¡'W&'E'W&Ð + 'W�o�4, 'W&Ð�        �9.96� 

�Fھ� �ZHرة JH ا�AKة ا��!�J-Tτ  #%uو5-� أن /���5 �&15�1; J/-P ه`Hأ #��  :، " ن ا�-�Sد = Λ�4�ÐE + ��4, Ð�                     �9.97� 

*%<:  

Λ�4� = 'W�¡�4�'W&                   �9.98� ��4, Ð� = 'W�o�4, 'W&Ð� − Λ'E'W&Ð               �9.99� 

#.?�S�و"� >�ل . وھ�ه ھ� ا�-�Sد^ت ا�81P *%25 #%/%?�DPQ ا�U �" �&DH 6%ZS1-.# ?�2ور ا�P�&D# ا
c �%Z~0 #%Uر�m #%u�!" ةAF  ورانQ�U �.H-.# ?�2ور ا�P�&D# ا��D� " ،#.?�S ��61ض أن �Hوم ا

�1�� " �§ 81P ا�U #;625 8/21-.# ?�2ور ا�P�&D# ا�m J?  #.?�S`ل ���6، و�5.� #Pو�,? �X��-.�
و�m J? 8.S� J2`ل . η(θ,V)و  Λ(θ)و;� ?θ  Jو�`>Ñ أن ھ�Dك J%5 #c`H . ھ�ه ا�-�Sد^ت

%.21�� ا�/%D-�0%/� ا�@.�� أن اθ = T-1(X) #�2�Aل H.� ا�-�Sد��1�� " �§ J/-P ا�، و�5
 #.?�S��# ا���Pح U-.# ?�2ور ا�P�&D# ا^Q5 #%.h��1�. Vوا�,H6# ا��!�X ϵ SE(3)  #%uا

�  Xو5�Aرة X�m#، و5-� أن X��-�2�Aل m J? �&%.H`ل ?L1? #"6S%6ات ا� �Hθدة ?� 81P ا
� أن �61ك ھ�ا ا^ر�Z0ط و�S? �" �&!PAS0د^ت !�-�� ا�/%D-�0%/� اJ? §� " ،�?�?C ا%�-1�ا

 �.H Q-1S-�  .θا
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6R�S�� ا���  ا

  ا����� ����و��ت

Robot Control  

  

 #-&-���راع ا�6وA5ت أن QZPي ا�J? QPQS ا�,.A;%�ت ا�-@1.�#، وذ�+ ا�D1Oداً إ�� �Aع ا J/-P
%2-�وD/-P§ ا�K%�م HC�5-�ل H.� أ�§ ?�Qر �.62;�ت . ~# 5§ا�-A;.# إ�%§ وإ�� طS%Z# ا�Z%$# ا

�-,�ر ?�  4Z10 6، أوm¨ ن�/? J? 8,9�� أو 620ك اKD; ت�-&-��§ D15�%� ا ¡-,�1 0�ا�-6Z?9# وا
� ى أ�§ ?�Qر . 0,%6 و"K§ أداة ²5 ا�Qھ�ن ?�`ً H ل�-HC�5 مAKP أن ً�!Pت أA56و���راع ا J/-Pو
%UA0 QDH �2ل��.AKة، ;-� ھA ا �D?�.P §� " �&<A~O �KX فQ&5 #�AL�-�� �A2 اK��§ دو^ب ا
#-&-�و"� �S5 ا�-&-�ت ;��/H #5�1.� ا�.Aح Q@1O�5ام ا�~A�Zر، " �§ . Ac �%Z~0ة ?� �D1�%� ھ�ه ا

8/21 �5�AKى "� �S5 ا^�90ھ�ت �) ا�AKة AK0م L!5° ا�~A�Zرة �90�5ه ا�.Aح(79P أن 81P ا
وA/0 �?QDHن ). ا�H #;62.� ا�-,A1ي ا��ي P-�.§ ا�.Aح( و;��+ ا�62;�ت "� ا�90ھ�ت أ6mى

 #$%Z�ا�J? #P�L اQ@1Oام ا�6وA5ت ھ� ا�K%�م HC�5-�ل JH ط�P6 ا�.-<، أو إ6Uاء ?�2;�ة 
� H.� أ�§ ���5 أو ?@-Q أو ;1.# 0@!4 -S�ا"61اA/P QK" ،#%hن ?6اد�� ?D§ أن AKPم �5

§%.H #KZ~-�  .و7%91,0 �.AKى ا

 J? #��< �8/21 �5�6وA5ت و"� ;-�ھ�  Robot Controllerھ�ه ا��2^ت، A/0ن وظ%�# ا
� ا�-62;�تZc J? �&K%Z~0 81P وم�Hى وAc ����xu ا�-&-# ا�-A;.# إ�� ا�6وA5ت إm �PA20 .

 8/21�� K20%� ھ�ه ا�,.A;%�ت ا�8O�5 �&DH �D-./0 �1 اUأ J? #SZ1-�و6S0ف ا61Oا0%9%�ت ا�8/21 ا
 #;62��5)4cA-�8/21 �5�AKة Motion Control) أو ا�، أو ا�8/21 ا�&Force Control J%9، أو ا

 #;62��5�AKة واHybird Motion - Force Control #?و�K-��5 8/21� Imprdence، أو ا
Control . #S%Zوط #-&-�� ?A� Jع ا; �.H Q-1S0 7,�Cا Aت ھ�%;A.,�و?6S"# أي ?J ھ�ه ا

�&5 #~%2-�� ا�-��ل، P. ا�Z%$# ا%ZO �.S" #P�&D�8/21 �5�AKة ذا ?A/0 �?QDH �DSن ا�/Aن ا�&Qف ?J ا
 8/21��.6وA5ت H.� 0-�س ?�R 4ء ?�، وA/Pن ?a J%6 ا�-�%Q اQ@1Oام ھ�ا ا�ADع ?J ا #.?�S�ا

� >6 "� ا��!�ء/�5 #.?�S�6 �5��;6 أن �ADه e5ن ھ�Dك أQDH . ً�!P?� 6210ك ا�P�&D# اPQ9�و?J ا
��D>%# ا�-%/��%/%# �L5 ا�JH 6oD ا�ADا>� ا�Z%$%#، >%* إ�§ ?Q%K? Jاً أP ً�%O�O�6ض ��,§ ?J ا

6m¨ا JH �K1,? �8/21 �5�62;# وا�AKة �5/�وإذا ;��� ?&-# ا�6وA5ت . a%6 ا�--/J أن 81P ا
>/S��5 >/S�  .ھ� D0�%� >6;# ?�، " ن طS%Z# ا�Z%$# ا�-2%~# 5§ ھ� ا�Q21O �1د ا�AKة، وا

-5 8/21�� A� 4? 7O�D1Pع ا�-&-# وطS%Z# ا�Z%$# ا�-QUAP §� " ،#~%2 و81P �?QDH ا1m%�ر �Aع ا
+�� K20%� ذUأ J? 6ق~� Feedback) ا�@.�%#(ا�JH 8/21 ط�P6 ا�P�L1# ا�6اSU# : ا�J? QPQS ا

Control ،تA56و.� �.S��، وا��ي Q@1,Pم >,��Oت ا�-4cA وا�,H6# وا�AKة �K%�س ا�,.Aك ا
-�� إ�Rرات ا�8/21 ا�-O6.# و?�K? 8d Jر�# ھ�ا ا�,.Aك �5�,.Aك اPQS0 +�~.Aب K%K20§، وQS5 ذ

. ا�JH 8/21 ط�P6 ا�P�L1# ا�6اQ@1,P #SUم U �" ً�ZP6K0-%4 أ�o-# ا�6و�0A5ت. إ�� ا�-62;�ت
 #%?�?Cا #P�L1��  Feedforward ControlوQ@1,Pم "� H-.%# ا�JH 8/21 ط�P6 ا%�-1��-Aذج ا
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�.6وA5ت �hj�5"# إ�� ا�ASا? �/%?�DPQ�� QPQ20 إ�Rرات ا�-62;�ت اUأ J? §5 #~%2-�� ا�Z%$%# ا
#��2��AUAد اmC~�ء "� H-.%# . وا��K20 �1 ا�L1%6 ا�-~.Aب "� ا 6%Z/�و7Z,5 ا^>1-�ل ا

ا�U�-D# ا��DPQ?%/%#، " ن ا�JH 8/21 ط�P6 ا�P�L1# اC?�?%# ھA ��در ا^Q@1Oام �5/� ?D�6د، 
�Q@1,P �? ً�Zم �5/� ?61Kن ?�a Aھ J/�إن إ61Oا0%9%�ت . 4 ا�JH 8/21 ط�P6 ا�P�L1# ا�6اSU#و

 �-.ce1��5�8/21 ا �-,P �? J-!10 �?�/1-�، وا��ي AKPم و�5/� Adaptive Controlا�8/21 ا
� J%,20 اCداءUأ J? م�oD.� #%/%?�DPQ���xu ا@�وJ-!10 أ6PQK15 6-1,? . �-,P �? ً�!P ا

 J%1-��5�8/21 اRobust Control  مQ@1,P ي��� h-�ن ا��KZء A1,? QDHى ?J? J%S واUأ J?
�.�oDم #ScA1? 6%a #%/%?�DP6ات د%L0  #Pأ §Uداء "� وCا . J-!10 �?�/1-�إ61Oا0%9%�ت ا�8/21 ا

�5�JH 8/21 ط�P6 ا�S1.8 ا�-6/1ر  �-,P �? ً�!PأIterative Learning Control J? +�، وذ
� ا�-&-�ت ا�-6/1رة 1O�5-6ار، >%* Q@1,0م اmC~�ءUأ  J? #-&-.� �5�,�ا�JH #-U�D ا�D1�%� ا

 #-&-.� �.ZK1,-��%Q أ�o-# ا�8/21 ا�-JH #ZO�D ط�P6 ا�P�L1# اC?�?%# "� >�ل ا�6/1ار اA0 �Uأ
�&,��.  

 #P�L1�� AKDOم �5�H �%;61.� ا�JH 8/21 ط�P6 ا�P�L1# ا�6اSU# وا�JH 8/21 ط�P6 ا���"� ھ�ا ا
،#;62��5 8/21�� اUأ J? +��5�62;# وا�AKة، وا�8/21  اC?�?%# وذ J%9&�8/21 �5�AKة، وا�8/21 ا�وا

�5�-�Kو?#.  

��= YE أ���= ا����� .10.1E =���: 

 �/����oDم ا�8/21 ا�a ((�O�%K( 10.1(ا ً�%cوQDX ً�~~@? 6&oP . 8/21-��Hدة  Controllerإن ا
وA/0ن ا��O�,2ت . A/P �?Microcontrollerن �ZHرة U JH&�ز >��5AO أو ?6LX 8/21ي 

 Q&9�� �Hم ?�D�# إ�� ?P�K%< ا/�5 #?Q@1,-�، وQHادات �-QH #"6Sد  Potentiometersا
� c%�س زاوP# ا�Qوران Encodersا�Qورات Uأ J? ت�O�,<4(، وcA-�، Resolvers) ا

�،  Tachometer) ا�A;�1?61(و?H6O >%P�K# ا�Qوران X��-�� 20,< ا�,QDH #H6 اUأ J?
�ا��Sم ا�-QS1دة ا�-�2ور  - >,��Oت ا�AKة ) أو(AKة وا��Sم، وو?P�K%< ا^���S^ت، و>,��Oت ا

�.6وA5ت #.?�S��P�&� J%5 8# ا��راع ا�6و�0A5 وا�P�&D# اS-��K~D? �" ً�Z# ا�a 4hA10 �1�AK0م . وا
  #;62-��&� إ�� ا�6X�DS ا�O21/-%# وإر�أ�o-# ا�DP�S-5 8/21# ا��O�,2ت وPQ20* إ�Rرا0&� ا

�و"� ?8oS ا��K%Z~1ت ا�6وS!5 �Hertz - Hz . ،#%0A5# آ^ف ھQS-5 �06%ل 61Pاوح ?J ?$�ت إ
 #%D?ات زQ%K-5 �&~581 رPودة، وQ2? ةQu�" 8/21 ذات��PQ21* إ�Rرات ا #%��S�QS0 ا�-QS^ت ا

§5 #~%2-��.6وA5ت و�5�Z%$# ا #%/%?�DPQ��5�--%�ات ا �.S10 . �" تA56و��-21/-�ت ا �D1Oو"� درا
S-5 مAK� فAO �����9# و20.%� ا�-21/-�ت H.� أ�&� AK0م J?�5 �&1-&-5 ?,1-6 ھ�ا ا�) >%�

#%D?ز �XاA" دAUون وQ5 J?��  ).K1? J?�5~4، أي أن ?DP�S# ا�Rjرة 810 �5/� ?,1-6 ?4 ا

و>%* أن ?�H6O >%P�Kت ا�Qوران J/-P أن Q@1,0م  �21,< ا�,�H6ت �5/� ?6R�Z، " ن 
%P�K-��  Digital Filter< ھ� اQ@1Oام ".61 رc-� ا�-D&9%# ا���QDH #Su اQ@1Oام ھ�ه اUأ J?

 4cA-�  .QDH ا�@~Aات ا��?D%# ا�-Zc�S1#) ا�Qوران(ا�1��P6 رJ%5 ً�%-c إ�Rرات ا

�5�1%�ر  �-S0 #%u�56&; 62;�ت? JH رة�ZH 8/21�وJ/-P أن A/0ن ا�6X�DS ا�-62;# "� أ�o-# ا
 6-1,-�� Direct Current - DCا-S0 #%u�56&; وب ، أو ?62;�ت�D1-��5�1%�ر اAlternative 
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Current - AC #%/%��5�&Aاء (، أو ?62;�ت �%Hydraulic #%/%0��A، أو ?62;�ت ھ%Qرو �-S0
و�Hدة ?� 81P . ، وإ�h"# إ�� ا�J? QPQS اA�Cاع ا6mCى ?J ا�-62;�تPneumatic) ا�-!ALط

� Gears %.K0اQ@1Oام ا�-,�DDت Uأ J? 6ىmCا �KD�� ا�,H6# وز�Pدة Acة وا�J? QPQS أ�o-# ا
 Power AmplifierوA/0ن ا�-62;�ت ا�/&6K? #%u�56و�#  5-!@-�ت �.QKرة . و�Hم ا�-62ك

� c%�دة ا�-62كUأ J? #%��H ةQR 0%�رات ذات ��� ا�Rjرات ?�o� Jم ا�8/21 إPA215 مAK0 �1�. وا
 #%.2-��1%�ر ا�-62ك أو �Hم ا�Qور Local Feedbackأ�o-# ا�P�L1# ا�6اSU# ا ���-.�ان 

#5A.~-�� K20%� ا�AKى و�Hوم ا�Qوران اUأ J? �.mاQ�  .J/-P أن Q@1,0م "� >.�Kت ا�8/21 ا

  

  

 �/��8/21 �5�6وA5ت ا�a (�O�%K: (10.1ا�>.K# ا�8/21 ا�QاJ/-P #%.m أن Q@1,0م �-,�QHة ا�-!@�o� . 8م ا
J%5A.~-�� K20%� ا�AKة و�Hم ا�Qوران اUأ J? 62ك-�� ا�. وا%ZO �.S" 1%�ر�-��ل، " ن ا�-!@8 "� ?62;�ت ا

 6-1,-��.1%�ر ا��S.� ا�-Q1"� وا�-�ر 6ZH ا�-62ك و?DC  8d Jا >,21P أن J/-P روانQ�"� طAر ا��S5 8/21م ا
 4? 7O�D1P 1%�ر�2�Aل H.� ا�1%�ر ا�-~.Aب 5�Aرة أ"!�، وذ�+ A; 7Z,5ن ا�� اUأ J? ً�%.2? §5 8/21�AKPم �5

�JH Q اA1-��-62ك�Hم ا�Qوران ا) .b ( ي��ا�A-Dذج ا�-A; #%h6" 4? °,Zن ?���%# ا��O�,2ت، و;1.# ا�-8/21 ا
�%Q ا�AKى و�Hوم ا�Qوران 5�Aرة ?6R�ZةA15 مAKP . �" 62ك-��.-!@8 وا ����-�وھ�ا ا�-@~° oP&6 ا�,.Aك ا

 �/��  ).a(ا

 #HA-9? �?Q5 مAKDO ،تA56و�� "� ا��? �/��6 ا�-62ك و��oم (وDS��?!@8 ا�QKرة واKD�) ا
� إ�Rرات ا�8/21 ا�-D@�!# ا�QKرة PA215 مAKP لA2? �&أ� �.H �&S? �?�S1و� �SZ�?S5 4!&� ا

�%# ا��O�,2ت، O%,-¡ . إ�� Acى و�Hوم دوران��? #%h6" 4? 7DU ��وھ�ا ا^"61اض، �ZDUً إ
 �/����oDم ا�8/21 إ�� ا�-@~° ا�-J%Z "� ا �cوQD���Z15 �D,%° ا�-@~° ا)10.1 )b(( *%< ،

6R�Z? ��%Q ا�AKى و�Hوم ا�Qوران �5/A15 #��2�  . AKPم ا�-8/21 "� ھ�ه ا
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 ،�&0`Xوو �&.X��? �" 6و�# وا^ھ�1ازات-��de1%6 ا 0@!4 #%K%K2�إن أ�o-# ا�6و�0A5ت ا
�5��Z;`ش  �-,P �? ��� ا�H Q-1S0 �1.� ا�-,�DDت Backlashإ�h"# إKD�;-� . وذ�+ "� أ�o-# ا

. ، و>Qود دc# ا��O�,2تActuator Saturation Limitsا�-62ك أ�&� 0@!4 �Q2ود إ�ZRع 
8/21 �5�6و�0A5ت، و�/�m �&Dرج �~�ق �D�25 "� ھ�ا �1�-%8 وا�وQS0 ھ�ه ا��P�!K ?&-# "� ا

����  .ا

10.2.  =S���� :Motion Controlا����� �

�.6وA5ت 0 #.?�S�� ا�P�&D# اSU #%�%; JH رة�ZH #;62��5 8/21�� �Hم، 6Z1S0 ?&-# ا/4 �5Z1
�&D? بA.~-�و;-� �S.8، " �§ إذا ;�ن ا�6وA5ت "�A/%," ،ً�%;6< ً�!uن ��DPQ أ;�J? 6 . ا�-,�ر ا

�.6وA5ت 4Z10 ا�-,�ر  #.?�S�� ا�P�&D# اS90 �1�� واX��-�?HA-9# وا>Qة �.A.2ل �-L1%6ات ا
�. ا�-Q2د ��.@�� ا�/%D-�0%/� ا%�-1�8/21 �5�? #;62�J%h61 أن ا�.6وA5ت وAOف �QZأ Q5راO# ا

 �.H �X��-��9-.# و>%Qة "J? °K ا�A.2ل �L-1%6ات ا °K" ن�S!@P §� ��.@�� ا�1��h.� ا%�-1�وا
J?�.� #Z,D��5 45�0 �/R . دAK0 �1�وا�&Qف ?J ھ�ه ا�QراO# ھ%; #"6S? A��D5 #%ء ا�-21/-�ت ا

�X��-��2�# ا�A/P �1ن. ا�6وA5ت 4Z1P *%25 ?,�راً ?Q2داً "� "!�ء ا�"%§ ا�-,�ر  و811O دراO# ا
  ).6ZS?)10.2.3اً DH§ "� "!�ء ا�-&-# "� ا��6Kة 

 ،Q<وا ���? J? نA/-�2%&� 5�Aرة Q%Uة Q@1O�5ام �-Aذج ا�6وA5ت اhA0 J/-P ر�/"Cوھ�ه ا
�X��-��+ AOف �QZأ 5&�ا ا�6وA5ت AK� 8dم S15-%8 ا�QراH #O.� ا�6و�0A5ت ا�-QS1دة ا��  .و

10.2.1. �Tوا �CD� رو��ت ذي =S��� �ا����: 

� �/��). D)10.2�61ض أن ��DPQ ?62;�ً وا>Qاً A/P *%25ن ?A56ط�ً ?4 وX.# وا>Qة ;-� "� ا
 J/1�� . ھ� زاوP# ا�θ #.XAھ� �ZHرة �H JHم ا�Qوران �.-62ك، و  τو%�-1��1�� " ن ا�و�5

�/���5 §15�1; J/-P #.XA��&�ه ا �/%?�DPQ�  :ا

  

 �/��� ا��9: 10.2اK< �" ورQP Q<وا ��a  .ذ5%# اCرh%#روA5ت ذو ?� = ¡4� + g9L cos 4                           �10.1� 
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 *%<M  وران، وQ��# ا�A< #.XAل ?A2ر ا�~H ��-0m  و ،#.XA�ھ� ا�-,�"# ?r  Jھ� ;1.# ا
�.XA.#، و  #.1/�  .ھ� �ZHرة JH 0,�رع ا��9ذ5%# اCرA2?g ≥ 0 #%hر ا�Qوران >�1 ?6;� ا

�/%?�DPQ�� ا%�-1.� ً�K"و  #��5�-�Sد §DH 6ZS-�، "-J ا�-`>Ñ أ�§ �%< ھ�Dك أي QPQZ0 )10.1(ا
#c�~.� : �.SU 8d J?و #.XA�وھ�ا . ، " ن ھ�ه ا�AO #.XAف Q0ور �τ = 0Q5w" ذا Q0 80و6P ا

�`>1/�ك  6%de0 ك�Dھ QUAP *%< ،4Z~��5 ً�%Scوا >%� 6?CاFriction  J? #�.1@-�"� اA�Cاع ا
 �?�2-�� �Hموا) Bearings(ا/62;# �5�� اK� #-oت و"� أ��DD,-� . A6 ا^>1/�ك ھ%de0 #U�-و�

� de0%6 ا^>1/�ك %�-0 �Uأ J? °%,5 ذجA-� ك�Dھ QUAP J/�Q25 ذا0§ ?�9ل ? *25�A1ح و?QKS، و
�5�Viscous Friction #c`Sا�Qورا��، وھA ا^>1/�ك ا�.�ج  �~SP ي��  :وا

a��	� = o4E                                    �10.2� 

 *%<b > 0 .�/���5 ¡Z�P �5�,�� ا��DPQ?%/� ا%�-1�  :و�H #"�h 5م ا^>1/�ك ا¨ن " ن ا

a = ¡4� + g9L cos 4 + o4E                         �10.3� 

���1�1�6 أ;�6 ;�@? �/�5 §15�1; J/-P ي��  :وا

a = ¡4� + ℎ@4, 4EA                              �10.4� 

 *%<h  #%/P621��2�# ا��5 #K.S1-��2�# ا�62;%#، و^ �0-� ا�Q2ود ا��5 #K.S1-�� ;�"# ا�Q2ود ا-�0
�5�1,�رع( �.S10 ^ أي.(  

 #%��1�� ?J ا�-S~%�ت ا; �S9� أن J/-P §� " ،�%�-1��&�ا ا #%K%Z~0 رةA�، و M = 0.5 kgm2و5
m = 1 kg و ،r = 0.1 m و ،b = 0.1 Nms/rad . �S5 �"و �" #.XA�اC?�.#، 6210ك ا

 ���1�و"� أ?�.# أ6mى، " ن ا�J/-P #.XA أن 6210ك "� ا�-,A1ي . g = 0ا�-,A1ي ا�K"C، و�5
 ���1���، و�5Ac���  .g = 9.81 m/s2ا

 :PIDا������  -ا����� YE ط�!t ا��­Z!= ا��ا`_=  .10.2.1.1

#SU6ا�ھ� Amارز?%# ا�8/21  إن ا�@Aارز?%# اH �" ً�HA%O 6�;C-.%# ا�JH 8/21 ط�P6 ا�P�L1# ا
 - ا�1/�?.�  -ا��ZO�D1 (أي ا�Q@1O�5PID )Proportional - Integral - Derivative ( 8/21ام 
�.h��1�� J%5 ا��اوP# ا�-~.5A# ). اX�2��1�� θوا��اوP# ا��θd  #%.SوWP6S15 ا�@~e ا��;:  4d = 4² − 4                              �10.5� 

 8/21-�  :Z5,�ط# ھPID A" ن ا

a = �õ4d + �# á 4d����� + �²4E                        �10.6� 

 *%<Kp وKi  وKd  8/21�0-�� c%8 أر�5ح اControl Gains #Z��O 6%a 8%c 56¡ . وھ��إن ا
 �ZO�D1��§ 5ـ Proportional Gainا �?6Pو ،Kp، �2ولP ي�� AKPم Q5ور ���5 وھ-� وا
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 4cA-��§ 5ـ Derivative Gain، وا�56¡ ا�1��x%.K0θd – θ �.h ا�@~e "� ا �?6Pو ،Kd ،
 Q-@-�� دور ا�-PDamper  #H6,�وا�56¡ ا�θd˙- θ˙ . �.?�/1ا��ي �2Pول x%.K0 ا�@~e "� ا
Integral Gain 5ـ §� �?6Pو ،Ki 6ةK1,-��2�# ا�� إ��Lء أm~�ء اUأ J? مQ@1,P ،Steady - 

State  م�oD.�� "� و4h ا�6ا># ��-��Aد 4hA-5 ا�6ا># أي ( Restوذ�+ A/P �?QDHن اK-�وا
J%?وQS? 1,�رع�ا�6o ا�-@~° ). ا�4hA ا��ي QSD0م "%§ ا�A/P *%< #;62ن ;� ?J ا�,H6# وا

 �/���5 ¡hA-��QDو�c ا�  ).10.3(ا

  

 �/���QDو�c ا�-JH6ZS ا�-8/21 : 10.3ا�  .PIDا�-@~° ا

�D�61ض ا J6اھ��2�# >%* A/Pن "� ا��cA ا�Ki = 0 . °-D�وQDH ذ�+ " ن ا�-A21P 8/21ل ?J ا
PID  °-D�وذ�+  Dو  Iو  Pو  PIوD5�< ا�~�DD/-P #KP6 أن �6Sف ا�-21/-�ت . (PDإ�� ا

6��.� #P6ى ?,�وmCر�5ح اCا �S95 . 21/-�ت-�ھ� ا�-21/-�ت اC;�6 ا���1راً  PIو  PDوا
 8/21-��1�� و�D�61ض أPID .(!Pوا�-�J? #K1 ا��ً أن ا�6وA5ت 621Pك "� ا�-,A1ي ا�K"C، و�5

�5�-�Sد�# . g = 0" ن  ��-1-�، )H)10.3.� ا�-�Sد�# ا��DPQ?%/%# ) 10.6(وA��c �%Z~15ن ا�8/21 ا
Q9� �D� ":  

¡4� + o4E = �õ�4² − 4� + �²@4E² − 4EA                  �10.7� 

�2�# ا^6K1Oار 15�d #%-c QDH# " ذا ;�ن ا�&Qف ھA ا�AXAل �θd 1,�رع��1�� " ن ا�,H6# وا��5 ،
6��.� #Pن ?,�وA/1O #Pاو���5�Q@1O�5 8/21ام ا�!Z° ا�QDH . �~KD ھ�ه ا �-,P �? وھ�ا

Setpoint Control .أن Q9� *%<:  

4d = 4² − 4  ,  4E d = −4E   , 4�d = −4�  
 #��1�� " ن ا�-�Sد��W ا�@~e ا��DPQ?%/� "� ا�-@-Q ا�-/Aن ) 10.7(و�5P �J/-P أن �5 71/0/

 #.1/�  :ا�U J?- �5�D-.# ا

¡4�d + �o + �²�4Ed + �õ4d = 0                    �10.8� 
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�5�-�Sد�# : Stability ا{\�<�ار �&DH 6ZS-��; ،#%/%?�DPQ�، ھ� ?AhAع )10.8(إن اmC~�ء ا
 QDH 8&?8/21�� أن A/0ن اmC~�ء . دراO# أ�o-# اcCا �.H �!1K0 8/21�وإن ?�Z.~1ت ��oم ا

 4? �Oأ �/�5 6���ا�15�d #%/%?�DPQ# أو ?,6K1ة، أي أن اmC~�ء ا^Q15ا79P #%u أن �S,0 إ�� ا
J?���. ا/��  :وA/0ن ا�-�Sد�# ا�1��h.%# ا�@~%# ا�-��91,# ا��SدJ? #P ا

p<4d�<� + p<W&4d�<W&� + ⋯ + p
4�d + p&4Ed + p¥4d = 0 

�%# 6K1,?s1,…,snة إذا و"K° إذا ;��� U-%4 ا��9ور ا�-QKSة %@�1��-�Sد�1&� ا:  p<£< + p<W&£<W& + ⋯ + p
£
 + p&£ + p¥ = 0 

��6، أي �� ?J اcأ #%K%K< ت�Z;6? �&�Re(si) < 0  4%-U �Uأ J?i = 1,…,n . 6oD�و�L5 ا
� K20%� ا^6K1Oار، وھA أن Uأ J? 6وريh 6طR ك�Dن ھ " #%/%?�DPQ�JH درU# ا�-�Sد�# ا

� ا�-�Sد^ت ا�J? #%/%?�DPQ ا�QرU# ا����%# . A/Pai > 0ن Uأ J? ٍ6ط ;�فR A6ط ھ��وھ�ا ا
 #�10.8(;��-�Sد .(�� ا�-�Sد^ت ا�J? #%/%?�DPQ ا�QرU# اUأ J?أن و ً�!Pب أA.~-���#، "-J ا��

 �K21Pa2a1 > a3a0.  

��= PDا������ �Lا��ر`= ا� Y� ������Qرا�S? #Oد�# ا�@~e ا�J? �/%?�DPQ : و�_�د�= ا���W ا��!�
 #��-�Sد�; ،#%����5�Aرة أ;�6 ا�!�Zط�ً، " �DO �D�61ض أن ا^6K1Oار ?�K2 )10.8(ا�QرU# ا ،

�%K�  :�O ذي ا�QرU# ا����%#وQ%SDO ;5�1# ا�-�Sد�# �5/.&� ا

4�d + o + �²¡ 4Ed + �õ¡ 4d = 0 →  4�d + 2��<4Ed + �<
4d = 0      �10.9� 

 Q%-@1�  :ھ-� ωn Natural Frequencyوا�A1ا60 ا�~Z,� *%<ζ Damping Ratio  �S%Z# ا

� = o + �²2��õ¡  ,       �< = ¹�õ¡  

 #��.-�Sد #%�%@�1��1�� " ن ا�-�Sد�# ا�
£  :ھ�) 10.9(و�5 + 2��<£ + �<
 = 0                           �10.10� 

  :وA/Pن �Uراھ� ا�-QKSان

£&,
 = −��< ± �<��
 − 1 

 #%.h��1�، وھ�ه ا�A.2ل A; �.H Q-1S0ن )10.9(إن ھ�Dك d`d# أ�Aاع ?J ا�A.2ل �.-�Sد�# ا
 JP�9ر�، أو ;)ζ = 1( �-&�A، أو >J%%K%K و?1,�وJ%%K%K<)ζ > 1( J%P وa%6 ?1,�وs1,2  J%Pا

 JPQKS? JPر�U)ζ < 1:(  

•  �u����1�� " ن ا��9ور . ζ > 1وذ�+ A/P �?QDHن : Overdampedا�Q?�@1 ا� s1,2و�5
�/��2� A/Pن �5� :A/0ن >K%K%# و?@1.�#، وا
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4d��� = ¢& exp�£&�� + ¢
 exp�£
�� 

*%< �; J? c1 و c2 انQ-1SP �.H 6وط�� ?,�وP# ا^5�91O# وA/1Oن. ا^Q15اu%# ا
 ا���τ1,2 = -1/s1,2، *%< �5 ا��?J%%D ا���J%15 ?4 اOّC%�ن، ا�Q< Q?�@1ي �-A-9ع
�D?���/� ا�OC ا�Q2 ا�Z.~1P Q2§ ا��ي ا��?J ھA ا @1PQ?� #Z,D5 37 %J? #-%K� ا

#%.XC�5. ا�dو J?��2� "�" اe~5C" ا��7 ا��9ر m`ل ?SP J~� ا�,� :أي ا6LXC، ا

£& = −��< − �<��
 − 1 

. ζ = 1وذ�+ A/P �?QDHن : Critically Damped) أو ا�Q2ي(ا�Q?�@1 ا�62ج  •
 #��2�2�  ، أي أ�&-�s1,2 = -ζωnوا��9ران ��A/%Oن "� ھ�ه ا�?1,�و�Pن >K%K%�ن، وا

�1�� A/Pن��5: 4d��� = exp�−��<�� �¢& + ¢
�� 

J?�.� #Z,D��5 �~m 45�15 6وب!? �OCا Q?�@1��Q2 . أي أن >Q ا �D?��وا����5 ا
 Aھ �OCا Q?�@1�  .τ =1/(ζωn)ا

•  xc�D��1�� " ن ا. ζ < 1وذ�+ A/P �?QDHن : Underdampedا�Q?�@1 ا���9رJP و�5
s1,2 �/�� :ھ-� �Uران ?QKSان SP~%�ن �5

£&,
 = −��< ± �²     ,   �² = �<�1 − �
 

 *%<ωd  �S%Z~�. Damped Natural Frequencyھ� �ZHرة JH ا�A1ا60 ا�-Q?�@1 ا
2� A/Pن����4d  :وا = exp�−��<�� �¢& cos��²�� + ¢
 sin��²��� 

 �Z%U Q25 6وب!? �OCا Q?�@1�  .Sinusoidوھ�ا �DSP أن >Q ا

 QDH #<6ا�� "� و4h اXCھ� "� ا #.XA�و�-%; #"6S�Z~0 #%%� ھ�ه ا�A.2ل، �D�61ض أن ا
 #Pاو��وھ�ا . θd = 1إ��  L0 ،θd = 0%6 ا�-4cA ا�-~.Aب "e9ة ?t = 0 JوQDH ا��?θ = 0 . Jا

� ا�@~Aة mQ-ُ5 �-,P �?Step Input  +�θ(t)  #5�91O�5 �-,0وا�62;# ا��oDم ا�JH #90�1 ذ
وJ/-P إ�9Pد ا�A.2ل . θe(t)واھ�D?�-1 ا¨ن ھe~m QPQ20 A ا^Step Response . #5�91Oا��oDم 

�ـ c1,2  �S95 +��.Aا>6R�Z? Qة( θe(0) = 1"� ا�A.2ل ا�-Aا"K# وذ ً�Pو�,? ¡ZXأ e~@�) أي أن ا
� ?θe˙(0) = 0 ) Jو ;θd˙(0)  وθ˙(0) 6��.�  ).?,�و�Pن 

 Transient Responseوe~m W%XA0 J/-P ا^m J? #5�91O`ل ?� 5�91O^�5 �-,P# ا�65�Sة 
�2�# ا�-,6K1ة �� ( Steady - State Responseوا5�91O# ا/���2�# )). 10.4(ا�إن ا5�91O# ا

�2�# ا�-,6K1ة ��&� ?m J`ل ?� 6SPف e~@5 ا%@�0 J/-P 6ةK1,-� Steady - State Errorا
 �?6��5 §�� . ∞ → θe(t)  �?QDHt، وھA ا�@~e ا��K? JH �0�Dر5# ا�ess 45�1وا��ي ��Pر Uأ J?و

� �UذQS? #%5وم K< �" �-S0 #.Xو)�K"Cي اA1,-�� "� ا-S0 #.Xد ?8/21 ) أو وAU4 و?PD 
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�5��91وز. 6K1,?ess = 0، " ن  �-,P �? ل`m J? 65ة�S�أو ا�1@~�  وx%@�0 J/-P ا^5�91O# ا
Overshoot  ـ� ً�Pو�,? ¡Z�P �?QDH2%  6ارK1O^ا J?ز J?Settling Time . J?��وا

?A/P|θe(t) – ess| ≤ 0.02(1 –ess)  Jن "%§  TھA أول ز?J  %2ا�-Aا"� �-QKار ا^6K1Oار 
 J?أي ز �Uأt ≥ T ـ� �ZP6K0 �2� 4τ *%< ،τ، وھP A,�وي �5/�. ھ�5�d A ا��?J اe~5C "� ا

 J/-Pو�/���5 �~@1�  :WP6S0 ا��91وز أو ا

Overshoot = [4d,t#< − ���1 − ��� [ × 100% 

  

 �/����oDم دJ? �/%?�DP ا�QرU# ا����%#، وhAP¡ : 10.4ا xc�D�� ا�Q%-@1 اUأ J? ةA~@�� اmQ-ُ� #5�91O^ا e~m
�2�# ا�-,6K1ة �� e~m ا/���`6K1Oار Z,D5# ، وا��91وز أو ا�1@~�، وا��?J ا�-Aا"essا �2%.  

 *%<θe,min e~@�� J/-P #ZUA? #-%c أن L.ZP&� اcأ JH رة�ZH �91وز أو . ھ��وJ/-P >,�ب ا
#c`S�  :ا�m J? �~@1`ل ا

Overshoot = exp Ã−8� �1 − �
⁄ Ä × 100%   ,   0 ≤ � < 1 

  .أو ا�1@~�وا^5�91O# ا�65�Sة ا�Q%9ة 10-%� ��5@��ض ز?J ا^6K1Oار أو QS��5م ا��91وز 

 �/��. S%Z~5# ا^5�91O# ا�65�Sة) oP)10.10&6 ا��U 4cA? J%5 #c`Sور ا�-�Sد�# ) 10.5(ا
�.�oDم، QK?ζ > 1اراً LX%6اً " ن  �15�dKpً و  A/P �?QDS"Kdن  �u�" Q%-@0 #��< �DPQ�، وA/Pن 

2�" ا�Z~�ء"وA/0ن ا^7Z,5 #$%~5 #5�91O ا��9ر .��,Z# ا�Q%-@1 ، " ن KpوQDH ز�Pدة ?QKار . 
�# Q%-@0 >6ج �.�oDم �< �DPQ�D0)ζ = 1 ( �?QDHKp = (b + Kd)@��، وA/%Oن 

2/(4M) ،
7��,��2�# JH 6ZS0 ا^5�91O# . وA/%Oن ا��9ران ?�KZ~Dن H.� ا�-A2ر ا��K%K2 ا�وھ�ه ا
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�2�# وAUد Cي 0@~� أو �90وز� ،Kpو1O^�5-6ار "� ز�Pدة . ا�,Z,� #SP6%�ً و^ A/Pن "� ھ�ه ا
�7، وQ&�DO "� ھ�ه  ζ" ن �,�� ?J ا�Aا>Q، وا��9ران QS1ZPان JH ا�-A2ر ا��K%K2 اcأ ¡Z�0

 #5�5���2�# ظ&Aراً �.1@~� أو �.�91وز وا�و�`>Ñ أن ا��?H �" . J-.%# ا^Oscillation #5�91Oا
^  ζωnوذ�+ Cن ا�-QKار  �P�5 6de1P ^Kpدة  Settling Timeا��ي Q2Pث QDHه ا^6K1Oار 

P6%L1.  

  

 �/��� ا�-Q@1O�5 §5 8/21ام ا�-8/21 ) إ�� ا�%,�ر: (10.5ا��-.� #%�%@�1�وذ�+  PDا��9ور ا�-QKSة �.-�Sد�# ا
�ـ  #15�d #-%c �Uأ J?Kd = 10 Nms/rad  #-%c و25%* �0دادKp 6���وھ�ا 6SPف �Hدة Q5 . °~@-5ءاً ?J ا

�.�9ور  �OQD&�2� ا-�، θe˙= 0و  5�91Oθe = 1# ا��oDم �.@~e ا^Q15ا�u ا) إ�� ا�%-%Root Locus Plot) .Jا
 �u���6 >��# ا�Q%-@1 ا&o0 *%<)ζ = 1.5 QDH �9ور�، وا��9ور ζ = 1 QDH(، و>��# ا�Q%-@1 ا�62ج ")1"، وا

"2(" xc�D�  ").3"، وا��9ور ζ = 0.5 QDH(، و>��# ا�Q%-@1 ا

�.: ا���ود ا���B =�>�cر��ح ا����� ����­Z!= ا��ا`_= ً�K"1§، " �§ وOراQ5 �D-c ي��A-Dذج ا�Z,%° ا
 J? �� ا�-�Z;6ت ا�Kd  #K%K2و  �DD/-PKp ز�Pدة ;SU �Uأ J? +�دون وAUد أي >Qود، وذ

�2�# A�Hا5�91O^ #SP6O #%u# ا��oDم��1�� ا�AXAل ��Z# أ;�6 وأ;�6، و�5�O �9ور.� . QDH J/�و
�# إ�ZRع �.-62ك  ا�Z~1%� ا�Q9� �D� " ،�.-S أن c%8 اCر�5ح ا�/Z%6ة µ1Oدي�< ��، Saturationإ

، وإ�� اھ�1ازات "� ھ%/� ا��oDم )Chatteringار�90ج (وإ�� L0%6ات �H �" #SP6Oم ا�Qوران 
� de0%6 ا�-6و�# mQ� 8� �D7 أ�Z,5Flexibility #U�-D�و�&�ا " �Q9� �D أن ھ�Dك . "� H-.%# ا

8/21�  .>Qوداً c Q%K0 #%K%Z~0%8 اCر�5ح "� H-.%# ا

�����PID =L� ا��Lا��ر`= ا� Y� ������# ا�8/21 : و�_�د�= ا���W ا��!��< #OراQ5 مAKDO ا¨ن
��، أي أن Ac����5�!Z° ا�KD~� وذ�+ QDH?� 6210ك ا�XA.# "� ا�-,A1ي اg > 0 . نA��c J?و

 8/21-��PDا/���5 �&15�1; J/-P م�oD�  :، " ن ?�Sد�# ا

¡4�d + �o + �²�4Ed + �õ4d = g9L cos 4                    �10.11� 

�ـ  #K"اA-��2�#، �`>Ñ أن ا��oDم �Pھ7 إ�� وSh%# ا�6ا># A/0 �?QDHن ا�&%$# ا� θو"� ھ�ه ا
�K20:  

�õ4d = g9L cos 4 
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 �u�&D��%< X�6اً θe  �?QDHأي أن ا�@~e اθd ≠ ± π/2 8/21-��A��Kن ا ً�K"و J/�PD §� "  81P، و
�%�H Qم دوران "� وSh%# ا�6ا># "K° "� >�ل ;Aن A0θe ≠ 0 . #��2�� e~m اSU �D��/? 5و

 ¡56�، و�/J ;-� أ.O��K5�O �Dً، " ن ھ�Dك >Qوداً Kpا�-,6K1ة ھ�ا LX%6اً JH ط�P6 ز�Pدة ا
6?Cا ا�&� #%K%Z~0.  

 8/21-.��2�# ا�,6K1ة، " �ASDO �Dد ��  PIDوQ&5ف إ��Lء e~m اS95 +�وھ�ا Ki > 0 . ¡-,%Oوذ
 #%ShA��2�# ا�-,6K1ة >QDH �1 وAUد e~m ا���6 "� ا�AUA5د �Hم دوران ^ P,�وي ا

6��.� ً�Pن ?,�وA/P 79 أنP �?�/-ُ���P6#، و"Q< °K ا�@~e ا�� . ا/��oP&6 إ�h"# ) 10.6(ا
8/21-.� �.?�/1�  .ا�Q2 ا

  

 �/����D ?,�ر 4Z10 اC) إ�� ا�%,�ر): (10.6(ا 6&oP �/�� mPD  �?QDHKd = 2 Nms/rad~�ء �.-8/21 ا
 �?QDHوKp = 2.205 Nm/rad 62ج��# ا�Q%-@1 ا�< �" +�D5�PID  >وoP&6 ?,�ر 4Z10 اmC~�ء �.-8/21 . وذ

 8/21-��/Aن  PDأر�5ح ا #"�hj�5Ki = 1 Nm/(rad.s) . QDH �-S�، >%* A/0ن θ(0) = -π/2ا��راع QZPأ �5
θ˙(0) = 01O^4 اhن وA/P *%<و ، Aب ھA.~-�1�6Kθd = 0 *%< ،θd˙ = 0) .Wار اD-�oP&6 ) "� ا

 8/21-�� >A��c �" Qن ا/� #P6د��oP&6 ا�&%$# ا^Q15اu%# ) إ�� ا�%-%PID) .JوA��cن ا�PD  8/21اOj&�?�ت ا
�.�راع #%u�&D�  .وا

 �~KD�8/21 �5�!Z° ا��# ا�< �" �/%?�DPQ�� ذ�+، ",�S? 71/Dد�# ا�@~e ا-H #%�%; #"6S-�و
���1��;:  

¡4�d + �o + �²�4Ed + �õ4d + �# á 4d����� = a²#�Q              �10.12� 

 *%<τdist  #%hرC�9ذ5%# ا�. mgr.cosθھA ا^h~6اب "� �Hم ا�Qوران ا�Q< JH 8U�D ا
?�DPQ�� �S? �.Hد�# ا�@~� ا�2� �D� " ،#���#و�K1R�5ق ط6"� ا�-�Sد���  :%/� ?J ا�QرU# ا

¡4�d + �o + �²�4�d + �õ4Ed + �#4d = aE²#�Q               �10.13� 

وإذا ;�ن ا�-A/%O . 8/21ن X�6اً ) �15�d)10.13ً، " ن ا�7��9 اJ? J-PC ا�-�Sد�#  τdist" ذا ;�ن 
PID  #����K1P (6رب(θe  �S,Pأن  J%Z0) 6K1,?)10.13اً، " ن ا�-�Sد�و"� >�ل ;Aن . (إ�� ا

 §� " ،#.XA�ا^h~6اب "� ا��Sم ا�de0 JH �0�D%6 ا��9ذ5%# اCرQDH ً�15�d 6%a #%h دوران ا
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�#  ˙AOθف �K1Pرب إ�� �K0 7Z,5 #15�d #-%cرب �< ���+ " ن ا��oDم �K1Pرب إ����6، و�إ�� ا
  .ا�A1ازن

 �?�/1-��2�# ا�-,6K1ة ) �Q2 ا�QDH�.?�/1 اQ@1Oام ا(إن ا�8/21 ا�� ا�e~m J? x.@1 اUأ J? Q%�?
وھ�ا QDH . §ZZO ا�Q@1O�5 8/21ام ا�!Z° ا�KD~�، و�/J/-P J أن H ً�Z.O 6dµP.� ا^5�91O# ا�65�Sة

�.-A.S?�ت ا�-6me1ة  �O�Oأ �/�5 7%91,P �?�/1-�6L1,P Qcق ا��oDم Qcراً ?J (أن ا�8/21 ا
@.� #5�91O^ا �Uأ J? J?��و?J ا�-6Sوف "� �P6o# ا�8/21 أن ). ~H 810 �1< e-.%# ا�-/�?.#ا

7 >��# ?QH Jم ا^6K1OارZ,0 أن J/-P 6ةme1-��J/1 ا�-�Sد�# . ا�P�L1# ا�6اSU# ا ،+�و�6ؤP# ذ
 #��.-�Sد #%�%@�1��15�d:  ¡£7ً ھ� A/P �?QDHτdistن ) 10.13(ا + �o + �²�£
 + �õ£ + �# = 0                 �10.14� 

�u�9&� ا�79P ،�K%K2 أن A/Pن  #Z��O ً�-%c +.1-0 �9ور�وأن  b + Kd > 0و>A/0 �1ن U-%4 ا
�.56¡ ا�A/PKp > 0  QPQ9ن  6mآ Q< ً�!Pك أ�Dھ J/�� ( Ki;-� "� ا�,��5، و/��  )):10.7(ا

0 ≤ �# ≤ �o + �²��õ¡  

  

 �/���.-�Sد�# : 10.7ا #d`����Ki 6>%* �0داد c%-# ) 10.14(ا��9ور ا�Q5ا81P ،#P ا1m%�ر أر�5ح . Q5ءاً ?J ا
 8/21-��.-Kd 8/21و  Kpوھ-�  PDا JP�9ر�� اS9P �? 62ج، وھ�ه� A/P *%25 ،PDن �Aع ا�Q%-@1 ھA ا�Q%-@1 ا

7��,��.-Ki > 0  8/21و�h 5"# رQU 6%LX ¡5اً . �KZ~DPن H.� ا�-A2ر ا��K%K2 ا *����� ا��9ر اS9%OPID 
، " ن وا>Qاً ?J ا��9رJP ا�-AO J%KZ~Dف 621Pك �A2 ا�%,�ر H.� ا�-A2ر Kiو�P�5دة ?QKار . H �Z~DP.� ا�-QZأ

 ،�K%K2��D%5 ،7-� ا��9ران ا¨6mان AOف 621P;�ن �90�5ه QS1ZP *%25 �-&!S5ان JH ا�-A2ر ا�,�ا��K%K2 ا
 �?QDH J-PCي اA1,-�ن ا��oDم 6K1,? 6%aاً QDH ا�K%8 وKi = (b+Kd)Kp/M .A/%Oو621P;�ن "� ��W ا

  .Kiا�/Z%6ة �ـ 
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 J? ً`; 1!� أن �@�1رK0 8/21-.� #%K~D-�1�-%8 ا��+ " ن ا61Oا0%9%# ا��Kp  وKd  �Uأ J?
�1��  K20Ki%� ا65�H #5�91Oة Q%Uة، و?AK� 8d Jم 1m�5%�ر ��5 6dµP ^6اً و%LX ارهQK? نA/P *%25

�# ا^6K1Oار�< �.H ً�Z.O . ل��-�� و"� ا/���5 ¡hA-��ـ )10.6(ا ً�%Z,� 6ة%Z/� Ki، " ن ا�K%-# ا
#L��5 �~@0 #��< �D� 6&o0 *%25 ،65ة�S�� ا^5�91O# ا/��و"� ا��K%Z~1ت . 1O,�ء �5/� ?.A2ظ 

8/21 �5�6و�0A5ت Ki = 0ا�A/0 ،#%.-Sن �  ."� ا�J? QPQS أ�o-# ا

�@Aارز?%# ا�-Pseudocode  8/21ا�,Aدو ;Aد PID  �/���5 #2hA?)10.8.(  

  

 �/��  .PIDا�,Aدو ;Aد �.-8/21 : 10.8ا

 J/-P §� " ،�~KD�و5-� أن �D.%.20 ودرا�D1O إ�� ا¨ن 60;�ت >Aل ا�Q@1O�5 8/21ام ا�!Z° ا
 8/21-�� ?&-�ت 4Z10 ا�-,�رات، >%*  PIDاQ@1Oام اUأ J? ����? �/�5 §K%Z~0وθd˙ ≠ 0 .

P J� �.?�/1��2�#، " ن اQ@1Oام ا�Q2 ا�  .AKم 5 ��Lء 4Z10 e~m ا�-,�راتو"� ھ�ه ا

10.2.1.2. =����Bا =!­Zا�� t!ط� YE �ا����: 

� 4Z10 ا�-,�رات، وQ-1S0 ھ�ه ا^61OاH #%9%0.� اQ@1Oام Uأ J? مQ@1,0 6ىm61ا0%9%# أOك ا�Dھ
 JH ً�hAH #%c�Z1Oرة اA��%�H Qوم ا�Qوران 5A0 �Uأ J? تA56و.� �/%?�DPQ�� ا%�-1.��-Aذج 

�%/. ا��o1ر >Qوث اmC~�ء�/��� ا��DPQ?%/� ا�-,Q@1م "� ا�J?  8/21 ا%�-1�  :A-� Jذج ا

a = ¡��4�4� + ℎÍ@4, 4EA                    �10.15� 

  :>%* A/Pن ا�A-Dذج ?���%�ً A/P �?QDHن
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¡��4� = ¡�4� ,   ℎÍ@4, 4EA = ℎ�4, 4E � 

 #$%&.��# ?/A1ب ;45�1 �~S�� "� >%. θوھÑ<`� �D أن �-Aذج ?��A"# اUأ J? #��~S�J أن ا
#$%&.� #S5�0 �,%� °%,Z�� ا��-���H 5 �Dدة . ا�6وA5ت أ>�دي ا ¡-,%O #KP6~�ا�/5�1# 5&�ه ا

 #�� "%-� QS5) 10.15(اQ@1Oام ا�-�SدX��-�  .QDH دراO# اQS1? #-o�Cد ا

 J? �; �DPQ� ً�?A.S? ذا ;�ن "θd  وθd˙  وθd˙˙ .S1-��Q ا�-,�رات، " ن اC?6 اA? ل`m J? �
#�  :�H QPQ215م ا�Qوران m J? 7,2P`ل ا�-�Sد

a = ¡��4²�4�² + ℎÍ@4² , 4E²A                    �10.16� 

��DPQ أP# أm~�ء "�  e�D10 J� §� " ،ً�K%cت دA56و.� �/%?�DPQ�� ا%�-1.�إذا ;�ن ا�A-Dذج ا�-,Q@1م 
K%O تA56و��1�� " ن ا��2�# ا^Q15اu%#، و�5�وھ�ا ?� . Aم �5/� د�Z0�5 �%cع ا�-,�ر ا�-~.Aب ?D§ا

 #%?�?Cا #P�L1��5�JH 8/21 ط�P6 ا �-,PFeedforward Control . امQ@1O81 اP ^ �Dوھ
8/21�  .ا�P�L1# ا�6اH �" #SU-.%# ا

 �/��  ).10.9(ا�,Aدو ;Aد ا��ي D0 81P�%�ه "� >��# ا�JH 8/21 ط�P6 ا�P�L1# اJ%Z? #%?�?C "� ا

  

�/��  .ا�,Aدو ;Aد ا�-,Q@1م "� ا�JH 8/21 ط�P6 ا�P�L1# ا�6اSU#: 10.9 ا

 �/��� de0 �20%6 ا��9ذ5%# اCرh%#) 10.10(ا-S0 #.XA��4Z11 ا�-,�ر  J%���? 6&oP . �Dوھ
� ا��D�1O�5 ً�2%2X �/%?�DPQء ;Aن %�-1�>%* P�61ض  A/Pr̂ = 0.08 mن ا�A-Dذج ا�-,Q@1م "� ا

، �KZP ا�@~LX e%6اً، وذ�+ A; 7Z,5ن ا��9ذ5%# اCرh%# 1# "� ا�-&-. r = 1 mأن A/0ن 
)�&1U�-� 810 8��%Ac Qة و;�e&� ���5 >�1 ا��اوP# ) ا��ي A15 6%de1�، >%* AK0م AK0θ = -π/2م �5

#P�&D�، de0%6 ا��9ذa #%5%6 2"� ا�-&-# . �P�5دة 0,�رع ا�6وA5ت QDH ا�QZاAK0 8d #Pم QDH §u�~5 5 ا
�S? نA/P #U�-D-�. ;,�ً ^�90ه ا�62;# ا�-~.Aب، ?-� µPدي إ�� ��Aء H �" 6%Z; e~m-.%# ا�4Z11ا

 ً�-uم داQ@1,P #%?�?Cا #P�L1�� دا8u، " ن ا�JH 8/21 ط�P6 ا/�5 #U�-D�وA0 7Z,5اQU أm~�ء ا
 ً�K<^ 6ىDO �-; ،#SU6ا�  .A/P *%25ن ?��61Kً ?4 ا�JH 8/21 ط�P6 ا�P�L1# ا
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 �/�� JH 8/ :r̂ = 0.08 m ط�P6 ا�P�L1# اQ@1O�5 #%?�?Cام �-Aذج د�u�1�¡%2X 6%a �/%?�DP ا�21: 10.10ا
 J/��  θd(t) = -π/2 – cos(t)ھA  1ا�-,�ر ا�-~.Aب "� ا�-&-# . r = 1 mوUأ J? +�ا�-,�ر . t ≤ π ≥ 0وذ

 #-&-�  .θd(t) = π/2 – cos(t)  *%<0 ≤ t ≤ πھA  2ا�-~.Aب "� ا

10.2.1.3. �Bا =!­Zا�� t!ط� YE �ا����=��Wا��ا`_= ا� =!­Zا�� O� =���: 

 +�إن U-%4 ا�-21/-�ت "� ا��K%Z~1ت ا�Q@1,0 #%.-Sم ا�JH 8/21 ط�P6 ا�P�L1# ا�6اSU#، وذ
§5 #~%2-��.6وA5ت و�.Z%$# ا ����? �/%?�DPد �%�-0 QUAP ^ §7 أ�Z,5 . ذجA-D�و?4 ذ�+، " ن ا

1-�� J%,20 أداء اUأ J? مQ@1,P أن J/-P Q%9��ا��DPQ?%/� ا%.21�  .8/2 وZ0,%° ا

 8/21-��Q5 8KD?� اPID  �/%?�DPQ�� ا%�-1.�2�Aل } M̂,ĥ{?4 ا�A-Dذج ا�-,Q@1م �� اUأ J?
�/%?�DPQ�  :�S? �.Hد�# ا�@~e ا

4�d + �²4Ed + �õ4d + �# á 4d����� = 0                   �10.17� 

2� °K" >%��9-%4 ا�-,�رات، و�~KD�) 10.17(إن ?�Sد�# ا�@~e ا��DPQ?%/� . �^ت ا�!Z° ا
 8/21-��K%8 أر�5ح ا 7O�D-�5�Aرة أmC #%O~�ء  PIDوا^1m%�ر ا Q%-@1�Q< J-!%Oوث ا

  .ا�-,�ر

2�Aل �S? �.Hد�# ا�@~e ا�θe˙˙ =θd˙˙- θ˙˙ #%/%?�DPQو5-� أن �� اUأ J-" ،)10.17( �D� " ،
  :�@�1ر أ?6 ا�1,�رع �.6وA5ت �%/Aن

4��öt = 4�² − 4�d= 4�² + �²4Ed + �õ4d + �# á 4d�����                �10.18� 
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 JH 8/21-��5 �-,P �? �.H ��2� �D� " ،تA56و.� �/%?�DPQ�� ا%�-1�و�5�A-� �" �PAS1ذج ا
 #%~@�  :Feedback Linearizing Controlط�P6 ا�P�L1# ا�6اSU# ا

a = ¡��4� ª4�² + �²4Ed + �õ4d + �# á 4d�����« + ℎÍ@4, 4EA         �10.19� 

�ـ وP,-� ھ�ا ا�-8/21 5&�ا ا^ #SU6ا�� ��oم  ˙θو  C 8Oθن ا�P�L1# اPA20 �Uأ J? مQ@1,0
�~m 6mآ ���2�#  ĥ(θ,θ˙) �L.Pإن ا�Q2 . ا�8/21 ا�m 6%L~� إ��5 #K.S1-�ا�de1%6ات ا��DPQ?%/%# ا

 #��~S��5 �.S1-�� ا�-~.5A# إ�� �Hوم دوران  K"M̂(θ)°، وا�Q2 ا��-�� 0,�ر�Hت اPA215 مAKP
���-.� . 7OA2-� Computedوھ�ا ا�ADع ?J ا�-21/-�ت P,-� أ>%���ً �H 8/21-5م ا�Qوران ا

Torque Controller.  

A? 8/21-��&�ا ا �cوQD��� ا�-@~° ا/��و  Kdو  Kpو81P ا1m%�ر اCر�5ح ). h)10.11¡ "� ا
Ki  #5�91Oا �.H لA�2�� ا�-~.Aب Q&5ف ا/���5 #%�%@�1��U 4hA10 *%25ور ا�-�Sد�# ا

�.A-Dذج، "%-/J أن �@�1ر . 65�Hة Q%Uة �/%?�DPQ�� ا%�-1��%# ا��? �Dh61"وإذا اKi  نA/P *%25
6��.� ً�Pو�,?.  

  

 �/�� . ط�P6 ا�PQL1# ا�6اSU# ا�@~%#ا�JH 8/21 : 10.11ا

 �/���.�OA5 8/21ط# ا�P�L1# ا�6اSU# ا�@~%# �,Z# ) 10.12(ا �O�%K�oP&6 ا�,.Aك ا��%��u�P ا
°K" #SU6ا��.P�L1# اC?�?%# وا�P�L1# ا . �/���5 �~S? 8/21-�  ).10.13(ا�,Aدو ;Aد �&�ا ا

  

 �/��، وا�P�L1# ا�6اSU# ا�@~%# )fb(وا�P�L1# ا�6اff( ، °K" #SU(اCداء "� >�ل ا�P�L1# اK" #%?�?C° : 10.12ا
)ff+fb .( 8/21-��  PIDأر�5ح ا/��، و�-�U# ا�@~Q@1O�5 eام ا�P�L1# اAme? #%?�?Cذة ?Ame?)10.6( Jذة ?J ا

 �/���  2ا�62;# ا�-~.5A# ھ� ا�-&-# ). 10.10(ا/��� "� ا�oP °OA&6 أداء H-.%# ا�.4Z1 ). 10.10("� ا/��ا
/21-.�#d`��� ?J ا�-21/-�ت ا��`d#. -�ت ا/� 8/21�� H.� ا�%-%oP J&6 ا�-K%�س ا�-S%�ري �Q&9 ا/��  .وا
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 �/��  .ا�,Aدو ;Aد �-8/21 ا�P�L1# ا�6اSU# ا�@~%#: 10.13ا

�ك .10.2.1.4��T}ع ا� ��� t	_�� ت��� ��: 

� ا�Z1,%° �5"61اض أن ا�A-Dذج ا�-,Q@1م "� ا�QراO# ھA-� Aذج ا^>1/�ك Uأ J? �D-c ج�.�ا
Viscous  �?�2-�و"� ا�K%K2#، إن . Gearsوا�-,�DDت  Bearingوا��ي Q2Pث �Hدة "� ا

�A-Dذج  #a�%X وأي ،#%��2�ا^>1/�ك ھA ظ�ھ6ة ?QKSة، و?HAhA§ ھJ? A أھ8 ا�25Cث ا
��&8 ا�,.Aك ا�-�P/6و?%��%/�  #��-K~D# ا�1-�س Micromechanicsا^>1/�ك ?� ھ� إ^ ?�2و .

�2�# ا�A/0 �1ن "%§  وAcى ا^>1/�ك.�� O �.H~¡ ا�1-�س، و%-21��AKى ا #S5�0 نA/0 أن J/-P
 4cA-.�� ا^��^ق (?K~D# ا�1-�س "� و4h ا�,/Aن، وZc 6&o0 �1�de0 7Z,5%6 0.+ ا�AKى ا

 �" #%?�o1�^م اQH أو �d�-1�وZ,0§ إ�� >Q ?� 0.+ ا�AKى ا�JH #-U�D ا��5�D، أو QH 7Z,5م ا
�?�2-�  .و�QرU# ا�62ارة، وa%6ھ� ?J ا�ASا?� ، و�.,H6#،)ا

 §%!1KP ي��6 �5��;6 أن إ>Qى ?Q2دات اQ@1Oام ا�A-Dذج ا�.�ج �`>1/�ك ھ� ا��6ط اPQ9�و?J ا
��A/0 �?QDH 6ن ا�,QS? #H6و?#�و"� ا�Aا4c، " ن . ھ�ا ا�A-Dذج وھA أن Acة ا^>1/�ك 0,�وي ا

-P ة ا^>1/�كAc 6ح أن�0 #Su�����A/0 �?QDH 6ن ا��K%Z~1ت ا�S-.%# ا�/J أن A/0ن أ;J? 6Z ا
� ا�-��ل، Ac �%Z~0 �D?�.Pة ?D%S# أ"H #%K.� ;�1ب ?� ?AUAد H.� . ا�,QS? #H6و?#%ZO �.H

62;# "� >��# ا�,/Aن �5^>1/�ك . ا�~�و�# >QZP �1أ �5^��^ق.�و6S0ف Acة ا^>1/�ك ا�-�Kو?# 
 �/%0�1,�و"� . ^ ? §.-�P�A&م ا^>1/�ك ا�.�ج وھ�ا ا�ADع ?J ا^>1/�ك، Static Frictionا

�، " ن ا^>1/�ك ا�,0�1%/� ا�QS? 6%Lوم 1KP!� أ�§ �H �%Z~0 79Pم ��-��# روA5ت أ>�دي ا�<
� "� و4h ا�,/Aن دون أن µPدي ذ�+ إ�� >Qوث >6;#��-�و?J ا�-&8 أن . دوران ?� H.� ا

�# �S.8 ان ا�K~�ع de0%6 ا^>1/�ك QDH ا�,�H6ت ا�-QSو?# µ%Oدي وe,? Q%KS0 ��� ;Z%6 إ/�5
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8/21 �5�62;# "� >�^ت ا�,�H6ت ا�Z~%$#، و�5/� �mص "� 0.+ ا��2^ت ا�Q2P �1ث "%&� �ا
#;62��#، " ن ھ�Dك �-Aذ�Uً أ;�A~0 6راً �`>1/�ك U �" 6%L0 . QDH&# اe,-��9# ھ�ه ا�S-�و

 Q2�� J/-P إ�h"1§ إ�� اX��-�m 6%~%# وذ�+ JH "� "� ا�-�Sد�# ا��DPQ?%/%# ا�ĥ(θ,θ˙) Lا
#%~@�� . H-.%# ا�JH 8/21 ط�P6 ا�P�L1# اC?�?%# أو ا�P�L1# ا�6اSU# ا/���S5 J%ZP ) 10.14(ا

#H6,��5 #K.S1-���2^ت ا^>1/�ك ا #.�?C4 . ا? �?�S1�� اUأ J? 6ق~�وQUAP ھ�Dك ا�J? QPQS ا
�5�1&%%� ا�61ددي  �-,P�? J-!10 ا^>1/�كDithering )رة�Rأي "6ض إ  �.H8/20 ذات 60دد أ

�!-�ن >��# K�^ #,.O~�ع Acى ا^>1/�ك QDH ا�,�H6ت  #%-O^8/21 ا�?J 60دد إ�Rرة ا
�.-8/21 ) ا�-QSو?# #%��H 8 أر�5ح%c امQ@1O4 ا?PID  #H6,.� #D-!1-�QDH ا��2^ت ا�ZP6K# وا
  .ا�-QSو?#

  

 �/���5�,H6#: 10.14ا �.S1-��Aم ) b(. >1/�ك ا�.�جا^) a. (أ?�.# JH �-�ذج ا^>1/�ك اA; ا>1/�ك
Coulomb ،τfric = bsgn(θ˙) ،τfric  J%5 ً�-%c �me0 أن J/-P[-b,b] #?وQS? #H6,�) A/0 �?QDH) .cن ا

ا^>1/�ك ا�,/τfric = bstaticsgn(θ˙) + bviscousθ˙) .d ( ��Aا^>1/�ك ا�,0�1%/� ?4 ا^>1/�ك ا�.�ج، 
، >%* إن QZ0 �1<τfric = bkineticsgn(θ˙)أ ا�62;#، و?τfric ≥ |bstatic|  8d Jوا�62;�، و61�Pط أن A/Pن 

bstatic > bkinetic) .e (ج�.�A��cن ا^>1/�ك ?f ( +%ZP61O 6%de0 ً�D-!1. (ا^>1/�ك ا�,0�1%/� وا�62;� وا
Stribeck #H6,�  .QDH ا�,�H6ت ا�-@D�xc�D1P *%< ،#! ا^>1/�ك �P�5دة ا

�ت .10.2.1.5��Mا�� �����: 

��در ��Sوم ا�Qوران، دون أن �J%S5 �me إ�� ا¨ن ?� ? JH رة�ZH 62;�ت ھ�-�ز�6Z1S� �D أن ا
�%�H Qم ا�QورانA15 62ك-�� . ا^�Z1Hر ;%�%# c%�م ا-SP 1%�ر ?62كm�5 �D-c ل، إذا��-�� ا%ZO �.H

 6-1,-��5�1%�ر اDC  1~%4 أن,P §�e5 Q9D," ،تA56و�� ا��-� #ZO�D? #H�~1Oل اQS? +.1-Pو
� إ�� QKPم دورا��0 Qc #%��H ت�H6,5 �10,000ت RPM  وم دوران�S5 J/�أو أ;�6، و

#!�@D? .�.Hوم دوران أ�Hو �cت أ�H6O ص�m �/�5 7.~10 #%0A56و�. و?8oS ا��K%Z~1ت ا
 #;62�� اK� °u�Oو J? +��+ " �§ �Hدة ?� Q@1,0م ا�-,�DDت، واC>�?# وا�Z/6ات، وa%6 ذ��و

 �-,0 #Z,D5 #H6,�� ا%.K0 �Uأ J? JD,-��&� 5ـ Z,�Gear Ratio# ا �?6Pو ،G > 1 مAK0 �-D%5 ،
 �?�S.� ً�K"وران وQ��%# J-!P �-5 ا�2��ظ ا�~��P�5G #cدة �Hم ا��-�  :?J ا��D>%# ا

4Eö�Q = 4E#<½    ,   aö�Q = ½a#<   ,   �ö�Q = aö�Q4Eö�Q = �½a#<�@4E#< ½⁄ A = �#< 

 J%5 �X�2�"� ا��K%Z~1ت ا�H ،#%.-S.� أP# >�ل، " �§ QZ1Pد �Uء ?J ا�~�7Z,5 #c ا^>1/�ك ا
 J? �c6ج أ@-�� �A2 ا���Pدة . Gτinا�-,�DDت وA/%Oن �Hم ا�Qوران ا�-�1ح QDH ا%-P 6%de1�وھ�ا ا
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 JD,-�QZ0أ ?J أQHاد ?Z06? J#  و�5/� �Hم، " ن ا1m%�رات �,Z# ا�-,G .JD?4 ز�Pدة �,Z# ا
  .ا¨>�د إ�� أQHاد ?Z06? J# ا�-$�ت

 #Z,D�� ا�6وA5ت Q@1O�5ام ا��-�. G = 1وھ�Dك m%�ر آH Q-1SP 6m.� ا�K%�دة ا�-6R�Zة 
 J? بA.~-�وا�-62;�ت ا�-,Q@1?# "� ا�K%�دة ا�-6R�Zة �Hدة ?�1-0.+ �,7 �`H�~1O# أJ? �.H ا

6�� ا�Z~1%� ا��ي Q@1,Pم UC.§ اUوم أ�H J%?e0 62;�ت-��1�� "H�~O�Z# ھ�ه ا�وA5ت، و�5
� إ�� 0�H6O&� ا�PQ2# . دوران ;�"%# Q5ون ا�U�2# إ�� اQ@1Oام ا�-,�DDت�وھ�ه ا�-62;�ت ^ 0

#%.-S�  ."� ?8oS ا��K%Z~1ت ا

�D�61ض ا¨ن أن M ���-��# ا�6وA5ت أ>�دي ا�~H ھ� . ھ� #��~S�و"� ا�K%K2# إن ھ�ه ا
H �-�P ^ 61?62ك�5را-��# ا��9ء ا�Qوار ?J ا�~H §S? �-�Pو �5 ،°K" #.XA�و5�Aرة . ~��# ا

�# ا�-62ك �~H نA/0 ،#?�HImotor  #.XA��# ا�~H J? 6%�/5 6LXھ� أIlink . امQ@1Oا QDHو
�5�-,�DDت >%*  �K� #.-UG > 1 ���; ذا " ،#.XA�، " ن ا�-62ك QPور H6,5# أJ? �.H ا

 #.XA.� #Pاو���1�� �S? #5�1; J/-Pد�# ا�~�H6OGθ˙ . #c# ا�-62ك ھ� ، " ن ˙θا�,H6# ا�و�5
 #.XA��9-.# ا #%;62�� ا¨�0 -ا/��  :ا��9ء ا�Qوار �5

� = 12 Ã��#<>4E 
 + �töQöº@½4E 
AÄ = 12 ���#<> + ½
�töQöº�4E 
 = 12 ¡4E 
 

 *%<G2Imotor -��# ا�~H ھ� #��~S�62ك A2? QDHر ?@6ج ا�Z%;61# ا�-,DD%#، و�5 �-,0
�Qة A1-��.-62ك JHMotor’s Reflected Inertia ا�-62ك ) ا�-SD/,#(ا #��S���# ا�~S�، وھ� ا

 #H6,�2�Aل QDH �&%.H ?@6ج Z.H# ا��.~�Gearbox . #cوا�81P �1 ا �D?��وA/Pن ا�-��1 ا
 #%;62��9-.# ا�XA.# ھ�ZH Aرة �H JHم ا�Qوران ا�K˙ u�Kا Q-  #H6,5 ً�5وار ?!6وQ�ا��9ء ا

�، أي��-�  :ا

�E = ���#<> + ½
�töQöº�4�4E  
� ا�-��ل، إذا ;��� %ZO �.S"Ilink = 1 kgm2 و ،Imotor = 10-3 kgm2 . *%<وG = 1 ن " ،

99%  °K"و ،#.XA��%# ھ� 7Z,5 ا�-Ujا #��~S��دة 0,�رع ?J ا��Sم D/-P§ زJ?0.1% P ا
�.-62ك ا��2وي G = 100 #.-U �.HوA/0 �?QDHن �,Z# ا�-,JD . ا�-62ك #��S���# ا�~S�، " ن ا

#.XA��# ا�JH #90�D ا�~S�  .?,DD%# ھ� 6�Hة أ�Shف ا

  :A/P *%25ن  Gو81P �?QDH ا1m%�ر 

½ = ¹ ��#<>�töQöº 

XA�.# وا�-62ك، وQDHھ� J/-P ا�AKل e5ن ا��oDم " ن ��W ا��Sم Q@1,Pم ���Pدة 0,�رع ;� ?J ا
 ً�%��~H �"اA1?Inertia Matched.  
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�&-� �,1~%4 ا�-�Kر�# J%5 أ�o-# ا�K%�دة `m J? J%1o<`? 6;�� أن �DD/-P ،ة�UA? رةA�و5
� ?,QKS? #%DDة-U �.H #P�2و�  :ا�-6R�Zة واo�C-# ا

� ?,QKS? #%DDة �Hدة ?� 0/ •-U �.H #P�2و�� �90ه A.Oك اo�C-# اcأ #%O�,< ن ذاتA
 7Z,5 وھ�ا ،�? �� ذراع ا�6وA5ت 25-%-81 20P QDH +��# ا�XA.# وذ�~H �" 6ات%L1�ا
 #��~S��%# ا�/.%# >%* A/0ن ا�-Ujا #��~S��# ا�XA`ت �0/� �,J? #.%.c #Z ا�~H نA;

�Qة A1-��%#) أو ا�-SD/,#(ا�H 62ك-� .JH ا

• 2�� ?,QKS? #%DDةAcى ا^>1/�ك A/0ن ;Z%6ة "� اo�C-# ا-U �.H #P�1 . �و��2�# ا�و"� ا
� A/P Qcن ��-.� �/%?�DPQ�� ا%�-1��#، " ن ا�~S�Ac �&%" 6~%,0ى ا^>1/�ك Ac �.Hى ا
 #UرQ��%# ذات ا�~S��ZP6cً أ;�6 إ�� اo�C-# ا�.�J? #U ا�QرU# اCو�� ?J اo�C-# ا

#%���� .ا

8/21��&� دور ?&8 "� 20.%� Acا�%J ا xu��@��، ;-� 6DOى "�  ھ�ه اX���"� اQS1? #-o�Cدة ا
#%��1�  .ا��6Kة ا

10.2.2. �r�Dدة ا���_�� =���Bا �; =S���� :ا����� �

 �.H 6ةR�Z? �&K%Z~0 J/-P،���-�إن ا�~6ا�u ا�H ً�K5�O �&K%Z~15 �D-c �1.� ا�6وA5ت أ>�دي ا
 J? #�A/-�� nا�6و�0A5ت ا��? . �/%?�DPQ�� ا%�-1�وا��1 ) 10.4(ا^1m`ف A/%Oن "� ?�Sد�# ا

#?�S��%L# ا�  :H�SR ً`/R �me1O%�ً  أ;�J? 6 >%* ا

a = ¡�4�4� + ℎ�4, 4E� 

 #��~S���A"# ا? *%<M  د�S5Cذات ا #ZUA-��.&%$#  n×nا #S5�0 #"A��و"� . θھ� ا¨ن ?
 Q2���D أن �/��A/? 71ت ا 7,�Cا J? نA/P Qc ن�%<Cا �S5h(θ,θ˙)  �/R �.HودQ< #d`d ،

���1�  :A/Pن و�5

a = ¡�4�4� + �@4, 4EA4E + 9�4� + o@4EA                       �10.20� 

 *%<C(θ,θ˙)θ˙  >%�APرA; 15,�رع #K.S1-�وا�AKى ا�~�ردة ?�P�;6ً، و  Coriolisھ� ا�Q2ود ا
g(θ)  #D?�/�� ا�-��ل(ھ� ا�Q2ود ا%ZO �.H #%5�9ذ�. ھ� ا�Q2ود ا�-K.S1# �5^>1/�ك b(θ˙)، و )ا

 �/%?�DPQ�� ا%�-1�� ?� J/-P أن ) 10.20(و�`>m J? Ñ`ل ?�Sد�# ا��? QDH م�S�أن ا�AKة وا
� ا6mCىX����-Aا4c و�H6Oت و0,�ر�Hت ا J%S5�0 ��A/P.  

�X��-�اCول ھA ا�8/21 : وAOف AK0م �5�J? J%HA� J%5 �%-1 ا�QS1? #-o�C�5 8/21دة ا
� Q< �.Hى Q5ون أي ، >%* Decentralized Control 81Pا�`?6;�ي ��? �/5 8/21�ا

�X��-�، >%* Centralized Controlوا����� ھA ا�8/21 ا�-6;�ي . ?��ر;# �.-A.S?�ت J%5 ا
 �/� 8/21�� >,��5ت اUأ J? #<�1? �X��-�� ?J ا��? �/� #?�S��2�# ا�A/0ن ?A.S?�ت ا

���?.  
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10.2.2.1. �r�Dدة ا���_�� =���B� :ا����� ا�uS��wي �

,5Cا #KP6~��Q@1,0 �? ً�Zم، إن ا�a �1��، وھ� ا�~KP6# اX��-�8/21 �5�6و�0A5ت ا�-QS1دة ا.� °
���? �/5 #X�m #.K1,? 21/-�ت? JPA/0 81P ھ� أن . J/-P �?QDH 7O�D? 6;�ي?`�ا�8/21 ا

 �%.20Decoupled  �X��-.� �/%?�DPQ�� ا%�-1�� ا�-�Sد�# ا��DPQ?%/%# إ�� (اPA20 �Dد ھA�K-�وا
� Q< �.Hى?�S? #HA-9د^ت ��? �/� #S5�0 #%/%?�DPد( A�� J/-P 20.%.&� وcCا �.H أو ،

#%u�U رةA�5 . Q-1SP ���? �� A/P �?QDH §.%.20 J/-Pن 0,�رع ;X��-.� �/%?�DPQ�� ا%�-1�وا
���-��# �H �.H °K" . #P6~cم ا�Qوران ا�-~H �Z.� ا�~S�وھ�ا Q2Pث A/0 �?QDHن ?��A"# ا

Diagonal �" �2ل�، Gantry Robotsا�6و�0A5ت ا�PQ/�ر0%# وا�6و�0A5ت ا�P6,9# ، ;-� ھA ا
>%* A/0ن ا�-�2ور ا��`d# اCو�� Q-0دP# و?Q?�S1ة ?S5 4!&� ا�H �SZ.� طAل ا�-�2ور 

x,y,z . #%d`��� ا��-� Three Single-Jointوھ�ا ا�6و�0A5ت À"�/0 اo�C-# أ>�دP# ا
Systems.  

/%?�DPQ�� ا%�-1.� �u�9�� ا%.21�� J/-P إ��9زه "� ا�6و�0A5ت ا��2وH #P.� أ�DD,? #-o%# إن ا
�%# ا�QرU# وذ�+ L5%�ب de0%6 ا��9ذ#%5�H . #��~S�P6~c ً�ZP6K0#، وذ�+  M(θ)وA/1Oن ?��A"# ا

�Qة A1-��# ا�~S�وA/0ن . JH ا�-62;�ت ��,&�) ا�-�C)#,/SD§ 810 ا�,%~6ة �OA5 �&%.Hط# ا
 #��~S�� LX%6ة M(θ)ا^�62ا"�ت "� ?��A"# اX��-�وP,�ھ7Z,5 . 8 ا^1m`"�ت "� ھ%$# ا

#%/%?�DPQ�� ا�-�Sد�# ا%.20 #%.-H �" ىQ< �.H ���? �  .A0اQU ا^>1/�ك "� ;

10.2.2.2. �r�Dدة ا���_�� =���B� :ا����� ا���uSي �

 #Z;6?6ة و%Z; ورانQ�� (A/0 �?QDHن Acى ا��9ذ5%# و�Hوم ا��? �/� ً�SZ0 �&.%.20 J/-P ^ أي
�# ، أو )Q< �.Hى�~S����K? J/-P ^ �?QDHM(θ)  ،#P6~c #"Aر#5 ?��A"# ا? ��� Q%U إ/�5

�Z¡ ا�8/21 ا�`?6;�ي AU *%< J? ً^AZK? 6%aدة اCداءP . JH 8/21��2�#، " ن ا�و"� ھ�ه ا
 #%~@�� ) 10.19(طA��c �P6ن ا�P�L1# ا�6اSU# ا/��H §-%-S0 J/-P.� ) 10.11(ا�-J%Z "� ا

�# ا�6و�0A5ت ?QS1دة �<�X��-�ھ�  θeوا�@~e "� ا�&%$#  θdوا�&%$# ا�-~.θ  #5AوA/0ن ا�&%$# . ا
 #ZUA? ت�"A��? JH رة�ZH ر�5حw� #ZUA-�  :�ZHKp, Ki, Kdرة JH أSR#، و0�Z¡ ا�K%8 ا

a = ¡��4� ª4�² + �õ4d + �# á 4d����� + �²4Ed« + ℎÍ@4, 4EA        �10.21� 

� و/��� �Hم 81P ا1m%�ر ?��A"�ت اCر�5ح �5/�5kpI, kiI, kdI *%< ،I  JH رة�ZH ھ�
��A"# ا�Aا>PQ# ذات ا�S5Cد -��kp, ki, kd #Z، و n×nا�O 6%a #PدQH 8%c �1 . ھ���2�# ا�و"� ا

 �%�-0 ��� J/-P ا�1mا�§ إ��? �/� �/%?�DPQ�� ا%�-1�A/Pن "%&� ا�A-Dذج ا��DPQ?%/� د�K%cً، " ن ا
 #��-�Sد�; �~m �/%?�DP10.17(د .( J? عAD��QDو�c وا�,Aدو ;Aد �@Aارز?%# ھ�ا ا�ا�-@~° ا
  .H.� ا�061%7) 10.13(و ) 10.11(ا�D%Z? 8/21# "� اRC/�ل 

 8/21�و"� . 6S? 7.~1P"# ا�1-�%`ت ا��DPQ?%/%# ا�-QKSة ا�-12-.#) 10.21(إن A��c �%Z~0ن ا
.H لA�2�� ا�D-�ذج ا��DPQ?%/%# ا�Q%9ة �&�ا ا�1-�%`ت، أو أن ?�Sد^ت أa.7 اC>%�ن ^ �DD/-P ا

�Q< J-h �&.< 7Sود ?QSل ا�-µازرة �� ا�A/0 Qc �/%?�DPQن "� P�a# ا�Q%KS1 و?J ا%�-1�ا
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Servo Rate . J/-P §� " ،6ة%LX #5A.~-��2�#، إذا ;��� ا�,�H6ت وا�1,�ر�Hت ا�و"� ھ�ه ا
 #��.-�Sد #%ZP6K0 #L%X �.H لA�2��.Q@1O�5PID  Q2ام ا�-8/21 ) 10.21(ا #"�hj�5 °K"

  :ا�-de0 �PAS15 �.S1%6 ا��9ذ#%5

a = �õ4d + �# á 4d����� + �²4Ed + 9i�4�                   �10.22� 

 8/21-� PDوإذا ;�ن ا^>1/�ك ?QSو?�ً، و;�ن de0 �PAS0%6 ا��9ذ#%5 ?���%�ً، و;�ن أر�5ح ا
 �~KD�" ن ا�A-Dذج ا��DPQ?%/� ا�-θd˙ = θd˙˙ = 0 ( J/-P §5 8/21و  Q@1O�5)Ki = 0ام ا�!Z° ا

�/���5 §15�1;:  

¡�4�4� + �@4, 4EA4E = �õ4d − �²4E                          �10.23� 

 >%�APرA; 15,�رع #K.S1-�، ˙PC(θ,θ˙)θ#  5ـ وا�AKى ا�-JH 6ZHُ *%<Coriolis �;6 ا�Q2ود ا
 �" �&D%-!0 80 ج�.�� ا�Kd °%,Z1وأde0 #P%6ات �`>1/�ك اUأ J? . WP6S0 �DD/-P وا¨ن" e~m

#c�~�أm~�ء ا�~�c# "، وا��ي ھ�ZH Aرة A-9? JHع ”Virtual “Erorr Energyا^"61ا�h " ا
#D?�/�m~�ء أ"وا�-@��# "� ا��5�D ا^"61ا�h، و?A-9ع  ”Error Potential Energy“" ا

#%;62�  :”Error Kinetic Energy“" ا�~�c# ا

Ð@4d, 4EdA = 12 4d��õ4d + 12 4Ed�¡�4�4Ed                   �10.24� 

�θd˙ = 0و5-� أن /��  :، " ن ھ�ه ا�-�Sد�# J/-P ا�1mا�&� إ�� ا

Ð�4d , 4� = 12 4d��õ4d + 12 4E �¡�4�4E                    �10.25� 

 #��.�?J و�5��PA1 "� ا�-�Sد #Z,D��5 #�  :، �Q9)10.23(و�K1R�5ق ھ�ه ا�-�Sد

ÐE = −4E ��õ4d + 4E �¡�4�4� + 12 4E �¡E �4�4E
= −4E ��õ4d + 4E �@�õ4d − �²4E − �@4, 4E A4EA + 12 4E �¡E �4�4E          �10.26� 

ھ� �ZHرة M˙-2C  JHو�H 5دة 060%7 ا�-�Sد�#، وQ@1O�5ام ا�@�X%# ا�H xD0 �1.� أن 
�.H ��2� ،#"62D? #.d�-1? #"A��?:  

ÐE = −4E ��õ4d + 4E �@�õ4d − �²4EA + 12 4E � Ã¡E �4� − 2�@4, 4EAÄ 4E= −4E ��²4E ≤ 0                                                                                      �10.27� 

، θ ≠ θdو  θ˙ = 0وإذا ;�ن . θ˙ ≠ 0وھ�ه ا�-�Sد�# 6Z0ھJ أن e~m ا�~�A/P �?QDH xc�D1P #cن 
P �h�5 ا^"61ا�D��1�� J-!θ˙˙ ≠ 0 أن " ن ا�A/%Oن QS? 6%aو?�ً ?6ة أ6mى،  ˙θe، و�5

#c�~��/6اAO",/� . وJ? QP�? QPQZ0 81%O ا 6%%L1�^�Oل  –وھ�ا A1Pا"� ?QZ? 4أ QHم ا
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Krasovskii – LaSlle Invariance Principle . xc�D1P فAO #c�~�و?D§ " ن e~m ا
 QDH #<6ا�?&-� ;��� ا�Q0θd ) *%<θe = 0 ( #%ShAر9P%�ً وا�6وA5ت A2� §91P وSh%# ا

#%uاQ15^ا.  

�ء ا����= .10.2.3H; �; =S���� :ا����� �

�، وQSP ذ�+ )10.2.2("� ا��6Kة X��-�8/21 �5�62;# "� "!�ء ا�، ر;��� "� دراH �D1O.� ا
�# "� ھ�ا ا��!�ء، A&,5 �&DH 6%ZS1�� 81P اX��-�?�%Qاً "� �S5 اC>%�ن وذ�+ Cن >Qود c%8 ا

�� 5-6ا�Hة ھ�ه ا�Q2ودوH 7UA1P.� اX��-�و5�Aرة . 6وA5ت أن DP�� أي ?,�ر "� "!�ء ا
�، و"� ھ�ا ا��!�ء ^ وAUد X��-��# ?L1%6ات ا^Q5 �&�%XA0 81P �? دة�H رات�,-�طS%Z%# " ن ا

�Aر K��5 �.S10 ت^�< #PC)وذ���  .ا�62;� أو �5����u ا�62;�) ا

$%Z�� ?4 اH��1P تA56و�# ا�@�رU%# ا�-2%~# 5§ و?4 اUC,�م ا�-AUAدة ?U J&# أ6mى، و5-� أن ا
 #;6< W�"%&�، "A/P QKن ?J ا�-7O�D أ;�6 أن 81P ا�JH 6%ZS1 ا�H #;62.� ھ%$# ?,�رات 0

�-S��.6وA5ت "� "!�ء ا�-&-# أو ا #.?�S��.6وA5ت ?Q2داً 5ـ . ا�P�&D# ا #.?�S��%/J ?,�ر ا�P�&D# ا
)X(t),V(t)( *%< ،X ϵ SE(3)  أوX ϵ Rn .H *%< ،ل��-�� ا%ZO �V ϵ Rn  JH رة�ZH وھ�

#H6,�� أ?6اً ?�PQ9ً، وھA . اX��-�و"� J? �S5 اC>%�ن، A0 6Z1SP"6 ?,�ر ا�62;# "� "!�ء ا
 #"A��-�� رZ0# اK0 �?QDH �/%?�DPQ���D �915وز >�^ت ا���وذ ا ¡-,PM(θ) أ?�م J2D" ���1�، و�5

#;62��5 8/21.� JPر�%m) :1 (? �PA215 مAK� 5.§ "� أن�KP �? ��,�ر ا�J? #;62 "!�ء ا�-&-# إ
�، و?81P 8d J ا��DS? 6? �-; §5 8/21 "� ا��6Kة X��-�ا�JH 6%ZS1 ) 2(أو ). 10.2.2("!�ء ا

#-&-��.6وA5ت و;��+ A��cن ا�8/21 ا�-,Q@1م "� "!�ء ا �/%?�DPQ�� ا%�-1�  .ا

�� ا�-,�ر إ�� ?� 5�KP.§ "� "!�ء اPA215 �.S1P ولCر ا�%@��اX��- . �%�-1�>%* A/Pن ا
ھ� ?��A"# ا�%�5AKS ا�-A1ا"� ?V = J(θ)˙ *%< ،J(θ)  4و  X = f(θ)ا�/%S? �/%0�-D~� 5ـ 

� ا�,H6# ا�-@�1ر%�-0 . §%.H لA�2�� J/-P اX��-��1�� " ن ?,�ر ا�62;# "� "!�ء ا�و�5
-D%/�� ا%�-1��-,�ر ا�62;# "� "!�ء ا�-&-# ?m J`ل ا �D1"6S? J? ً�c`~ا���.@�  :�0%/� ا

4��� = �W&@ñ���A                        �10.28� 

4E��� = 'W&@4���AÐ���                    �10.29� 

4���� = 'W&@4���A ÃÐE ��� − 'E@4���A4E���Ä           �10.30� 

 #"A��-�0-1.+ أQ-Hة أ;�X J? 6�J(θ)  ،�&"A" ذا ;�ن ا�6وA5ت u�" +.1-P!�ً >6;%�ً، أي أن ا
 4? �?�S1.� #KP6�9د طPإ �D%.H 7UA1P §� "f 

  .J-1و  1-

� ا�/%D-�0%/� ا�@.��، وا��ي %�-1�و?J ?,�وئ ھ�ه ا�~KP6# أن ا1P 6?C~.7 >,�ب وإ�9Pد ا
� ا�A? 7.~1P . �/%?�DPQاX��ت >�Z; #%5AO%6ة%�-1�أ?� ا�@%�ر ا����� ھA أن �AKم �5�JH 6%ZS1 ا

.� �����5�~KP6# ا��D? �-0 �1"�1&� "� ا ،#-&-�" ذا �0;��6 أن ). 9.6(6وA5ت "� "!�ء ا
#c`S��5 �~SP #-&-�� ا��DPQ?%/� "� "!�ء ا%�-1�  :ا
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� = Λ�4�ÐE + c�4, Ð� + ��4� 

 �X��-��5�AKى  Ac *%<τى و�Hوم ا #K.S1-�81P ا�U �" �&DH 6%ZS1-.# ?�2ور ا�F  #P�&Dوا
  .τ = JT(θ)F: ا�m J? #.?�S`ل

 8/21��1�� " �§ �D��/? 5 ا¨ن أن �/A��c 71ن ا�8/21 "� "!�ء ا�-&-# 1H^�5-�د A��c �.Hن ا�و�5
 �X��-��1��) JH)10.21 ط�P6 ا�P�L1# ا�6اSU# ا�@~%# "� "!�ء ا��;:  

a = '��4� ¬Λ��4� ªÐE² + �õñd + �# á ñd����� + �²Ðd« + ci�4, Ð�
+ �̂�4�®                                                            �10.31� 

 *%<Vd˙  و ،§K%K20 بA.~-�0-�� ا�A-Dذج ا�η  �/%?�DPQو  γو  Λھ� �ZHرة JH ا�1,�رع ا
8/21-.�.  

 #-&-�وe~m ا�,80Xe  #H6 اU�1D1O§ ا�D1Oداً إ�� e~m ا�&%$# ) A��c)10.31ن ا�8/21 "� "!�ء ا
Ve . JH 6%ZS1�، ˙V = Xو  Q@1O�5X ϵ Rnام ا�Q2 اCد�� ?J اQ<jاd%�ت >%*  Xو81P �?QDH ا

 Xو81P �?QDH ا�Ve = Vd – V . JH 6%ZS1، و Xe = Xd – X" ن ا^1m%�ر ا�~A/P �S%Zن 
 �/���5X ϵ SE(3)�.P�? J-!10 ،#D/--�  :، " ن ھ�Dك QHد ?J ا�@%�رات ا

�9-.# ?�2ور ا�P�&D# ا�J(θ) = Jb(θ)  #.?�S و V = Vbإذا ;�ن  • #Z,D��5 6%ZS1�>%* 80 ا
}b{ . نA/%O �S%Z~�Xe = logSE(3)(X" ن ا^1m%�ر ا

-1Xd) و ،Ve #c`S��5 �~S0: Ðd = ���Å³� Ð² − Ð 

�ـ  �%�-1��2�%#  Xeوھ�ا ا��.J? 8,9 ا�&%$# ا �5����-~.5A# إ�� ا�&%$# ا SPX~� ا^�90ه ا
Xd #.?�S��9-.# ?�2ور ا�P�&D# ا #Z,D��5 +�� ا�Qا�# ا�-.K2# ا�Aارد "� ا�-�Sد�# . وذPA20و

 #5A.~-�� ا�,H6# اKDP #K5�,�إ�� U �" #.�-? #H6O-.# ?�2ور  J?Xd ا�&%$#  Vdا
 #$%&.� #.?�S�  .Xا�P�&D# ا

�9-.# ?�2و J(θ) = Js(θ)و  V = Vsإذا ;�ن  • #Z,D��56%ZS1�. }s{ر ا��!�ء >%* 80 ا
Xe = logSE(3)(XdX" ن ا�@%�ر ا�~A/%O �S%Zن 

 .Ve = Vd – V، و  (1-

ھ� ا�,H6# ا��اوHV = (ω,v) *%< ،ω  #P.� ا�Z1Hر أن  J(θ)و  Vإذا 80 ا1m%�ر  •
�9-.# ?�2ور ا��!�ء  #Z,D��5 #.?�S��.P�&D# ا}s{ و ،v = p˙ �S%Z~�، " ن ا^1m%�ر ا

 :A/%Oن

ñd = jm�9�!�7��Z²Z���² − � k    , Ðd = Ð² − Ð 
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و"� ا��K%Z~1ت ا�AKP ،#%.-Sم ا�@%�ر اmC%6 . إن ھ�ه ا�@%�رات AK0د إ�� A.O;%�ت ?@1.�# �.6وA5ت
1�2%¡ ا�@~%# وا�Qورا�%#�� >Qود ا%.215.  

 :Force Controlا����� ���<�ة  .10.3

�.6وA5ت، 5� A/Pن  A/P ^ �?QDHن ا�&Qف ھA إ�9Pد >6;�ت أو #.?�S��.P�&D# ا #;62.�?,�رات 
 �Uأ J? �Dھ �D?�.P �? ت، " نA56و��5 #~%2-�ا�&Qف ھAc �%Z~0 Aى و�Hوم ?H #D%S.� ا�Z%$# ا

8/21 �5�AKة ��5 �-,P �? Aھ #-&-���"� . Force Controlأداء ا�8/21 �5�AKة ا�-69د أو ا�إن ا
)#;62��5 8/21�%2~# �5�6وA5ت Acى ھ�L5 (/-? A ا�JH 6oD ا-��Z~0 �?QDH °K" J ا�Z%$# ا

�.6وA5ت H.� 0-�س (?�Kو?# "� U-%4 ا^�90ھ�ت  #.?�S�� ا�-��ل، A/0 �?QDHن ا�P�&D# ا%ZO �.H
#;62�). ?J%1? 7.X 8,U 4، أو ?1�.# Q-@? �5�D5 وا��ي QZPي ?�Kو?# ?� ?&-� ;�ن ا�90ه ا

%�8/21 �5�AKة �< ?69داً 5�Aرة �0?#، وذ�+ Cن ا�6و�0A5ت �Hدة ?� و�/J "� ا�K%K2#، إن ?�&Aم ا
 �cCا �.H Q<ا�90ه وا �" #P625 #;62�أي دون ا�U�2# إ�� وAUد ?A/0) 8/21ن �cدرة H.� ا

#;62.�8/21 �5�AKة ). �5�AKة "� ھ�ا ا^�90ه a 7Z,5%�ب de0%6 أAc #Pة ?�Kو?# �و�/? 6Z1SP J�A&م ا
A&" ،ً�-&? ًأ?6ا �"����5�8/21 ا�&J%9  ا�-69د أو ا �-,P ي��AKPد�� إ�� �Aع آJ? 6m ا�8/21، وا

  #;62��5�AKة واHybird Motion-Force Control  ً�K<^ 6ىDO �-;.  

�5�6وA5ت 6de1? 6%aة  #.?�S�� ا�P�&D# اZc J? #KZ~-���، A/0ن ا�AKة ا��-�8/21 �5�AKة ا�"� ا
#.?�S�62;# ?���%�ً وھ�ا ا. h�5~6اب ا�62;# ا�-~H #KZ.� ا�P�&D# ا��5 8/21�. C?6 ?6ھAن A/5ن ا

5�، A/0ن ا�6de1? 6%a #;62ة h^�5~6ا�5ت ا�X�2.# "� ا�AKى�K-�و5�Aرة J/-P #?�H . و"� ا
#�61 �5�,�H6ت >%* أن K? ىAK��/Aن ا +�8/21 �5�62;#، وذ�8/21 �5�AKة ?61Kن �5�ا�AKل أن ا

 #H�~1O^م اA&�? ��  .QUPowerاAKP �&uد�� إ

H.� ا�Manipulator  #$%Zھ� �ZHة JH ا�AKة ا�KZ~P �1&� ا�6وA5ت ا�-�Dور  ��Fapp " ذا ;�
�/���5 71/P تA56و.� �/%?�DPQ�� ا%�-1�  :ا�-2%~# 5§، " ن ا

¡�4�4� + �@4, 4�A + 9�4� + o@4EA + '��4���õõ = a           �10.32� 

 �5AKS%���A"# ا? *%<J(θ)  #�و5-� أن ا�6و�0A5ت �5/� �Hم 6210ك . ˙�K20V = J(θ)θ ا�-�Sد
8/21 �5�AKة، " �§ �D��/? 5 إھ-�ل ا�Q2ود ا�-K.S1# ) ھ�Dك >�^ت Z5)#X�m°ء �m`ل ?&-# ا

Q9� �D� " ���1�9�4  :�5�1,�رع و�5�,H6#، و�5� + '��4���õõ = a                 �10.33� 

Z-��.K%�س ا #%��.6وA5ت، " ن و"� >�ل a%�ب أP# آ #.?�S�� ?J ا�AKة وا��Sم QDH ا�P�&D# ا/� 6R�
8/21 �5�AKة�� A��c �%Z~0ن اUأ J? مQ@1,0 أن J/-P ھ�Q<و �X��-���وا�P ا #SU6ا�a  :ا�P�L1# ا = 9i�4� + '��4��²                          �10.34� 

 *%<ĝ(θ) #90�D��.�Sوم ا ��-�ھ� ا�AKة  de0 JHFd%6 ا��9ذ5%#، و  ھ�ZH Aرة JH ا�A-Dذج ا
�&K%K20 بA.~-�� de0%6ات ا��9ذ5%# اCرh%# . ا%�-1�إن A��cن ا�8/21 ھ�ا A-� 7.~1PذQ%U ً�Uاً 
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� ا�6وA5تX��? QDH #KZ~-�� ا��ي J-!P ا�8/21 ا��S5 �%cQوم ا�Qوران ا/���5 . #��2�و"� ا
 6R�Z? �� ?�Kداً �5/��-�، " �§ J/-P ا��S5 8/21م Direct-Drive Jointا�A/P �1ن "%&� ا
6 �5�-62كR�Z-��2�# ا�A/P �1ن "%&� ا�-62ك >�وH ً�P.� . ا�Qوران JH ط�P6 ا�8/21 ا�أ?� "� ا

 #Uدر J? �.K1O #%DD,-�� ا-9��Qة "� اA1-�� ?,DD%#، " ن �Hوم ا^>1/�ك ا�/Z%6ة اK� #-oأ�
��5 6R�Z-��2�#، " �§ 81P . -62ك "AU°Kدة ا��S5 8/21م ا�Qوران Q@1O�5ام ا�8/21 ا�و"� ھ�ه ا

 81P �1��، واX��-���Sوم ا 6R�Z-�� ا�K%�س اUأ J? #D%S? >%P�K-5 #%DD,-��0وQP ?@6ج ا�9-.# ا
� 0%�ر ا�-62ك PQS15 ورهQ5 مAKP ي���0وQPھ� إ�� ا�-8/21 ا�-JH �.2 ط�P6 ا�P�L1# ا�6اSU# ،وا

 QDH ���-.�2�Aل �Hم ا�Qوران ا�-~.Aب �� اUأ J?6ج@-�  .ا

 �OاQO ت 25,�سA56و�وھ�Dك طKP6# أ6mى Su�R# ا^Q@1Oام، وھ� أن 81P 90&%� ذراع ا
�.6وA5ت L5%# ا�K%�س  #.?�S�ا�-�2ور �K%�س ا�AKى وا��Sوم، وJ%5 §Z%;60 �P ا��راع وا�P�&D# ا

 #.?�S��.AKى QDH ا�P�&D# ا 6R�Z-�� ( Fappا/�� �Fd و5-� أن ا�AKة ا�-~.Aب K%K20&)). 10.15(ا
��O�%Kت ا�AKة  J?�.� #Z,D�#15 5�Aرة �H?#، أو أ�&� Z5 6%L10°ء، " ن ا^�K1Rق �5�d ًاراQK? نA/0

 8/21-��1�� " ن ھ�ا ا�AKP x%@�1د�� �m A2%�ر اQ@1Oام ا��§ ?�DS، و�5 >%�?4 ا�PI  Q2وا��Sم 
#%hرC�9ذ5%# ا��5�P�L1# اC?�?%# وا�Q2 ا�-de0 �PAS15 �.S1%6 ا �.S1-�  :ا

  

 �/��>,�س QOا�O ا�-�2ور �K%�س ا�AKة وا��Sم، 0-� ا�Rjرة �.2,�س �5�.Aن اXC�6، وZ%;60 80§ : 10.15ا
  .J%5Barret WAM ا�P�&D# ا��S?.# وا��راع "� روA5ت 

a = 9i�4� + '��4� ª�² + �"õ�d + �"# á �d�����«             �10.35� 

 *%<Fe = Fd – F و ،Kfp  وKfi  �.H #%.?�/1��wر�5ح ا�ZO�D1%# وا #ZUA-���A"�ت ا-�ھ� ا
7%061��2�# ا�A/0 �1ن "%&� �-�de0 #U%6ات ا��9ذ#%5 ?���%#، "�S? �PAS1Zد�# ا�-8/21 . ا�و"� ا
10.35(�5�AKة  ( �/%?�DPQ�� ا%�-1�� �S? �.Hد�# ا�@~e ا��S-5)10.33(�/%?�DPQد�# ا�2� �D� " ،:  

�"õ�d + �"# á �d����� = 0                            �10.36� 
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 #�وا�JH 8U�D ) (10.36(و"� >�ل ;Aن ا^h~6اب "� ا�AKة "� ا�7��9 اJ? J-PC ا�-�Sد
�de1%6ات ا��9ذ#%5  ¡%2X 6%L�� ا�-��ل ĝ(θ)ا�A-Dذج ا%ZO �.H ( ق�K1R^ا #%.-H 6اءU Z" ،ً�15�d

Q9�:  

�"õ�Ed + �"#�d = 0                               �10.37� 

�ـ  Feوھ�ه ا�-�Sد�# o0&6 أن  #ZUA-�� ا�K%8 اUأ J? 6���  .Kfiو  �K10Kfpرب �A2 ا

 #�5�Aرة a%6 ) 10.35(إن A��cن ا�8/21 ا�-J%Z "� ا�-�Sد §K%Z~0 80 إذا J/�QZPو 5,%~�ً، 
 7cاAS�� ا�6وA5ت Ac �Z~Pى د"2X 4%2#، " ن اS9P ء�R ك أي�Dھ J/P 8�A/1Oن وm%-#، " ذا 

�.6وA5ت #.?�S��@.� Acى QDH ا�P�&D# ا §D? #.R�" #�. Qhه، " ن ا�6وA5ت AOف 1P,�رع "� ?�2و
 Q%K� أن J/-P �D� " ،#;62�� ?J ا%.K�8/21 �5�AKة 5�Aرة �H?# 10~.7 وAUد ا�و5-� أن H-.%# ا

 #"�h 5 #;62��.,H6#0,�رع ا Q-@? .لQS-�� A��c �.Hن ا�8/21 ا�2� �D� " +�  :و�5

a = 9i�4� + '��4� ª�² + �"õ�d + �"# á �d����� − �²�tõÐ«      �10.38� 

 *%<Kdamp 7UA? ارQK? Aھ.  

����S= وا�<�ة  .10.4� Y�Qا�� �ا����Hybird Motion-Force Control: 

��1 8/210 �5�AKة إن ?8oS ا�� ?J ا�-21/-�ت ا; 6"A0 7.~10 �0تA56و�-&-�ت ا�-A;.# إ�� ا
#H6,��5 8/210 �1�و��oم ا�8/21 ا��ي �K%Z~0 J%5 4-9Pت ھ��hj�5 . JP"# إ�� ا�-21/-�ت ا

�.62;# وا�AKة  J%9&�. Hybird Motion-Force Controlا�-�oD5 �-,P J%-/21م ا�8/21 ا
� ?J ا�-Z06# ا�PQSZ# " ذا ;�ن "!�ء ا�-&-# أ-S�� ا�AKى nو ا�، " �§ و5/� >�DD/-P #P6 أن ��

� ا�AKى وا�62;�ت ذات ا�S5Cد  nوا�62;�ت ذات ا�S5Cد -9? J?2n �cأي و �" *%< ،
QPQ20 81Pھ� ا1H-�داً S? �.H~%�ت ا�Z%$# ا�-2%~# ) ا6mCى( nا�62;�ت وا�AKى ذات ا�S5Cد 

� ا�AKى وا�62;�ت ا�4K0 �1 "�  و790 ا�Rjرة أ�§ ^. �5�6وA5ت�" �LZDP"Q<ا�90ه وا " +�وذ
�SZ��/S5 JH J%.K1,? 6%a �-&�A!&-� ا.  

 #c`S��5 �~S? �? Q-@-�� ا�-��ل، �D�61ض أن �-Aذج ا�Z%$# ا�-�u��� #~2% ا�S5Cد %ZO �.S"
#%��1�  :، >%*F = BenvV: ا

�d<# = j2 11 1k 

 J? �، و F1,F2( Q9� �D� " ،F1 = 2V1+V2(و  F ; �0¨�(V1,V2)و  Vو�Z;6? WP6S15ت ;
F2 = V1+V2 . ن �@�1رe5 #P62���DPQ ا §� " ���1���  n = 2و�5�-Uإ J?2n = 4  ت�H6,�?J ا

QP6� �cى "� أي وAK���V1  #"Aو  �DD/-P ً`�-"F1 أن �Q2د . وا-��/Aن ا +��، وذK1,? �/�5
Benv #P6~c 6%a . 8 " نd J?وV2  وF2 J/-P  �.H ً1-�داHھ-� اQPQ20Benv . ^ §� 5 هAD� �Dوھ

 J? �5�Aرة ?,S5 JH #.K1!&-�، وذ�+ 2V1+V2  �" �-&�A; 7Z,5و  �DD/-PF1 أن �5 8/21/
�.-@-Q" ��< ا^�90ه" #Z,D��5.  
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10.4.1. =�E���r}وا =�_�cا�<��د ا��: 

ا�Z%$# ا�-2%~#  إ>Qى ا��2^ت ا�@�X# ا�-&-# ا�79P �1 ا�PAD1§ إ�%&� ھ� 0.+ ا�A/0 �1ن "%&�
 #$O�U تA56و��5)#Z.X دA%c ذات (" دQH �k  #$O�U 6%a نA/0ا^�90ھ�ت، و J?) ةQ%K? 6%a

#Z.X دA%K5 ( ا^�90ھ�ت �"n – k 6ىmCا . J? ً�P1~%4 أن �@�1ر أ,� ^ J2� ،#��2�"� ھ�ه ا
 ���-Ujد اQS��  2nا�62;�ت وا�AKى ذات ا��D? �� m%�ر A/Pن أ(AK� *%25م QPQ215ھ� �5/!"

�-�Dط� ا�1-�س ?4 ا�Z%$# ا�-2%~# ھ� ا^�90ھ�ت  #Z,D��5k  �وا�P �1,1~%4 "%&� ا�6وA5ت و5/
� ا�62;# ھA ا^�90ھ�ت Uأ J? ر�%m �وا�P6<n – k  4%~1,P �1# أن �Z~P ا�AKى، وA/Pن أ"!

#P6< �/5 �&K"62;# و��D�61ض أن "!�ء ا�-&-# أو ا�)."%&� ا�6وA5ت ا ،+�� و;-��ل H.� ذ-S
�  n = 6ھA "!�ء QOا�O ا�S5Cد Uأ J?SE(3) مAKP ي ?&-1§ ?�`ً أن���1�� " ن ا�6وA5ت ا��5 ،

 #;62�� اUأ J? ةQ<وا #P6< #U1.+ در-P #ا��@�، وھ� �ZHرة k = 1 JH – 56�1¡ �5ب ا
 +.1-P §� " ���1�� �5ب ا�@�ا�#، و�5X��? لA< ورانQ�� ا�AKى، أي  k = 5اUأ J? #P6< #Uدر

�6وA5ت P,1~%4 أن �Z~P أAc #Pى وأ�H #Pوم دوران وا�A/%O �1ن ?QKار�Hو?&� ?,�و�Pً أن ا
� �5ب ا�@�ا�#X��? ل ?62ورA< 6��.�.  

 #P6< �/5 8/21P ر أنA�Z~��Aح ا �.H #5�1/�;-��ل آP ،6m,1~%4 ا�6وA5ت ا��ي ?&-1§ ھ� ا
�5�AKة "K° �90�5ه ا�.Aح )k = 1(حA.��1�� " ن ھ�ا ا�6وA5ت P-1.+ و. ، �/a J? §D%6 أن P@6ق ا��5

6 – k = 5  �&K"و #P6< �/5 #;62�� QPQ20 ا�-4cA (در�Uت ?J ا�D/-P *%< #P62§ اUأ J? ن�Ddا
� وWX ا�90ه Uأ J?  #%c�Z��1�� >A1,? �.H �&1;6ي ا�.Aح، وا��`ث ا��~6ف ا�~A�Zرة و�5

�&�ه)ا�~A�Zرة ً�K"ى وAK��5 �ZK1,? �/�5 8/21�  .ا^�90ھ�ت ، و�/J/-P ^ J ا

 JP6?أ ��#5�1 �5�~A�Zر، " �§ 79P ا�PAD1§ إ/�"� ا�-��ل اmC%6 ا��ي Q21Pث JH ا�6وA5ت وا
J%-&? . امQ@1O�5 #5�1/��# ا^>1/�ك، "��6وA5ت ا��ي AKPم 5-&-# اe,-5 �.S1P ولC6 ا?Cا

A1,? 4? 0-�س �.H نA/0 �1�8/21 �5�AKى اP أن #K%K2�ي ا�.Aح، " ذا ا�~�K0 5 6%R�Zن D/-P§ "� ا
 �.H #%-ظ�D�� ا^>1/�ك وا�AKة ا?�S-5 دQ2-�;��� ھ�ه ا�AKى ^ �910وز >Q ا^>1/�ك ا�,0�1%/� ا

�(O~¡ ا�.Aح S��. ، " ن ا�62;# ا�J? #90�D ھ�ه ا�AKى A/1Oن ?QSو?# ;-� ھA.~? Aب)رد ا
d62;# و�� اUأ J? #P62�`ث در�Uت و?J ھ� ا�-D~.�، " ن ا�6وA5ت d +.1-P`ث در�Uت ?J ا

8/21 �5�AKى�� اUأ J? #P62�اC?6 ا�����، ھA أن ا�6وA5ت 6KP Qcر "� ?J? . J? #.<6 ا
� ا�62;# . ا�-6ا>� أن JH QS1ZP ا�.AحUC #P62��+، " ن ا�6وA5ت 1O# در�Uت ?J ا�� ً�K"وو

°K" . ت�U�90ھ�ت در^ Q%<A��+ J/-P ا�AKل أن ھ%$# ا�6وA5ت �%,� ھ� ا�-Q2د ا��و�#9%1 
� ?J ا�AKى وا�62;#ا/� #P62� . *%< #~,Z-��2�# ا�و?4 ذ�+، " ��D "� ھ�ه ا��6Kة AOف �Qرس ا

 4%-U ر�Z1Hت، ?4 اA56و��.62;# و�.AKى ا1H-�د "H °K.� ھ%$# ا #P62�QPQ20 J/-P در�Uت ا
� ا�-��ل، " ن ?QH Q%Kم . Equality Constraintsا�-Q%Kات �ZHرة Q%K? JHات �S0دل %ZO �.S"

�S1��.~A�Zرة أن 0@6ق (�.,H6# ا�J? �0�D ا�.Aح  Inequality Constraintدل ا J/-P ^ *%<
�H §19.� أ�§ ?�S0 Q%Kدل ) ا�.Aح�S? J/-P) JH رةA�Z~�ا�6وA5ت ?U J&# أ6mى �AKP Jم �S5 5د ا
  ).ا�.Aح

�Aح ا�~A�Zر Q@1O�5ام ?ّ,�># ا�.Aح  ¡,? §�0ً ?&-1A561ض أن رو�D� ،6%m�2ة(;-��ل أ--� )ا
 #Z.X #.1; #$%ھ �.H �&1U�-� J/-P �1�� (وا/��X(t)  81P *%25و�J/1 ا�&%$# )). 10.16(ا
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ھ� �ZHرة JH اQ<jاd%�ت  q = (ϕ,p) = (ϕx,ϕy,ϕz,x,y,z) *%< ،ϕا�Q<j�5 �&DH 6%ZS1اd%�ت 
�.Qوران #%OCا . �/���5 #H6,�� ا%�-0 J/-PوV = q˙ . 4? 0-�س �.H �2ة--�وA/0 �?QDHن ا

�1�%# X(t)" ن ا�&%$# ا�.Aح، ��.A%Kد ا #Sh�m نA/0:  

  

 �/��ا�-A56ط# } b{ا�-A.5 #~Z06ح ا�~A�Zر وU-.# ?�2ور ا�U}s { 8,9-.# ?�2ور ا��!�ء ا���15# : 10.16ا
�5�--�2ة.  �� = 0 �� = 0 

  = ¢ 

 *%<c �2ة--��1��. ھ� ��O W-�;# ا��; W.1@? �/�5 �&DH 6%ZS1�  :وھ�ه ا�-Q%Kات J/-P ا

�E� = 0 

�E� = 0 

 E = 0 

 #%?A�A�Aداً ھA%c �-,0 دA%K�� ا����� ?J ھ�ا ا�/�1ب، " ن ھ�ه ا��.� ً�K"ووHolonomic ) أي
2�Aل A%c �.Hد ا�&%$#) أ�&� A%cد �0?#�� اUأ J? #%.h��1�  .>%* J/-P ?/�?.# ا�A%Kد ا

 #%S%Zداً طA%c �-,0 دA%K�QPQ20 8ھ� ا1H-�داً S? �.H~%�ت ، وا�Natural Constaints1P �1ھ�ه ا
#~%2-��.--�2ة Q%K? �K20ات . ا�Z%$# ا #;6< #Pد أQ2� أن �DD/-P ،#%S%Z~�و"� Ahء ا�A%Kد ا

�5�k = 3 #9%1Dا�,H6# ھ�ه، >%*  #%~S? ،6 – k = 3 #;62�� اUأ J? #P62�. در�Uت ?J ا
5�، �J2 أ�c ً�!PدرQPQ20 �.H JP ا�AKى �K-�وھ�ا ا�Fϕy ، *%<k = 3 . QPQ21و  Fϕxو  Fzو"� ا
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 #%H�D~X^د اA%K��.62;# و�.AKى H �.~P.%§ ا8O اArtificial Constraints . �.P �-%"و
#%S%Z~�  :?HA-9# ا�A%Kد ا^H�D~X%# ا�O�%K%# ا��S?# ا�JH #90�D ا�A%Kد ا

Natural Constraints�E� = 0�E� = 0��% = 0�� = 0�� = 0 E = 0
              

Arti&icial Constraints��' = 0��( = 0�E^ = 0	E = ,&�E = 0�̂ = ,


 

�`�90ه  ً�K"�2ة و--�، k1 �-D%5و�5�,x  #H6وھÑ<`� �D أن ا�A%Kد ا^7Z,1O #%H�D~X >6;# ا
 #15�d ةAc �%Z~15 7Z,11Ok2 حA.�  .�90�5ه ا

 :Y�Q�Hybird Controller ا������ ا� .10.4.2

#H6,��5�62;# وا J%9&�0�-%8 ا�-8/21 ا #�e,? ��إذا ;��� ا�Z%$# ا�-ASDO . #~%2د ا¨ن إ
�5�6وA5ت J/-P �D� " ،#Z.X ا�JH 6%ZS1 ا�A%Kد ا�~S%Z#، ا�QH �1دھ� k ء�!" �" #H6,�، H.� ا

���1��; #-&-���ñ�Ð  :ا = 0                           �10.39� 

%< *A(X) ϵ Rk×n) . ت�%dاQ<j د��Cا #HA-9-��# ا^Q5 دA%K�وJ? ً^Q5 ذ�+، J/-P ;5�1# ھ�ه ا
 �/���5 #-&-��  A(q)q˙ = 0ا/���5 �X��-��%A(θ)θ˙ = 0 .( #Lأو "� "!�ء ا�وھ�ه ا

�A�A?%# ?4 ا�Z%$# ا�-2%~#، 0-�?�ً ;-� ھA ا��2ل A6 ھ%L��A�A?%# واA&�A%c J-!10د ا�1-�س ا
 #Z,D��5#PازA1-��A%Kد ا�K.2# ا�-K.L# "� ?%/��%�?�ت ا�6و�0A5ت ا.  

Aد ھA%K��.6وA5ت L5%�ب ھ�ه ا #-&-���!�ء ا �/%?�DPQ�1-%�� ا�  :" ذا ;�ن ا

� = Λ�4�ÐE + c�4, Ð� + ��4� 

� ا�AUA5 �/%?�DPQد 0.+ ا�A%Kد A/%Oن%�-1��1�� " ن ا��5:  � = Λ�4�ÐE + c�4, Ð� + ��4� + ���ñ�)   ,   ��õõ = ���ñ�)       �10.40� 

 *%<λ ϵ Rk  6ا��a^ ت��H�!? JH رة�ZH ھ�Lagrange و ،Fapp  �1�ھ� �ZHرة JH ا�AKة ا
  . KZ~P&� ا�6وA5ت H.� ا�A%Kد

 #�79P أن A/0ن ?KK2# "� أي وJ/-P §� " ،�c أن �,Q@1م ا�-��1 ) 10.39(و5-� أن ا�-�Sد
Q5 #��&�ه ا�-�Sد �D?��  :^ً ?D&�ا
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��ñ�ÐE + �E�ñ�Ð = 0                   �10.41� 

 #�� ) 10.40(وا¨ن، و25� ا�-�SدUأ J?V˙ #�، و?8d J إ�9Pد )10.41(، و�5��PAS1 "� ا�-�Sد
 �Uأ J? �2�  :، " �λQ9� �Dا

) = ��ΛW&A*�W&@�ΛW&�� − c − �� + �EÐA= ��ΛW&A*�W&@�ΛW&�� − c − �� + �ÐE A                 �10.42� 

 #�وا�AKP �1م ا�6وA5ت  �DD/-P ،Fapp = AT(q)λ >,�ب ا�AKى )10.42(و?m J`ل ا�-�Sد
  .H �&K%Z~15.� ا�A%Kد

 #�وإ6Uاء �S5 ا�S-.%�ت ا�5�,2%#، " ن ) 10.40("� ا�-�Sد�# ) 10.42(و�PAS15 ا�-�Sد
� ا�AUA5 �/%?�DPQد ا�A%Kد و%�-1�� ?�Sد^ت  nا�QH �1دھ� ?�Sد^ت ا/�5 �&DH 6%ZS1�J/-P ا

�1��QH #.K1,? #;6<n – kدھ� ��; ،:  

��ñ�� = ��ñ� ÃΛ�4�ÐE + c�4, Ð� + ��4�Ä              �10.43� 

*%<:  � = � − ����ΛW&���W&�ΛW&                       �10.44� 

��A"# ا�Aا>I #PQو -���A"#  .ھ� �ZHرة JH ا-��&� ا�n×n  #Z06ذات ا�S5Cد  P(X)اn – k ،
�.AKى Fوھ� AK0م �KO 5ط أAc #Pة  �H6��� ا�6وA5ت ا�-�Dول H.� ا��!�ء اZc J?  مAK0 �1�ا

�.6وA5ت �5/� �R�-1P ?4 ا�A%Kد #.?�S���P6215 . #"A+ ا�P�&D# ا-�ذات  J%< �"I – P(X) أن ا
 #Z06��.AKى ا��KP �1وم ھ�ه ا�A%KدH.� ا��!� AK0Fم �KO 5ط ا�AKة  kا �H6���+ " ن . ء ا�� Pو

 QSZ�8/21 �5�62;#، وإ�� ا�AKة ا�AK0n  �1م K15,%8 "!�ء ا�AKى ذي ا��# اe,? ���S0 �1�إ�� ا�AKى ا
8/21 �5�AKى��# اe,? ���S0.  

-&-�8/21 �5�62;# "� "!�ء ا��5�62;# وا�AKة ھZ5 A,�ط# J%5 4-9P ?&-�1 ا J%9&�# إن ا�-8/21 ا
) #%~@�8/21 �5�AKة "� "!�ء ا�-&-# ))10.31(وذ�+ JH طA��c �P6ن ا�P�L1# ا�6اSU# ا�، وا

�.AKى ا�-Aا"�)10.35(و"� ا�A��Kن  �H6��  :، وذ�+ QS5 إ�KOط&-� H.� ا��!�ء ا

a = '��4� J��ñ� ªΛ��4� JÐE² + �õñd + �# á ñd����� + �²ÐdK«
+ @� + ��ñ�A ª�² + �"õ�d + �"# á �d�����«
+ ci�4, Ð� + �̂�4�K                                                                     �10.45� 

8/21 �5�P(X)  �" ،#;62>%* ا�Q2 ا�-!6وب 5ـ .� x�@-�� ا��9ء ا�-P ولC6 ا~,�"� ا
�-!6وب 5ـ >%J أن ا��9ء اI – P(X) ةAK��5 8/21.� x�@-�� ا��9ء ا�-P �����. "� ا�,~6 ا

#%/%?�DPQ��* "%-�`ن ا�PAS1!�ت ا�m 6%L~%# "� ا�-�Sد�# ا���  .أ?� ا�JPQ2 ا�-AUAدJP "� ا�,~6 ا
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 JPQ?�S1-��.-JH §.%.20 80 J%-/21 ط�P6 ا�KOjط%J ا �/%?�DPQ�� ا%�-1�، I – Pو  Pو5-� أن ا
�� ?J " ن ھ�ا ا/�� ا^6K1Oار %�-8/21 ا�&A/%O J%9ن �§ ��< اmC~�ء ا��DPQ?%/%# و��< �20

�.�!�ء ا���H6 ا�-Aا"� ً�S15 +�8/21 �5�AKة وذ�8/21 �5�62;# و��oم ا�  .��oم ا

 8/21���5ASت ا�J/-P �1 أن A0اA��c �%Z~0 QDH �D&Uن ا�A/0 �?QDHن ا�Z%$# ) 10.45(إن إ>Qى ا
Z.X تA56و��5 #~%2-��.A%Kد ا��D~# ا #K%cQ�. "� أي و�c ;�ن A(X)V = 0# ھ� ا�-6S"# ا

� >,�ب ا�KOjط�ت، Uأ J?و J%15A.~-�� QPQ20 ا�62;# وا�AKة اUأ J? 6وريh 6?Cوھ�ا ا
#cQ��.�S5 J? #$%Z ا�A1,? �" xKDى ا �وھ�Dك . و�/J "� ا�A.@P ^ ،#K%K2 أي �-Aذج ?-�

� ?4 ھ�ه ا?�S1�� اUأ J? #SZ1? #%9&D? J?���K!%# وھ� Q@1O�5 x@.10ام Amارز?%# 6PQK0 ا
�.AKة #SU6ا�� WP6S0 ا�90ه ا�A%Kد ا�D1Oداً إ�� ا�-A.S?�ت ا��Kد?# ?J ا�P�L1# اUأ J? �K%K2�. ا

وھ�Dك طKP6# أ6mى 1K0!� ا�Q5 #%2!1رU# أداء ا�-8/21 وذ�+ JH ط�P6 ا1m%�ر c%8 أر�5ح 
8/21 �5�H �" #.%.c #;62-.%# ا�JH 8/21 ط�P6 ا�P�L1# ا-�� اS9P �? وھ�ا ،#SU6ا�" ً�-H�� "

8/21 �5�AKة أ;�6 0,�?�2ً ?4 أm~�ء ا�AKة-��Z¡ اPت . وA56و�وJ/-P أP!�ً أن �AKم �15وQP ھ%/� ا
 �X���ADاo�e5Passive Compliance ) ً`�? �5-# ?~�وH# ذات ا���Sل ا?1�; ( �Uأ J?

§5��? 6%de0 �.H لA�2�� وا�XA`ت Qc 0/,7  و"� U-%4 اA<Cل، " ن. اX��-�?6و�# ا
#%HاA~-�  .ا�6وA5ت J? ً�!S5 ھ�ا ا�ADع ?J ا

�و�=  .10.5>��� :Impedance Controlا����� �

�# ?�Kو?# e,? �.H �%;61��.1P #Z~.7 ا��5�62;# وا�AKة "� ا�Z%$�ت ا ����-�إن ا�8/21 ا�&J%9 ا
�.6وRobot Impedanceا�6وA5ت  #P�&D�� 45�0 ، وا�K� #;6< x@�0 �1~# ا/R �.H تA5

�%# . ^h~6ا�5ت ا�AKى�S��.-�Kو?# ا ً�K"اA? نA/P ����-�8/21 �5�62;# ا��") �" �%$h 6%L0 دAUو
�5�AKة A/Pن ?Aا"�Kً ) ا�Q< 7Z,5 #;62وث ا^h~6ا�5ت "� ا�AKى ����-�"� >%J أن ا�8/21 ا

 #!�@D-�� "� ا�AKة Q< 7Z,5وث ا^h~6ا�5ت "�(�.-�Kو?# ا%$h 6%L0 دAU62;# و�و"� ). ا
§K%K20 تA56و�  .ا��K%Z~1ت ا�A/0 ،#%.-Sن ھ�Dك �S5 ا�Q2ود QS? �.Hل ا�-�Kو?# ا��ي P,1~%4 ا

 #��2�8/21 �5�-�Kو?#، >%* �2P;� ا�6وA5ت "� ھ�ه ا��# اe,? #OراQ5 6ةK��وAKDOم "� ھ�ه ا
��xu ا�-@-Q ا�-�ود 1/5.# و���5m6 .U �" مQ@1,-�� ا�-��ل، ا�6وA5ت ا%ZO �.H ز�&

 �,-.�وا��ي A/0ن ?&-1§ أ>%���ً ھ�  Haptic Surgical Simulatorا�-�2;�ة ا�69ا>� ا
 �.H نA/0 �1��.-QSات ا�69ا>%# ا^"61اh%# وا #.1/��`5# وا���xu ا�Q%-@1 واm �2;�ة?

#%h9# ا^"61ا,�C0-�س ?4 ا.  

� 5%$# ذات درP6< #U# وا>Qة و�DD/-P أن �/71Uأ J?و:  g	� + o	E + ,	 = �                         �10.46� 

 *%<x  4، وcA-��`k #5ھA ا�Q%-@1، و  bھ� ا�/1.#، و  mھ� �ZHرة JH ا�. ھ� �ZHرة JH ا
� (ھ� �ZHرة JH ا�AKة ا�-~H #KZ.� ھ�ا ا��oDم  fوا�AKة /��و5�Aرة �D� " ،#?�H )). 10.17(ا

                                                           
6
4 ��
���0 إ#  ����� �أو ا
�#�م ��
�ط�و��، #�ث �;وم ا
رو�وت ��#���ة  Stiffnessدى ا
�����8ت ا
8ر��� 
��#�م ��
�;�و�� ھ

  .ا
���ض اC*�را$� *;ط



  ا
� �دس را�� ���ل: ��
�ف

.��ر ����� 
�ط����) 
��رو���إ(����    
262 

�1�� " �§ J/-P ا�AKل أن ا�Z%$# 0-1.+ و. ا8O ا�-�Kو?#} U �.H �.~�}m,b,k-.# ا��Zرا?61ات ��5
�%# إذا ;�ن وا>Q او أ;�J? 6 ھ�ه ا��Zرا?61ات ;Z%6اً �H #?و�K?) 61?را�Z�). kأو  �Hbدة ?� A/Pن ا

�، " �AK� �Dل أن ا�-�Kو?# ?D@�!# إذا ;��� U-%4 ا��Zرا?61ات ذات LX 8%c%6ة�-�  .و�5

  

 �/����xu ا�Q%-@1 وا�/1.# وا��5�DروA5ت �2P;� 5%$# ا"61اh%# ذا: 10.17اm ��-Pة وQ<وا #P6< #Uت در .
  .QP ا�j,�ن AK0م Ac �%Z~15ة H.�  ھ�ا ا��oDم

� ^5`س PA20 6اءU 5وLaplace  #�
£H)10.46(Q9� ،:  �g.� ا�-�Sد + o£ + ,�ñ�£� = ��£�                �10.47� 

� ?J اh~6ا5PA21��ت "� ا�-4cA إ�� Acى، وJH 6ZSP ذ�+ 5ـ و6S0ف ا�-�Kو?# H.� أ�&� 45�0 ا
Z(s) = F(s)/X(s) . 61دد.��1�� " ن ا�-�Kو?# ھ� 45�0 �، ?4 ا5�91O# 60دد Frequencyو�5

#.1/��%# 8/210 5&� ا�H 5�91# 60ددO�5 وا�D�إن ?�&Aم ا�,-�>%# . ?@D�8/21P #! 5&� ا
Admittance   و?#، أي أن�K-��-�&Aم ا >;�S? AھY(s) = Z-1(x) = X(s)/F(s).  

 #%��S��§ m`ل ا�-�Kو?# ا%@�0 J/-P Q%9�8/21 �5�62;# ا-�، >%* A/Pن )ا�,-�>%# ا�K.%.#(إن ا
∆X = Y∆F . #%<�-,��1D0 اh~6ا�5ت  c∆F.%.#، " ن اh~6ا�5ت ا�AKى  Y" ذا ;��� ا

 °K" 4cA-��§ ?LX∆X . J%6ة "� ا%@�0 J/-P Q%9�8/21 �5�AKة ا-�و5�Aرة ?��5&#، " ن ا
 #!�@D-��%#(m`ل ا�-�Kو?# ا�S��L%6ة �ـ A/P *%< ،∆F = Z∆Xن )ا�,-�>%# ا� Z، وا�K%8 ا

°K" ىAK�  .�DS0 أن اh~6ا�5ت ا�DH �1DP #;62&� اh~6ا�5ت LX%6ة "� ا

�-S�8/21 �5�-�Kو?# ھK20 A%� ا�,.Aك ا�-Aa6ب "� "!�ء ا�-&-# أو ا�  :إن ا�&Qف ?J ا

±ÐE + �Ð + �ñ = �d�Q                    �10.48� 

 *%<X ϵ Rn  وV = X˙ #-&-�ھ�  Kو   Bو D. وھ-� �ZHرة JH ا�-4cA وا�,H6# "� "!�ء ا
 �1��`5# ا^"61اh%# ا��# ا^"61اh%# وا�Q%-@1 ا^"61ا�h وا�~S�0-�� ا #ZUA? 8%c JH رة�ZH

�&KK2P ت أنA56و�� ?J . تھ� ا�AKة ا�-~H #KZ.� ا�6وFext A5وا�AKة . H �LZDP.� ا; 8%c إنD  و
B  وK  م�,UCا J%5 �%%-1.� +��L1%6 ا�-4cA "� ا��oDم ا�Z%$� ا^"61ا�h وذ ً�SZ0 6%L10 أن J/-P

#15�d 8%K��2�# ا�A/0 �1ن "%&� ھ�ه ا�5�Aرة �o2%#، و�/H �;6DO �DD.� ا.  

و  X(t) – Xref(t)و�!�S? �")10.48 ( �-&D? ً^Q5 4د�#  ا�,.Aك  Vو  J/-PX أن �,QZ1ل 
V(t) – Vref(t) . ارQK-�ا�6وA5ت " L1P"72,5%6 ?4 ا��?AK%O §� " ،Jم  Xref(t)" ذا ;�ن ا

#;62�8/21 . 5�Aرة H #%ZP6K0.� طAل ?,�ر ا�8/21 �5�-�Kو?# K215%� ا���oDم ا ¡-,P وھ�ا
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 8/21-.� #Z,D��5�62;#، 0-�?�ً ;-� ھA ا��2ل �5PD #-&-��`5. "� "!�ء ا�# و;.-� ;��� c%-# ا
�.-,�ر 4Z11�  .وا�Z; Q%-@1%�06ن، ;.-� زاد ذ�+ ?J دc# ا

� K20%� ا�,.Aك ا�-Aa6ب Uأ J? �1نKP6ط �cCا �.H ك�Dوھ) #�  )):10.48(ا�-�Sد

�%�H Qوم ا�Qوران  •A0 �Uأ J? �X��-�� اCوا?6 إ�� اO6P62;�ت و�ا�6وA5ت 21P,< ا
� ھ�ا ا�6وA5ت �KPل . Qم، و81P إظ&�ر ا�AKة �.-,Fext@1ا�µ0 �1دي إ�� K20%� ا�AKة �?

، وذ�+ 81P §�e5 §DHImpedance Controlled Robot ا�JH §5 8/21 ط�P6 ا�-�Kو?# 
 �PA21�� ا�62;�ت إ�� Acى AKP §�CZ(s)م D15�Q% 45�0 اPA215 مAKP ي��إن ا�6و�0A5ت . ا

�.@��.K%�دة ا #%.5�c زن وذاتA�%# ا�QD0 �1رج �20 ھ�ا ا�ADع 0-%� Cن A/0ن m�%�# ا
Back-Drivable . ،#!�@D? #?و�K? 7.~10 �1�وھ�ه ا�6و�0A5ت Q%Uة "� ا�-�9^ت ا

#S�06? #5`Xو?# و�K? ذات #$%Z� .وھ� ZO�D? 6%a# "� ا�-�9^ت ا�A/0 �1ن "%&� ا

�-�  Fextا�6وA5ت 21P,< ا�AKة  •S-�?m J`ل اQ@1Oام >,�س ا�AKى وا��Sوم ا
8/21 �5�QO(#;62ا�O ا�-�2ور(P 8d J?و ، +��� #5�91O�; . §DH ل�KP تA56و�و?�� ھ�ا ا

 #%<�-,�، وذ�+ 81P §�e5Admittance Controlled Robot ا�JH §5 8/21 ط�P6 ا
 �PA21�� ا�AKى إ�� >6;�ت AKP §�CY(s)م D15�%� 45�0 اPA215 مAKP ي��وا�6و�0A5ت . وا

و5�Aرة  .ا�-QDرJ-h #U ھ�ا ا�ADع 0-%� Cن A120ي AoD? �.H?�ت ?,DD%# ;�%6ة
 ،#S�06? #5`Xو?# و�K? ذات #$%Z��H?#، ھ� ?ZO�D# "� ا�-�9^ت ا�A/0 �1ن "%&� ا

#!�@D? #?و�K? ذات #$%Z� .وZO�D? 6%a# "� ا�-�9^ت ا�A/0 �1ن "%&� ا

�و�= .10.5.1>���
�ارز��= ا����� �: 

8/21 �5�-�Kو?#، �Hدة ?� 81P اQ@1Oام >,��Oت �K%�س QHد ا�Qورات �، Am �"Encodersارز?%# ا
�K%�س H6O# ا�Qوران  ?P�K%<و)61?A;�1��K%�س Tachometer) ا >%P�K? امQ@1O81 اP �-5ور ،

� A? 6PQK0ا4c ودورا��ت و�H6Oت و0,�ر�Hت Accelerometersا�1,�ر�Hت Uأ J? +�، وذ
�.6وA5ت #.?�S�� وا�P�&D# اX��-�و"� أa.7 اC>%�ن ^ A/0ن ا�6و�0A5ت ?9&�ة 25,�س c%�س . ا

ا��Sم، وJ? ً^Q5 ذ�+ 81P ا^1H-�د 5�c �.H.%# ھ�ه ا�6و�0A5ت H.� ا�8/21 ا��S5 �%cQوم  - ا�AKة 
 #P�&D�� إظ&�ر c%-# ا�AKة QDH اUأ J? ا^>1/�ك J? �%.c رQc دAU4 و? �&.X��? �" ورانQ�ا

�.6وA5ت �.-,Q@1م   #.?�S��� J/-P أن A/Pن . )J?)10.48 ا�-�Sد�# ( Fextا��-�وA��cن ا�8/21 ا
5�/���:  

a = '��4�ÁΛ��4�ÐE + ci�4, Ð� + �̂�4� − @±ÐE + �Ð + �ñAÂ         �10.49� 

�.�راع،  #%/%?�DPQ�� ا�J%OAK ا�PAS1!�ت اmدا JPدAUA-�� ا�Q2 اCول ?J%5 J ا�JPQ2 ا�-P *%<
� ا�Q2 ا����� ا�AKة ا�6S1P �1ض �&� ا�6وA5ت �-P J%< �"Fext .AK�ا��Sم  -ة وإن إ�h"# >,�س ا

2�Aل ��5�P�L1# ا�6اJ? #SU أ>� ا �.S1-���D اQ@1Oام ا�Q2 ا ¡%1%O تA56و.� #.?�S�إ�� ا�P�&D# ا
  .ا�-~.cQ5Fext #5A# أ;�H 6.� ا�AKة 

 8/21�� ?X 6R�Zو  Vو  ˙P ،V�61ض أن ;`ً ?A��c �")10.49( Jن ا/8 �5&O�%c 81P . Qcو
�# c%�س ا�1,�رع e,? نA/0V˙ و ،ً�ZSX ًأ?6ا #��~H �PAS0 #�A/0 Qcن ھ�Dك ?�/.# "� ?�2و
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�+، "-J ا���4u أن 81P ا�PAS0 Q< J? x.@1!�ت . ا�6وA5ت QS5 أن 81P 20,< ا�1,�رع��و
 #��~S��  ˙Λ(θ)VاSU 81P وأنD = 0 . J/��# ظ�ھ6اً 5/� اA<Cل، و�~S�وde0 �KZ%O%6 ا

1P �? دة�H #?و�K-�8 0�-%-&� A/0 *%25ن m�%�# ا�6و�0A5ت ا�81P �1 ا�JH �&5 8/21 ط�P6 ا
#��~S�� ا�Qc Q2ر اj?/�ن ?de0 J%6ات اUأ J? زنA�  .ا

 #��# ?QH Jم ا^6K1Oار QDH اQ@1Oام ا�-�Sد�< e�D0 أن J/-P §� " ،+�) �hj�5)10.49"# إ�� ذ
#Z.��� ?2/�ة ا�Z%$�ت اUأ J? . �%ZO �.H �&O�%c 81P �1�>%* إن L0%6ات LX%6ة "� ا�-4cA، وا

� ?QH >%P�Kد ا�Qورات ا�-��ل Zc J?Encoders م دوران�H �" 6ة%Z; 6ات%L0 ��، µ0دي إ
وھ�ا ا�hj�5 6?C"# إ�� >Qوث �S5 ا�me1%6ات "� ا^5�91O#، وQH 7Z,5م ا�cQ# . ا�-62ك

�.�O�,2ت وأm~�ء ا�21,< ا�µP ،�&D? #90�Dدي إ�� ��Aء A.Oك �5�5�0 �.6وA5ت #%"�/�و�&�ا . ا
A56و��0ت ا�-�Dورة ا�@�%�# ا�Aزن ھ� ا�-5Aa6# أ;�QDH 6 اQ@1Oام ا�8/21 ا�,A/0 ،7Zن ا

�5�-�Kو?#.  

10.5.2. =�T��M��
�ارز��= ا����� �: 

8/21 �5�,-�>%#، 81P 20,< ا�AKة ا�-~H #KZ.� ا�6وA5ت �Q@1O�5ام >,�س  Am �"Fextارز?%# ا
�-�  - ا�AKة S-��&�ه ا�AKة QO(~H 5ا�O ا�-�2ور(ا��Sم ا 7%91,%O تA56و��ء 0,�رع ، وا

 #��.6وA5ت �K2P �-5 ا�-�Sد #.?�S��.P�&D# ا)10.48 .( #P�&D�وإن أ5,° ا�~6ق ھA >,�ب 0,�رع ا
�.6وA5ت ا�-~.Aب  #.?�S��ـ ˙Vdا ً�K"و:  

±ÐE² + �Ð + �ñ = �d�Q 

 *%<)X,V (���2�� ا�4hA ا%�-0 JH رة�ZH Aھ .Q9� �2�  :و�5

ÐE² = ±W&��d�Q − �Ð − �ñ�                �10.50� 

 J? �; #"6S-5وVd˙  وV  وXازرةµ-.� #%D?��� H.� ا�@~Aة ا?�/1�، ، " �§ 6U 5اء H-.%# ا
 4cA-�2�Aل H.� ا�,H6# وا�� ?Vd . Jو  J/-PXd ا; �PAS0 J/-P +�و  Vdو  XdوQS5 ذ

Vd˙  #%~@�� �S? �")10.31 (Uد�# ا�JH 8/21 ط�P6 ا��L1ي ا�6اSU# اUأ J? #5�91O^ا �S
>.O8 وأSو أ�QZ0.  

 ،#%<�-,��5 8/21��%�Am #aارز?%# ا� #Z,D��5 #-&? #�e,? QSP #?و�K-�إن ?�2;�ة ا�D? #$%Z@�!# ا
�+ A/0ن ا�6و�0A5ت . وذ�+ 7Z,5 أن ا�-�Kد6P ا�J? #.%.K ا�AKى 7Z,11O 15,�ر�Hت ;Z%6ة��و

>�ل ;�ن ا�-~.Aب ھA اQ@1Oام ا��2وAoD? �.H #P?�ت ?,DD%# ;�%6ة ھ� ا�-5Aa6# أ;�6 "� 
#Z.��8/21 �5�,-�>%# Qc 7Z,5رH �&0.� ?�2;�ة ا�Z%$�ت ا�  .ا

�ت أ
�ى .10.6E� ��: 

 Yا���� �ا����Robust Control:  #P�L1�H.� ا�J? 8a6 أن U-%4 ا�-21/-�ت JH ط�P6 ا
�9-�� �0م، إ^ أن ا/�5 �&~Zh J/-P ^ �1�10��SZ5 W ا�-��1# �90ه ا�de1%6ات ا #SU6ا�ل ا��ي ا

 6%Z; �A2-1Pر >Aل ا�8/21 ا�-A< �;6P J%1ل ?AhAع 0�-%8 ا�-21/-�ت وا�J-!0 �1 و�5/
8,10 5�QPQ20 #5ASھ�  Qc را?61ات�Z�AUدة أداء ا�6وA5ت ا��ي ?J ا�--/J أن J? #.-95 6de1P ا
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�%cد �/�5 . #��~S���xu اm 6PQK0 #��5AS# ا�A0 �1اQDH �D&U ?�2و�� ا�-��ل، ا%ZO �.H
  .Aت�.6و5

�5�6و�0A5ت QPور >Aل  :Adaptive Controlا����� ا����	��  �-.ce1�إن ?AhAع ا�8/21 ا
 J?���.6وA5ت m`ل ?6>.# ا�D1�%�، وA��c *PQ20ن ا�8/21 "� ا #��~S�6PQK0ات �5را?61ات ا

� Q%<A0 ھ�ه ا�6PQK1اتUأ J? �K%K2�  .ا

60;� أ�Iterative Learning Control (ILC):  #-oا����� YE ط�!t ا��_	� ا�����ر 
#P6/1ار�� . ا�JH 8/21 ط�P6 ا�S1.8 ا�-6/1ر H.� ا�-&-�ت وا�Aظ�Wu ذات ا�~S%Z# ا%ZO �.H

ا�-��ل، إذا ;�ن ا�6وA5ت µPدي ?&-# ا��K1ط ا�8,9 و�J? §.K ?/�ن ¨6m ?6ة A.0ة ا�-6ة، " �§ 
� #%.-S.�� ��oم ا�J/-P JH 8/21 اQ@1Oام أm~�ء ?,�ر ا�62;# ا�JH #90�D ا�D1�%� اCول PQS1

� دc%� أ;�6/�5 #-&-.� ���1�� إ6Uاء ا�D1�%� اUأ J? #%?�?Cا #P�L1�و5&�ه ا�~AKP ،#KP6م . ط�P6 ا
 ً�$%�" ً�$%R 6���W.1@0 . ا�6وA5ت J%,215 أداء H-.§ ?4 ا��K10 *%< �cAرب أm~�ء ا�D1�%� إ�� ا

^ S0 " J/-P.ّ-&�"ت ا�JH 81P �1 ا�-21/-�ت ا�J? #%-.ce1 >%* أن ا�-ILC �?A.S?21/-�ت 
� �5را?61ي 5�Aرة �H?#، و"� ;Aن ?21/-�ت /�5 �&�%XA0ILC  Q<ر وا�,? �.H �;60

°K" #;62.�.  

U-%4 ا�6و�0A5ت : وا��و����ت ا����ورة ا����= Passive Complianceا����وE= ا�­ا��= 
ا�-~�وJ/-P #H أن  وJ? �S5 �-�ذج ھ�ه. و5�Aرة J? ً�$%R +.1-0 #%S~c ا�-~�وH# ا��ا#%0

 �uاA1�� دورا�� ) >.�و��(A/Pن AUA; ً�~%,5د ���5 ا��? �وذ�+ "� >�ل اQ@1Oام ("� ;
 #%K"اA1�وا�A/P �1ن "%&� ا��9ء ا�-,JD ا�Qاm.� ا�-6ن  Harmonic Drive Motorا�-62;�ت ا

#5`��� ا%.c ( �uاAU �&أ� �.H ت`XA�ك de0%6ان وھBeams #�6? .�Dأو A/Pن ?QKSاً ;-�S?.# ا
QHم ا�A1ا"� 6c J%5اءة زاوP# ا�-62ك وا��اوP# ا�K%K2# ) 1: (ھ-� Flexibility?&-�ن �.-6و�# 

���-.��.6وA5ت) 2(و .  #%/%?�DPQ�وھ�ه ا�5ASX J? QP�0 �P�!K# . ز�Pدة درU# ا�-�Sد^ت ا
8/21 �5�6و�0A5ت��# اe,?.  

�%#، و�5/� �mص ھ�Dك �S5 ا�6و�0A5ت X--� 25%* 0-1.+ أ�o-# ?~�وH# ذا0�H #UرQ5 #%
#$%Z�� ?6R�Z ?4 ا�j,�ن أو اH��00-�س و �.H نA/0 �1�� ھ�ه . 0.+ ا�6و�0A5ت ا�? �"

� اC?�ن?�H دة�Pز ¡���� 4cA-��5 8/21�  .ا�6و�0A5ت Qc 810 ا�1!2%# 5 داء ��oم ا

�Hدة ?� Variable Impedance Actuators : 81P أ���= ا����!� ا�����Zة ا��<�و�=
� ?m J`ل A��cن ا�JH 8/21 ط�P6 ا�P�L1# ا�6اSU#، ;-� رأ�DP "� ا��6Kة ا��-���K-5 8/21و?# ا
� "�Sل H.� أ�§ ���5 ). 10.5(/�5 ���-��5 8/21�و�/J ھ�Dك >Qود �&�ا ا�J/-P *%< ،8/21 ا

�`h~6ا�5ت #!�2D-�  ."K° "� >�ل ا�61ددات ا

�P621+ ا�-L1%6ة ا�-�Kو?# أو ا�-L1%6ة وھ�Dك J? QPQU WDX أ�o-# ا�o�e5 �-,P +P621-# ا
 #5`��2�Aل H.� ا�-�Kو?# ا�-%/��%/%# Stiffnessا�، وا�AK0 �1م QH�,-5ة U-.# ا�H +P621.� ا

�Z~-�� ا�-��ل، J/-P . ا�-~.Q5 #5Aون وAUد أQ< #Pود أو ?Q%Kات A��c �.Hن ا�8/21 ا%ZO �.S"
? J%5 4-90 و?# أن�K-��5�o�C 8/21-# ا�P621+ ا�-L1%6ة ا +P621���oDم ا ¡-,P �/�5 J%;62

�1�� �S5م ا�Qوران ا��o� JH �0�Dم ا�P621+ ھ�ا��، و�5��-�5�`5# أو ?�Kو?# ا �K1,? �/�5.  
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